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Capitulo 1

Minimos quadrados, funcao afim

A equacdo que equaciona tudo é acafrao
Talvez o método de otimizacdo mais conhecido seja a obtengio por
minimos quadrados dos parametros a e b da equacao da reta,

y=ax+b (1.1)

através de um conjunto de pontos (x;,y;),i = 1,...,n. Em geral, os pon-

tos observados, ou medidos, apresentam uma certa dispersdo, e ndo se

ajustam perfeitamente ao modelo adotado (no caso, a reta (1.1). A figura

1.1 mostra uma comparacgio de dados da temperatura média da superficie

da dgua medida em uma boia (Sentinel, lago Mead, EUA) e a temperatura

média da superficie estimada por sensoriamento remoto (MODIS).
Construa uma funcéo objetivo

n

F(a,b;x,y) = %Z [(ax; +b) — y,~]2, (1.2)

i=1

e force (a, b) a ser um ponto extremo:

oF
oo, 1.3
Y (1.3)
oF

— =0. 1.4
o (1.4)

A 12 equacdo acima produz
2 n
- Z [(ax; +b) —y;i] x; = 0,
i=1

aZn:x?+bZn1xi :anxiyi. (1.5)
i=1 i=1 i=1

A 22 equacdo produz

S

2N [(axi+b) —yil =0,
n

i=1
azn:xi+nbzzn:yi. (1.6)
i=1 i=1
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Figura 1.1: Comparacdo de dados medidos em uma boéia com dados medi-
dos por sensoriamento remoto, lago Mead, EUA.
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a= (X x:) (X yi) — n X Xy

Temos portanto um sistema 2 X 2,

>Xi n
Zx,‘-z 2. Xi

)y Yi
2 XiYi

(1.7)

cuja solugao é

(Zx)*-nXx?
b= (2 x) (X xiy) — (Z xlz) (X ui)
B (X x)* —nYx? ‘

O denominador das duas equacdes acima é negativo, e é preferivel escre-
ver

n Y xiyi — (X x) (Xyi)

S PG r 1
b= (Z X,Z) (Zy) — (X x) (X xiyi)' (1.9)
nyx?— (X x)°

Embora (1.8)-(1.9) sejam frequentemente apresentadas nesta forma,
existe uma alternativa preferivel tanto analiticamente quanto computaci-
onalmente. Ela consiste em dividir (1.5)-(1.6) por n e reconhecer estatis-

ticas:
n n n
1 2 1 1
EEX,- ;Exi—;Exiyi’
i=1 i=1

i=1
4

+b




1 v 1<
o[t Sin|o= [ )
ni= nis
N——— N— e
x ]
ou
1< _ 1<
a [— xl2 +bx = — XiYis
n n
i=1 i=1
ax+b =1y, (1.10)
1< _ 1<
a[— xf]+[y—ax]x:—2x,y,,
n n 4
i=1 =1
1% _ 1% __
al=>» x*- x| == xy —-xy. (1.11)
nis nias

E possivel reconhecer a variancia de x e a covariancia entre x e y nas
expressoes acima:

1< _
Var{x} = ¢ = = Y (x1 = %)?
n i=1
1 _
_ Z (_x;2 - 2x;X + xz)
n i=1
1w, 2% ¢ —
- ) Xi—— ) Xxi+X
nz ! n 4 !
=1 i=1

1< _
==Y x2-%% 1.12
1
n
i=1

Cov{x} = cyy

1\ _ _
;;(xi—x)(y,-—w

1\ o
;Z(x,-yi—xiy—yix+xy)
i=1

=;;xiyi—;;yi—;;xi+xy

1x e
= —inyi -Xy. (1.13)
=
O desvio-padréo s, é a raiz quadrada da variancia:
$2 = Cyy (1.14)
Segue-se de (1.10)—(1.13) que
c
a=—2, (1.15)
Cxx



b=y -ax. (1.16)

Vale a pena incluir um descritor da qualidade do ajuste da reta, o coefici-
ente de correlagdo ry:

Cxy

Tey = (1.17)

SxSy
Isso nos leva a nosso primeiro problema:

1.1 Regressdo linear por minimos quadrados.

+ Escreva uma rotina stat2 para calcular a média e a varidncia de um array
x.

« Escreva uma rotina covar para calcular a covaridncia entre dois arrays x
ey.

+ Escreva uma rotina reglin para obter a e b a partir de dois arrays x e y.

1.2 Escreva um programa reglinTOxy para ler o arquivo compareTO.tdat e
calcular a e b.

1.3 Plote a reta y = ax + b obtida.



Capitulo 2

A regressao y = ax

Uma regressao mais simples, e muito comum, é:
y = ax. (2.1)
Vamos precisar de um modelo estocastico para (2.1). Escolhemos
Y=ax+& (2.2)
com E{&} = 0. O valor esperado de Y é
E{Y} = ax. (2.3)

Neste modelo tanto a quando x sdo deterministicos. A principal con-
sequéncia é que Y é homocedastico com

Var{Y} = Var{&}. (2.4)

Nossa fungio objetivo agora é

n

Flaxy) = o -yl (25)
i=1

Derivamos em relacédo a a, e igualamos a zero:

dr _,
da
2 n
- lax; — y;] x; = 0,
n 4
i=1
n n
a lz X?] = inyi,
i=1 i=1
_ i1 XiYi

. 2.6
i1 xi2 (26

A regressdo “pela origem” envolve momentos em relagdo a origem! E
conveniente definir

1
Myyx = — xiz, (2.7)
n <



i=1
1 n
Myy = — XilY;. (2.9)
=)
Nessa notacao,
_ My
My

O “erro” envolvido na estimativa de a pode ser obtido se nds re-interpretarmos
a (e y;) como variaveis aleatdrias, e se supusermos que os Y;s sdo indepen-
dentes:
n
i=1 x;Y;

5
i

A= (2.10)

=1 X
O valor esperado de A é

?:1 Xi E{Yl}
n 2 >
i=1 %;
noxax;
_ im %% (2.11)

n 2
i=1%;

E{A} =

Portanto, A é um estimador ndo-enviesado de a. A varidncia de A é
no2
iy X Var{Y}

Var{A} = [ . x?]z

(2.12)

O estimador para Var{&} é o quadrado do erro padrio de estimativa sZ:

se:—z — ax;]?
=—Z y; —2ax,yl+ax]

n
WD T
i=1 i=1 i=1

= Myy — 2amyy + azmxx;

Do

a=
Myx
2
2 Mxy My
S, = Myy — 2——Myy + —— My
e yy Y 2
mxx mxx
2
=m mxy m
yy mxxmyy yy



= [1 - qazcy] Myy. (2.13)

A variavel
My

Gy = ———
mxxmyy

funciona como o “coeficiente de correlacdo” natural para a regresséo pela
. ’ 3 . ~ :

origem. Vamos chama-la de “coeficiente de quorrelacdo”. Assim como

acontece com 7y, definido em (1.17), a desigualdade de Schwarz garante

que

(2.14)

~1< gy < 1. (2.15)

~ . . . 2 _ .
Uma regressdo perfeita pela origem possui g, = 1:
yi = ax;, (2.16)
= MLy xiax;

\/[% et xlz] [% et azxiZ]

AMyy a

==+1. (2.17)

a
- \Va*m2, Va2 lal

Voltando a (2.12), o estimador para o erro de a, s,, é

(2.18)

(2.19)

Ao contrario do que acontece com a regressao y = ax+b (a qual retornare-
mos na proxima aula), é notavel que na regressao pela origem ¢é possivel
que ¢g < 0. Em outras palavras, é possivel que o modelo y = ax pro-
duza um erro padrdo de estimativa maior que o desvio-padrao dos dados
observados y;. A luz de (2.13), fica evidente que o “coeficiente de deter-
minacdo” (que denominaremos “coeficiente de quodeterminac¢io”) natural
para a regressao pela origem é

2 Se
e
Cg=qyxy=1- . (2.20)
Myy

Tarefas:

2.1 Regressio linear através da origem por minimos quadrados.

- Escreva uma rotina reglina para obter a, gxy, s. € s, a partir de dois
arrays x e y.

2.2 Escreva um programa reglinaTOxy para ler o arquivo compareTO.tdat e
calcular a, cg, s € sg.

2.3 Plote areta y = ax + s, obtida.



Capitulo 3

Erros dos parametros de y = ax + b

Voltemos ao problema de obter a reta y = ax + b, mas agora incluindo os
erros envolvidos em a e b.

Vamos seguir Benjamin e Cornell (1970, Chapter 4)

O modelo probabilistico que vamos usar é

Y=ax+b+&, (3.1)

onde Y é uma variavel aleatoria, & é uma variavel aleatéria que nao de-
pende de x e com média zero, e x por sua vez nio é aleatdrio. Para um
valor especifico x;,

Y, = ax; + b+ %i, (32)
E{Y;} = ax; + b,
Var{Y;} = Var{&;} = Var{&}.

Em particular, e muito importante, Var{Y;} é diferente da quantidade
$2 = E{(Y, - 7)) ! (3.5)

Interessantemente, parece mais facil calcular os “erros” de a e b a partir
de (1.8)—(1.9). Comecemos por

nYyxY;— (Xx) (X Y)
d, ’

n n 2
d, = nZ:xi2 — (Z xl-) . (3.7)
i=1

i=1

(3.6)

A boa noticia é que o denominador d, ndo é uma variavel aleatoéria. Isso
facilita muito as coisas. Além disso,

1% 1 &Y
dn:nzx—inz—nz(—in)
nia3 ni3
1 n
:nz{zlez—fz}
i=1

= n’s?, (3.8)

10



Prosseguimos:

A=

O valor esperado de A é

E{A} = Z(xl - %) E{Y;}

x i=1
:—Z<xl %) (ax; +b)
Sx i1

a —
— Z(xi —X)xi+ — Z(Xz
NSx =1

xll
n
a —2
—2 X
le

—_——
=0
= a. (3.10)

Portanto, A é um estimador n3o-enviesado de a. A varidncia de A é

22 {Z (x; — X)* Var{Y}}
:nzs { Z(x x;)* Var{Y}}

Var{A} =

== :

=— Var{Y} (3.11)
nsx

= — Var{% 1, (3.12)
nsz

devido a (3.4).
Uma estimativa para Var{&;} simples de implementar computacional-
mente (embora ineficiente) é o erro padrao de estimativa de y,

= - (axe )’ 613

11



E possivel evitar o calculo por extenso de (3.13) se ja tivermos calculado
outras estatisticas. Vejamos:

ln
2:_ - ibz
= Q- (e e b)

1w _ o

—E [yi—yl —alxi—X]+y—ax—b

ni:1 I
=0

=3 (lyi -1 - alx; - 1)’
n i=1

= =3 {1y - 91 — 2alxi — X1y~ 91 + & — 5°)
i=1

_ 2 2.2,
=S, = 2acyy + a’sy;
usando (1.15),
2 2
_2_p Sy
Ty 2 4 °x
sx sx
2
_2_ S o2
Y (2427
X2y
—[1_.21%.2
= [1-7,] sk, (3.14)

A estimativa de erro de a (3.12) fica, portanto,

2

2 _ Se
Sa = —2,
ns;
Se
Sa = ——. (3.15)
ni/2s,

Para estimar Var{B}, é preferivel partir de 1.16; note que agora, entre-
tanto, A e B sdo estimadores de a e b; portanto, escrevemos

B=Y - Ax. (3.16)
O valor esperado de B é

E{B} = E{Y} - E{A}x
=ax+b—-ax =0b. (3.17)

Portanto, B é um estimador nio-enviesado de b.
Observe que Y e A ndo sdo variaveis aleatorias independentes. Em
principio,

Cov{A, Y} = E{AY} — E{A}E{Y}, (3.18)

E{Y} :E{%ZYI}

i=1
1 n
=~ ) E(M)
i=1

12



= ax +b, (3.19)
[ 1 n . 1 n
E{AY}:E{ —zz(?ﬁ AN }
,nsx i=1 n j=1
[ 1 n n
:E{ " (x,—x)Y,Yj}
nSx 3 =
1 n n
= =50, ), - DE{XY}
X =1 j=1
1 n n
= =5 2 0, (i~ DE{(ax+b+ E)(ax; + b+ )
X j=1 j=1
1 n n
= 242 (xi = x) [(axi +b)(ax; + b)

_ n2132 3N (-3 [(axi +b)(ax; +b) +E &5}
X j=1 j=1
- nzlsz Z (x; = %) [(ax; + b)(ax;j + b) + &;; Var {&}]
* =1 j=1
1 1 n 1 n B
= g [; j:1(axj'+b) ;;(axi+b) (xi—x)]

! Z (ax? — ax;ix + b(x; — E))]

n
1. _ 1w _
= 5 [aT+ ] ;le?—le
x i=1
—————
s%
= (ax+Db)a. (3.20)

Nos agora reunimos (3.10), (3.18), (3.19), e (3.20):

Cov{A Y} =E{AY} - E{A}E{Y}
=a(ax +b) —a(ax+b) =0. (3.21)

Portanto, apesar de ndo serem independentes, A e Y sdo ndo-correlacionadas.

13



Prosseguimos para a variancia de B:
Var{B} = Var{Y} + x* Var{A} + 2x Cov{A, Y}
= Var{Y} + X° Var{A}

1 1
= — Var{Y;} + EZ—Z Var{&}
n ns

X

1 1
= —Var{&} + Ez—z Var{&}
n nss

_oq Var{&
- [+ P
_ (% 3 22| var(a). (3.22)
i=1

Tarefas:

3.1 Regressao linear por minimos quadrados com a estimativa dos erros dos pa-
rametros.

« Escreva uma rotina reglinpar para obter a, b, r, s, s4 € sp a partir de dois
arrays x e y.

3.2 Escreva um programa reglinparTOxy para ler o arquivo compareT0.tdat
e calcular a, b, r, s, s4 € Sp.

3.3 Plote aretay = ax + b + s, obtida. Como podemos visualizar s, e s,?

14



Capitulo 4

Matrizes e concavidade

4.1 Transformacdes definidas e indefinidas

Definicao 4.1 Uma transformacio A é positiva definida quando, para qual-
quer x # 0,
xT-A-x>0.

Definicao 4.2 Uma transformacao A é positiva semidefinida quando, para
qualquer x,
x"+A-x>0.

Definicao 4.3 Uma transformacdo A é negativa definida quando, para
qualquer x # 0,
xT-A-x<0.

Definicao 4.4 Uma transformacio A é negativa semidefinida quando, para
qualquer x,
xT+A-x<0.

Quando A nio é nem positiva semidefinida nem negativa semidefinida,
ela é denominada indefinida.

O caso de transformagdes simétricas é particularmente interessante,
pois todos os autovalores correspondentes sao reais. Entdo, nos afirma-
mos, sem prova, o

15



Teorema 4.1 Se a transformacdo A é simétrica:

+ A é positiva definida se e somente se todos os seus autovalores sdo
positivos.

+ A é positiva semidefinida se e somente se todos os seus autovalores
sdo nao-negativos.

+ A é negativa definida se e somente se todos os seus autovalores sdo
negativos.

+ A é negativa semidefinida se e somente se todos os seus autovalors
sao nao-positivos

A é indefinida se e somente se possui autovalores positivos e nega-
tivos.

A titulo apenas de ilustracdo, suponha que A é simétrica e que todos
os seus n autovalores A; sejam positivos. Entdo, na base E dos autovetores,
um vetor qualquer x # 0 do R" pode ser escrito

[x]p = [x1%2 ... xn]7,

xT A x = X+ doxt 4. x> 0,
e A ¢é positiva definida.

4.2 Maximos e minimos de funcoes de mais de uma
variavel

Seja f uma funcéo de n variaveis do R"” em R:

f:R*" >R

(X1, osxn) Py = f(x1,...,%n).

Definicao 4.5 f(xy,...,x,) possui um maximo em x¢ = (X1, . - ., Xon) S€
f(x¢) > f(x) para todo x em uma vizinhanca de x.

Definicao 4.6 f(xy,...,x,) possui um minimo em xy = (xoz, ..., Xon) S€
f(x0) < f(x) para todo x em uma vizinhanca de x.

Maximos ou minimos de uma func¢éo sdao chamados de extremos. Cada
ponto x, correspondente é um ponto extremo.

16



Exemplo 4.1 A funcao

f(x,y) = (200 — (x* + %)) /100

possui um maximo em (xo, yo) = (0, 0).

Exemplo 4.2 Considere o paraboléide hiperbélico

z = (100 + x* — y?) /100,

TITTI I 7777
A Vi ot o T &

7 77y 7 LT 7 7AT
e

=
X
==
- _
- >

O ponto (0,0) é um ponto critico.

Teorema 4.2 (Piskounov, 1969, Cap. VIIL, Se¢ao 17, Teorema 1) Se x, é
um ponto extremo da funcdo f, entdo ou Vf(x¢) = 0, ou o Vf(x() ndo
existe.

Definicao 4.7 Dizemos que x, é um ponto critico de f se Vf(xy) = 0.

E relativamente facil intuir “graficamente” o Teorema 4.2: na figura
4.1, note que se em um determinado ponto (xo,yo) Vf existe e é # 0,
entdo sempre podemos caminhar no sentido de V f para valores maiores
de f, ou no sentido contrario para valores menores.

Note também que a nulidade ou nado-existéncia do gradiente é uma
condicdo necessaria para a ocorréncia de um extremo, porém néo sufici-
ente; e que portanto um ponto critico pode ndo ser um ponto extremo.
Por exemplo, a fungdo do exemplo 4.2,

fx,y) = (100 + x* — y*) /100,

é tal que V£(0,0) = 0; porém, (0, 0) ndo é nem um ponto de maximo nem
de minimo. Neste caso, dizemos que (0, 0) é um ponto de sela.

Surge portanto a questdo: se Vf(xy) = 0, e portanto x, é um ponto
critico, como saber se xy é um ponto de maximo, de minimo, ou de sela?

17



Figura 4.1: (a) o vetor t é tangente a curva de nivel A e a curva .Z é
localmente paralela a A; (b) o vetor t é perpendicular a curva de nivel A e
a curva .Z é localmente perpendicular a A.

Suponha que f possui derivadas pelo menos até ordem 2 e considere uma
expansdo em série de Taylor até ordem 2 em torno de x,:

2
) = )+ L2 =)+ 5 TH ) =)+
= flxor) + 21! aaf (;‘Ok) (x; = %01) (x) = X)) + ... (4.1)

pois Vf(x¢) =0
Note que estamos utilizando sistematicamente notagido indicial em
(4.1). Note também que a matriz Hessiana

0 f (xok)

Hp:i =
Eij 8xl~8x]~

(4.2)
é simétrica: existem n autovetores mutuamente perpendiculares, e n auto-
valores reais. Inicialmente, nds associamos as coordenadas x; com a base
candnica E, e enfatizamos esse fato em (4.2). Mas é muito mais simples
entender as coisas na base (que também é ortogonal) F dos autovetores!
Sejam agora, portanto,

&o1 &
T L .
§0n gn

as coordenadas de x; e x na base F; nessa base, a matriz hessiana é dia-
gonal:

P f (§oi)
Hg; = A»)0ij, 4.3
F.ij 3§i3§] (i)9ij ( )
onde os A;s sdo os autovalores da transformacdo H. Abusando ligeira-
mente da notagéo, utilizemos f (&, ..., &,) para indicar a a mesma fungao

f porém nas coordenadas da base F. Expandido em série de Taylor temos
agora,

1 0°f (&ox)
21 0EE,

18
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= FlE) * 53200 (E — o) (&~ dap) + -
= f(&ox) + %A(i)('fi = &) (& — &) + ...

Fazendo A& = (& — &) e escrevendo por extenso, portanto,

FG) = flxo) 42 > 2B+ (1.4
i=1

A situacdo agora é bastante clara. Em uma vizinhanca de x¢ em que (4.4)
seja suficientemente acurada, se todos os A;s forem positivos, f(x) >
f(x¢), e portanto x( é um ponto de minimo. Analogamente, se todos os
Ais forem negativos, f(x) < f(xy), e portanto &, é um ponto de minimo.
Caso contrario, H ou é semidefinida (positiva ou negativa) ou é indefi-
nida. Nos dois primeiros casos, existem um ou mais autovalores nulos, e
H é dita singular. No tltimo caso, H é indefinida. Em resumo, nds agora
temos o Lambers (2014):

Teorema 4.3

Se H é positiva definida em x, xo é um minimo local.

Se H é negativa definida em x,, xy é um maximo local.

Se H possui autovalores positivos e negativos, xo ¢ um ponto de sela.

Se H é singular (isto é, se existem autovalores nulos), nada se pode infor-
mar, e xo pode ser um ponto de maximo, de minimo ou de sela, mas isso
precisa ser definido por outras informagdes sobre f.

4.3 Multiplicadores de Lagrange

Nesta secdo vamos seguir de perto, inicialmente, Piskounov (1969, Cap
VIII, se¢do 18). Considere o problema de obter o0 maximo ou minimo de

u=f(x,y) (4.5)

sujeito a restricao
g(x,y) =0. (4.6)

Um ataque direto envolve resolver a segunda equacdo, obter y = y(x), e
substituir na primeira:

u(x) = f(x,y(x)).
Note que estamos misturando liberalmente o nome de uma funcéo (u(x))
com seu valor (u). A dltima equacio acima leva a condi¢do necessaria para
a existéncia de um maximo ou minimo:

du _of [ ofdy _

= =0.
dx ox oydx
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O problema pode ser resolvido, mas requer a obtenc¢éo da funcio (impli-

cita) y = y(x) a partir de g(x,y) = 0.

O ponto de extremo pode ser obtido sem se resolver explicitamente

para y(x), entretanto. Note que, de (4.6), dg = 0.
equacoes

0

of Lofdy _,
ox Jdydx

o ag d
_g+_g_y:0_
ox dydx

Segue-se que para uma constante arbitraria A

%_ﬁ.ﬁ‘@ -1 @_ﬁ.@%
ox dydx ox Jydx
(a_f_;ﬁ)+(ﬁ_ﬁ_9)@
ox 0x Y dy | dx

Portanto, temos duas

(4.7)

(4.8)
=0, (4.9)
=0 (4.10)

A tltima equacédo acima pode ser satisfeita independentemente de dy/dx
se ambos os parénteses forem nulos. Podemos agora resolver um sistema

de 3 equacdes em 3 incognitas:

o 299 _

0,
ox ox
P P
o ;99 _,,
a  Jy
g(x,y) =0.

Isso é o mesmo que formar

F(x,y,A) = f(x,y) — Ag(x,y)

e impor
oF
— =0,
ox
oF
— =0,
oy
oF 0
or

A é denominado o multiplicador de Lagrange.

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

Uma generalizacao é: ache o maximo/minimo de

u=f(x1,x2...,%,) = f(xx)

sujeito a

g1(x1, %2, ..., xp) = g1(x) =0,
92(x13x23 oo »xn) = gZ(Xk) = 0’

20



Gm (X1, X2, . .., Xn) = gm(xx) = 0.

Formamos a funcéio

F(x1, %0, ..y Xny A, Aoy ooy Am) = f(xk) — Aigi(xk),

e impomos
oF
— =0, k=1,2,...,n, (4.17)
X
oF
—=0,1=12,...,m. 4.18
n (4.18)
Exemplo 4.3 Dados x1, x3, . . ., x, com x; > 0, obtenha o méaximo de
u=[x XXZ...XXn]l/n
sujeito a
Xi+Xo+...+x,—a=
SOLUCAO
Faca
F(xp, A) = [x1 Xx2. .. X xn] /" = A1 + X2 + . . . + X5 — Q)
Agora
oF
= DX XXy X X,V l_[ x;— A
OX}
X #Xf
1 X Xxy...X
= — [X1 sz e Xxn]l/n_l [xl X2 xn] _A
n X
:l[xlxxz...xxn]l/” —A:ll—/l
n X n Xi
e
oF 1u u
— =0 ——=A=x=—
oxXk nxy ni

Portanto, x; =... =

|
=
3.
8
o
173

X1+xX+...+x, =aq,

nxy = a,

a
Xk = =
n

a\nil/n a
G =2
O maximo portanto é a/n, donde se segue a desigualdade da média aritimética-
geométrica:

<
Il

a X1+xo+...+x
[xlxxz...xxn]l/"sz= " =
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