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Capítulo 1

Um pouco de história

2026-02-20T08:39:14 How much was an English grain?
See https://en.wikipedia.org/wiki/Grain_(unit)#:~:text=The%

20grain%20was%20the%20legal,troy%20pound%20or%20apothecaries’
%20pound.

Equal to 64.79891 mg.
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Capítulo 2

Água na atmosfera

2.1 O balanço radiativo da Terra e o efeito estufa
A lei de Stefan-Boltzmann é

𝑅 = 𝜖𝜎𝑇 4,

onde 𝑅 é a radiação emitida pelo corpo, e𝑇 é a sua temperatura. Para um
“corpo negro”1, a emissividade 𝜖 = 1. Cada superfície real possui uma
emissividade 𝜖 < 1 diferente.

Nesta seção, vamos considerar o equilíbrio termodinâmico global pla-
netário para dois cenários de atmosfera e cobertura de superfície do pla-
neta. O conceito mais simples com o qual podemos trabalhar é o de tem-
peratura de equilíbrio 𝑇𝑒 : esta é a temperatura em que um planeta está em
equilíbrio termodinâmico com a radiação solar incidente. Agora, se 𝑎 é
o albedo planetário (𝑎 ≈ 0,30), em média a radiação solar absorvida pela
terra é 𝑅𝑠0(1 − 𝑎)𝜋𝑟 2𝑇 , onde 𝑅𝑠0 = 1361.5Wm−2 é a constante solar (Wi-
kipedia, 2020d), e 𝑟𝑇 é o raio da terra. Por outro lado, o fluxo de energia
radiante em ondas longas emitida pela Terra é em média (admitindo-se
uma emissividade planetária igual a 1) 𝜎𝑇 4

𝑒 4𝜋𝑟 2𝑇 . Igualando-se os dois:

𝑅𝑠0(1 − 𝑎)𝜋𝑟 2𝑇 = 𝜎𝑇 4
𝑒 4𝜋𝑟 2𝑇

𝑇𝑒 =

[
𝑅𝑠0(1 − 𝑎)

4𝜎

]1/4
=

[
1361.5 × 0.7

4 × 5.670374419 × 10−8

]1/4
= 254,60 K = −18,55◦ C.

Essa temperatura 𝑇𝑒 é a temperatura que o planeta teria se não houvesse
atmosfera.

Nós agora vamos construir 2 modelos simples para o efeito estufa.
No primeiro, vamos colocar uma “campânula” de vidro em volta da Terra,
comomostra a figura a seguir, onde ela é indicada pelo círculo pontilhado.

1Isso é um nome técnico, e não significa que o corpo precise ter coloração preta; na
verdade, para as temperaturas observadas na atmosfera terrestre, a radiação é emitida
em uma faixa de comprimentos de onda invisíveis para os seres humanos.
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Nesta figura, a radiação solar atravessa a campânula e incide direta-
mente sobre a superfície da terra, a qual por sua vez emite radiação de
onda longa 𝑅𝑒𝑇 . Por outro lado, a campânula ( = atmosfera) absorve esta
última, reemitindo um fluxo 𝑅𝑒𝐴 de radiação de onda longa tanto de volta
à terra quanto em direção ao espaço. Desta forma, o balanço radiativo de
ambos os corpos é

𝑅𝑠 + 𝑅𝑒𝐴 = 𝑅𝑒𝑇 ,

𝑅𝑒𝑇 = 2𝑅𝑒𝐴 .

Usando-se as equações de radiação, tem-se:

𝑅𝑠0(1 − 𝑎)𝜋𝑟 2𝑇 + 𝜎𝑇 4
𝐴4𝜋𝑟

2
𝑇 = 𝜎𝑇 4

𝑠 4𝜋𝑟 2𝑇 ,
𝜎𝑇 4

𝑠 4𝜋𝑟 2𝑇 = 2𝜎𝑇 4
𝐴4𝜋𝑟

2
𝑇 ,

𝑅𝑠0(1 − 𝑎) + 4𝜎𝑇 4
𝐴 = 4𝜎𝑇 4

𝑠 ,

𝜎𝑇 4
𝑠 = 2𝜎𝑇 4

𝐴,

𝑅𝑠0(1 − 𝑎) + 4𝜎𝑇 4
𝐴 = 8𝜎𝑇 4

𝐴,

𝑅𝑠0(1 − 𝑎) = 4𝜎𝑇 4
𝐴 ⇒ 𝑇𝐴 = 𝑇𝑒 ;

𝑇𝑠 = 21/4𝑇𝐴 = 21/4 × 254.60 = 302.77 K.

Nota-se portanto que a temperatura da campânula, que representa a
atmosfera2, é a mesma temperatura de equilíbrio anterior, enquanto que
a superfície ficou bem mais quente.

Este modelo pode ser sofisticado com a abertura de uma “janela” at-
mosférica, ou seja: com a utilização de uma emissividade atmosférica 𝜖𝑎
menor que 1. A figura a seguir ilustra este segundo modelo.

2Nestes caso simplificado, ela representa o topo da atmosfera, na “fronteira” com o
espaço sideral; numa atmosfera real, obviamente, a atmosfera se torna progressivamente
mais rarefeita na direção do espaço.
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Agora, a atmosfera deixa escapar uma parcela (1−𝜖𝑎) da radiação emi-
tida pela superfície da Terra. Na construção do balanço termodinâmico, é
conveniente usar 𝑇𝑒 no lugar de 𝑅𝑠0:

4𝜋𝑟 2𝑇
[
𝑇 4
𝑒 + 𝜖𝑎𝜎𝑇 2

𝐴 = 𝜎𝑇 4
𝑠

]
4𝜋𝑟 2𝑇

[
𝜖𝑎𝜎𝑇

4
𝑠 = 2𝜖𝑎𝜎𝑇 4

𝐴

]
.

Usando-se agora 𝜖𝑎 = 0,9, a solução do sistema acima é

𝑇 4
𝑠 =

2𝑇 4
𝑒

2 − 𝜖𝑎 ⇒ 𝑇𝑠 = 295,64𝐾

𝑇 4
𝐴 =

𝑇 4
𝑒

2 − 𝜖𝑎 ⇒ 𝑇𝐴 = 248,60𝐾

Issomostra claramente que a existência de “janelas” na atmosfera terrestre
produz uma temperatura de superfíciemenor. A implicação disto é que se
uma “janela” for fechada pela presença de um novo gás de efeito estufa
que absorve radiação de onda longa nesta janela, a superfície ficará mais
quente.

Chow et al. (1988) citam um valor médio de 210Wm−2 para a radiação
solar atingindo a superfície da Terra. De onde vem esse número? Prova-
velmente ele é igual à incidência média de radiação solar dividade pela
área da superfície da terra:

𝑅𝑠0(1 − 𝑎)π𝑟 2𝑇
4π𝑟 2

𝑇

=
𝑅𝑠0(1 − 𝑎)

4 = 238.26Wm−2.

(A diferença deve ser porque Chow et al. (1988) provavelmente usaram
valores um pouco diferentes para 𝑅𝑠0 e 𝑎.)

2.2 Circulação atmosférica
A circulação na atmosfera é forçada

1. pelo balanço radiativo do planeta;
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2. pela rotação da Terra;

3. pela trajetória da Terra no espaço.

As camadas da atmosfera:

A troposfera é a camada mais densa, mais próxima da superfície, e
onde ocorrem episódios significativos de convecção.

Apesar da diminuição de temperatura com a altitude, a troposfera é
em sua maior parte estável. Uma pequena região, a camada-limite atmos-
férica, é instável ou neutra.
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A combinação da existência de células de convecção e da rotação da
terra produz os padrões globais de circulação vertical e horizontal.

Fonte: Seinfeld e Pandis (1998), Figura 1.2 (sem permissão, com objetivos
estritamente didáticos)

As células verticais que vemos na figura acima são: a célula tropical,
a célula de latitudes médias, e a célula polar. Massas de ar frio que se
originam nas regiões polares movem-se em direção às zonas temperadas
e tropicais, e seu encontro com massas de ar mais quente dão origem às
frentes frias.

Em tempo bom, padrões persistentes de circulação se forma em torno
de anti-ciclons extratropicais, como o anti-ciclone do Atlântico Sul:
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2.3 A leis dos gases ideais e calores específicos para
uma substância pura

A lei dos gases ideais se aplica bem para condições típicas da troposfera.
Para uma substância pura, ela é dada por

𝑝𝑉 = 𝑛𝑅#𝑇,

onde 𝑝 é a pressão,𝑉 é o volume ocupado pelo gás, 𝑛 é o número de moles,
𝑅# = 8,314 462 618 15 Jmol−1 K−1 (no SI) é a constante universal dos gases
e 𝑇 é temperatura termodinâmica. Ainda para uma pura substância, ela
também pode ser escrita como

𝑝 = 𝑛
𝑅#

𝑉
𝑇 =

𝑚

𝑀

𝑅#

𝑉
𝑇 =

𝑚

𝑉

𝑅#

𝑀
𝑇 ⇒

𝑝 = 𝜌𝑅𝑇 .

Acima, 𝑀 é a massa molar; 𝑚 é a massa do gás, o qual está relacionado
com o número de moles por

𝑚 = 𝑛𝑀 ;

a constante de gás é

𝑅 =
𝑅#

𝑀
,

a qual depende do gás específico via𝑀 ; e

𝜌 =
𝑚

𝑉
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é a densidade; seu inverso,
v =

1
𝜌

(2.1)

é o volume específico v. Note que 𝑝 = 𝜌𝑅𝑇 é mais útil do que 𝑝𝑉 =

𝑛𝑅𝑇 na prática: 𝑉 não aparece na primeira, e ela só envolve quantidades
intensivas (pressão, densidade e temperatura), de modo que se aplica a
todos os pontos na atmosfera.

A lei dos gases é um caso específico de equação de estado em Termo-
dinâmica; a equação de estado para uma substância pura toma uma das
formas

𝑝 = 𝑝 (v,𝑇 ) or v = v(𝑝,𝑇 ) or 𝑇 = 𝑇 (𝑝,v).
No caso dos gases atmosféricos, as letras minúsculas indicam quantidades
específicas (por unidade de massa ou unidade de volume), e são mais con-
venientes já que nós não costumamos tratar indivídalmente “sistemas” ou
“parcelas” de ar.

Duas funções termodinâmicas importantes são a energia interna es-
pecífica u e a entalpia específica h definida por

h = u + 𝑝v.
Para uma substância pura,u eh são funções de duas variáveis, escolhidas
entre 𝑝 , v e 𝑇 . Nós geralmente escrevemos

u = u(v,𝑇 ),
h = h(𝑝,𝑇 ),

uma vez que estes pares levam a definições úteis de quantidades mensurá-
veis, tais como calores específicos. As equações acima levam a diferenciais
perfeitos

du =

(
𝜕u

𝜕v

)
𝑇

dv +
(
𝜕u

𝜕𝑇

)
v

d𝑇,

dh =

(
𝜕h

𝜕𝑝

)
𝑇

d𝑝 +
(
𝜕h

𝜕𝑇

)
𝑝

d𝑇 .

Os calores específicos a volume constante e pressão constante são de-
finidos por

𝑐v =

(
𝜕u

𝜕𝑇

)
v

,

𝑐𝑝 =

(
𝜕h

𝜕𝑇

)
𝑝

.

Os subscritos v e 𝑝 no lado direito das equações acima são usados em
termodinâmica como lembretes de que u está sendo tomada em função
da v,𝑇 , e que h está sendo tomada como uma função de 𝑝,𝑇 .

Para um gás perfeito, a equação de estado toma a forma

𝑝v = 𝑅𝑇,
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onde 𝑅 é uma constante de gás específica para a substância pura e é pos-
sível mostrar que, neste caso u e h são funções de 𝑇 somente (Adkins,
1983). Então, as derivadas parciais que definem 𝑐v e 𝑐𝑝 se tornam deriva-
das ordinárias. Além disso,(

𝜕h

𝜕𝑇

)
𝑝

=

(
𝜕

𝜕𝑇
[u + 𝑝v]

)
𝑝

=

(
𝜕u

𝜕𝑇

)
𝑝

+ 𝑝
(
𝜕𝑣

𝜕𝑇

)
𝑝

=
du
d𝑇 + 𝑝𝑅

𝑝
⇒

𝑐𝑝 = 𝑐v + 𝑅.
Fisicamente, 𝑐𝑝 > 𝑐v devido à energia extra necessária para a expansão
da o ar contra a pressão constante 𝑝 .

2.4 A atmosfera como uma mistura de gases ideais
A atmosfera no entanto não é uma substância pura, mas uma mistura
de gases. A questão então é como 𝑝𝑉 = 𝑛𝑅#𝑇 pode ser razoavelmente
generalizado para uma mistura de gases. Na verdade, a partir de agora,
muitas vezes quando nós usarmos 𝑝 = 𝜌𝑅𝑇 , etc, estaremos nos referindo
à pressão atmosférica total 𝑝 (de uma mistura de gases), à densidade total
𝜌 da atmosfera, etc ..

Portanto, vamos começar, exigindo que 𝑝𝑉 = 𝑛𝑅𝑇 valha para a mis-
tura; em seguida, o número total de moles, 𝑛, é a soma de o número de
moles de cada componente individual. Seja 𝑖 o índice para cada um dos
gases em uma mistura; temos

𝑛 =
∑︁
𝑖

𝑛𝑖,

onde 𝑛𝑖 é o número de moles do gás 𝑖 .
Queremos que a lei dos gases perfeitos seja aplicável também para

cada constituinte. Existem duas possibilidades para fazermos isso: o mo-
delo de pressões parciais, e o modelo de volumes parciais. No primeiro
caso, especificamos para cada gás

𝑝𝑖𝑉 = 𝑛𝑖𝑅
#𝑇 .

Neste modelo todos os gases ocupam um volume comum𝑉 , cada um exer-
cendo a sua própria pressão parcial 𝑝𝑖 , de tal modo que a pressão total é

𝑝 =
∑︁
𝑖

𝑝𝑖 .

No segundo caso,
𝑝𝑉𝑖 = 𝑛𝑖𝑅

#𝑇,

e agora todos os gases são sujeitos à mesma pressão 𝑝 , cada um ocupando,
nominalmente, um volume parcial 𝑉𝑖 , com

𝑉 =
∑︁
𝑖

𝑉𝑖 .
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Emambos os casos, somando as equações de estado individuais recupera-
se a lei dos gases perfeitos para a mistura. Por exemplo,∑︁

𝑖

(𝑝𝑖𝑉 ) =
∑︁
𝑖

(
𝑛𝑖𝑅

#𝑇
)
,(∑︁

𝑖

𝑝𝑖

)
𝑉 =

(∑︁
𝑖

𝑛𝑖

)
𝑅#𝑇,

𝑝𝑉 = 𝑛𝑅#𝑇 .

Os modelos de volumes parciais e pressões parciais levam a

𝑥𝑖 =
𝑝𝑖

𝑝
=
𝑉𝑖

𝑉
=
𝑛𝑖

𝑛

que define uma concentração (expressa em tradicionalmente %, partes por
milhão (ppm), partes por bilião (ppb), etc.) quer em fração de pressão
parcial, fração de volume parcial, ou fração molar. A lei de gás para cada
constituinte também pode ser escrita

𝑝𝑖 = 𝑛𝑖
𝑅#

𝑉
𝑇 =

𝑚𝑖

𝑀𝑖

𝑅#

𝑉
𝑇 =

𝑚𝑖

𝑉

𝑅#

𝑀𝑖

𝑇 ⇒
𝑝𝑖 = 𝜌𝑖𝑅𝑖𝑇,

onde (como antes para uma substância pura)

𝑚𝑖 = 𝑛𝑖𝑀𝑖

e

𝜌𝑖 =𝑚𝑖/𝑉 ,
v𝑖 =

1
𝜌𝑖
,

são a densidade ou a massa específica (com massa𝑚𝑖 ocupando o volume
𝑉 ) e o volume específico, respectivamente, do gás 𝑖 , e𝑀𝑖 é a massa molar
do gás 𝑖 .

𝑅𝑖 =
𝑅#

𝑀𝑖

é a constante do gás 𝑖 .
Note que 𝜌𝑖 é ela mesma uma concentração, dada por massa da subs-

tância 𝑖 por volume (kgim−3).
Mais uma vez, 𝑝 = 𝜌𝑅𝑇 é válida para o mistura. Para ver como, note

que a massa total da mistura é

𝑚 =
∑︁
𝑖

𝑚𝑖 ;

e da mesma forma para a densidade total:

𝜌 =
𝑚

𝑉
=

∑
𝑖𝑚𝑖

𝑉
=

∑︁
𝑖

𝑚𝑖

𝑉
=

∑︁
𝑖

𝜌𝑖 .
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Também será necessário definir a concentração mássica ou fração mássica
de cada constituinte,

𝑐𝑖 ≡ 𝑚𝑖

𝑚
=
𝜌𝑖

𝜌
.

Agora nós somamos as equações dos constituintes para obter∑︁
𝑖

𝑝𝑖 =
∑︁
𝑖

𝜌𝑖𝑅𝑖𝑇,

𝑝 =

(∑︁
𝑖

𝜌𝑖𝑅𝑖

)
𝑇 ≡ 𝜌𝑅𝑇 .

Isso define a constante de gás 𝑅 da mistura; agora, temos

𝑅 =

∑
𝑖 𝜌𝑖𝑅𝑖

𝜌

=

∑
𝑖
𝑚𝑖

𝑉
𝑅𝑖

𝑚
𝑉

=
∑︁
𝑖

𝑚𝑖

𝑚
𝑅𝑖 =

∑︁
𝑖

𝑐𝑖𝑅𝑖 .

Portanto, dadas as concentrações mássicas, nós podemos calcular a cons-
tante de gás equivalente.

A massa molar média da mistura é

𝑀 =
∑︁
𝑖

𝑥𝑖𝑀𝑖 =

∑
𝑖 𝑛𝑖𝑀𝑖

𝑛
=
𝑚

𝑛
,

Isso finalmente permite fechar o circuito e recuperar a constante de gás
para a mistura:

𝑅 =
1
𝑚

(∑︁
𝑖

𝑚𝑖𝑅𝑖

)
=

1
𝑚

(∑︁
𝑖

𝑛𝑖𝑀𝑖𝑅𝑖

)
=

1
𝑚

(∑︁
𝑖

𝑛𝑖𝑅
#

)
=

1
𝑚

(∑︁
𝑖

𝑛𝑖

)
𝑅#

=
𝑛

𝑚
𝑅# =

𝑅#

𝑀
.

Concentrações

Uma relação entre 𝑥𝑖 e 𝑐𝑖 pode agora ser facilmente obtida:

𝑥𝑖 =
𝑛𝑖

𝑛
=

𝑚𝑖

𝑀𝑖

𝑚
𝑀

=
𝑚𝑖

𝑚

𝑀

𝑀𝑖

,

ou
𝑥𝑖𝑀𝑖 = 𝑐𝑖𝑀.

13



Outras medidas de concentração também estão em uso em meteoro-
logia, e precisam ser definidas. A razão de mistura pode ser expressa quer
como uma razão de mistura molar,

𝜂𝑖 =
𝑛𝑖

𝑛 − 𝑛𝑖 ,

ou como uma razão de mistura mássica

𝑟𝑖 =
𝑚𝑖

𝑚 −𝑚𝑖

.

É simples converter frações mássicas 𝑐𝑖 em razões (mássicas) de mistura
𝑟𝑖 e vice-versa:

𝑟𝑖 =
𝜌𝑖

𝜌 − 𝜌𝑖 =
𝜌𝑖
𝜌

1 − 𝜌𝑖
𝜌

;

𝑟𝑖 =
𝑐𝑖

1 − 𝑐𝑖 ⇒

𝑐𝑖 =
𝑟𝑖

1 + 𝑟𝑖 .

A razão demistura, por conseguinte, é a razão entre a quantidade (quer
em moles ou em massa) da substância 𝑖 e a quantidade de todos as outras
substâncias. Segue-se que para qualquer substância diferente do vapor de
água , o denominador inclui a quantidade de vapor d’água presente no ar
no momento da medição. Por esta razão, quando 𝑖 não é vapor d’água, 𝜂𝑖
e 𝑟𝑖 são chamadas de razões de mistura úmidas.

Nós listamos na tabela a seguir as fracções molares de vários gases at-
mosféricos em gm−3 em uma atmosfera seca (uma atmosfera fictícia sem
vapor de água). Os valores de 𝑀𝑖 foram obtidos a partir de NIST (2020).
Os valores de 𝑥𝑖 são de Dias (2021), e eles são aproximações, com base em
várias referências existentes (Iribarne e Godson, 1981; COESA, 1976; Wal-
lace e Hobbs, 2006; Wikipedia, 2020a); os valores de 𝑥𝑖 , particularmente
para CO2, são atualizados com os dados disponíveis mais recentes (a par-
tir de 2026). Além disso, os valores foram ajustados manualmente para
garantir que ∑︁

𝑖

𝑥𝑖 = 1.

Constituição de uma atmosfera “seca” (não incluindo vapor d’água. Os valores são
aproximados, e ajustados para assegurar que as fracções molares somem 1.

Gas 𝑀𝑖 𝑥𝑖
(gmol−1) (molmol−1)

N2 28.0134 0.78078700
O2 31.9988 0.20943200
Ar 39.948 0.00934000
CO2 44.0095 0.00041390
Ne 20.1797 0.00001818
He 4.002602 0.00000524
CH4 16.0425 0.00000170
Kr 83.798 0.00000110
H2 2.01588 0.00000055
N2O 44.0128 0.00000033

soma 1.00000000
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Estamos agora em condições de calcular a constante do gás para ar
seco, 𝑅𝑑 , por meio de 𝑀 =

∑
𝑖 𝑥𝑖𝑀𝑖 e 𝑅 = 𝑅#/𝑀 , utilizando os valores da

tabela acima, e obtendo

𝑅𝑑 = 287.0429 J kg−1 K−1.

Este valor é ligeiramente menor do que o que foi adotado para a atmosfera
padrão de 1976 (𝑅𝑑 = 287.0569), que é compatível com a tabela I-4 de
Iribarne e Godson (1981). Note entretanto que tem havido um aumento
constante no CO2 atmosférico desde a publicação da Atmosfera Padrão de
1976, e portanto, além de não ser muito diferente do de COESA (1976), o
valor adotado aqui é provavelmente mais próximo do estado atual (2026)
da atmosfera.
Ar úmido

Note que as equações de seção 2.3 não são estritamente válidas para o ar
atmosférico, o que não é um substância pura; ao contrário, é uma mistura
de muitos gases. Cada nova constituinte faz com que as equações termo-
dinâmicas fiquem mais complexas; em particular, funções de estado, tais
como u e h tornam-se então também funções das concentrações de cada
novo constituinte.

Nós não vamos seguir o caminho rigoroso de tratar a atmosfera como
uma mistura de vários gases e de dar o tratamento termodinâmico com-
pleto para a mistura; em vez disso, vamos considerar “ar seco”, discutido
acima e vamos introduzir diversos índices de umidade para a concentra-
ção de vapor d’água (que é o componente variável mais importante da
atmosfera).

Considere então um certo volume𝑉 , composto inicialmente de ar seco
com massa𝑚𝑑 , número total de moles 𝑛𝑑 , pressão 𝑝𝑑 , e densidade 𝜌𝑑 , ao
qual se adiciona vapor d’água com massa 𝑚𝑣 e 𝑛𝑣 moles. As equações
desenvolvidas na seção 2.4 aplicam-se para o ar úmido. De acordo com o
modelo de pressões parciais, cada componente gasoso exerce sua própria
pressão parcial em função da temperatura 𝑇 e do número de moles 𝑛𝑖 .
Se vapor d’água for adicionado isotermicamente, a pressão total após sua
adição aumentará em um valor igual à pressão parcial de vapor d’água a
qual é dada por

𝑒 =
1
𝑉
𝑛𝑣𝑅

#𝑇 .

Estritamente falando, deveríamos ter usado 𝑝𝑣 em lugar de 𝑒 acima, mas é
padrão emMeteorologia denominar a pressão parcial de vapor 𝑒 , e vamos
seguir essa prática.

O conteúdo de vapor d’água no ar, entretanto, é altamente variável
na atmosfera; além disso, em medições de fluxos turbulentos de escala-
res é frequentemente preferível utilizar concentrações medidas em uma
atmosfera seca equivalente (veja, por exemplo, Butenhoff e Khalil, 2002).
Portanto, nós revisitaremos diversas definições de concentração em rela-
ção aos componentes de uma atmosfera seca. Para a fração molar, nós
agora temos a pressão do ar seco, a razão volumétrica e a razão molar

𝑥𝑑𝑖 =
𝑝𝑖

𝑝𝑑
=
𝑉𝑖

𝑉𝑑
=
𝑛𝑖

𝑛𝑑
(𝑖 ≠ 𝑣)
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e a fração mássica (ou concentração mássica) de ar seco,

𝑐𝑑𝑖 =
𝜌𝑖

𝜌𝑑
(𝑖 ≠ 𝑣).

Acima, observe que após a adição de vapor d’água, o volume dos consti-
tuintes do ar seco será𝑉𝑑 < 𝑉 . Também podemos considerar as razões de
mistura secas

𝜂𝑑𝑖 =
𝑛𝑖

𝑛𝑑 − 𝑛𝑖
, (𝑖 ≠ 𝑣)

e
𝑟𝑑𝑖 =

𝑚𝑖

𝑚𝑑 −𝑚𝑖

(𝑖 ≠ 𝑣).

Desde que as concentrações relativas dos componentes do ar seco per-
maneçam as mesmas, os cálculos anteriores das propriedades do ar seco
𝑀𝑑 e 𝑅𝑑 (a massa molecular média e a constante de gás do ar seco, respec-
tivamente) também permanecem inalteradas. Verifiquemos:

𝑝 = 𝑝𝑑 + 𝑒,

onde 𝑝𝑑 é dado por

𝑝𝑑 =
∑︁
𝑖≠𝑣

𝑝𝑖 =
∑︁
𝑖≠𝑣

𝜌𝑖𝑅𝑖𝑇 ≡ 𝜌𝑑𝑅𝑑𝑇 .

Como antes, a equação acima define 𝑅𝑑 . Portanto, o valor da constante de
gás de ar seco em uma atmosfera úmida é

𝑅𝑑 =

∑
𝑖≠𝑣 𝜌𝑖𝑅𝑖

𝜌𝑑
=

∑︁
𝑖≠𝑣

𝜌𝑖

𝜌𝑑
𝑅𝑖 =

∑︁
𝑖≠𝑣

𝑐𝑑𝑖𝑅𝑖,

onde os pesos das constantes específicas de gás 𝑅𝑖 são agora as concen-
trações mássicas “secas” 𝑐𝑑𝑖 . Prosseguindo,

𝑅𝑑 =
1
𝑚𝑑

∑︁
𝑖≠𝑣

𝑚𝑖𝑅𝑖

=
1
𝑚𝑑

∑︁
𝑖≠𝑣

𝑛𝑖𝑀𝑖𝑅𝑖

=
1
𝑚𝑑

∑︁
𝑖≠𝑣

𝑛𝑖𝑅
# =

1
𝑚𝑑

(∑︁
𝑖≠𝑣

𝑛𝑖

)
𝑅#

=
𝑛𝑑

𝑚𝑑

𝑅# (2.2)

Mas a massa molar média do ar seco em uma atmosfera úmida é, por
definição,

𝑀𝑑 =
∑︁
𝑖≠𝑣

𝑥𝑑𝑖𝑀𝑖 =

∑
𝑖≠𝑣 𝑛𝑖𝑀𝑖

𝑛𝑑
=
𝑚𝑑

𝑛𝑑

de forma que, como antes,

𝑅𝑑 =
𝑅#

𝑀𝑑

.
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Note também que se as concentrações relativas dos componentes do ar
seco não mudam, então os 𝑥𝑑𝑖 ’s de agora são os mesmos que os 𝑥𝑖 ’s na
tabela acima, o que prova a afirmação de que neste caso os valores de𝑀𝑑

e 𝑅𝑑 não mudam.
Com estes resultados em mão, podemos simplificar os cálculos subs-

tancialmente dividindo ar ocupando𝑉 com massa total de𝑚 em um com-
ponente seco e vapor de água:

𝑚 =𝑚𝑑 +𝑚𝑣 ,

𝑚

𝑉
=
𝑚𝑑

𝑉
+ 𝑚𝑣

𝑉
,

𝜌 = 𝜌𝑑 + 𝜌𝑣 , (2.3)

onde 𝜌𝑣 é a densidade de vapor de água. Em si mesmo, 𝜌𝑣 é um índice
de concentração de vapor de água; em meteorologia, é chamado umidade
absoluta. Usando𝑀𝑣 = 18.0153 gmol−1, descobrimos que

𝑅𝑣 = 461.5230 J kg−1 K−1

é a constante de gás para o vapor d’água. A pressão parcial de vapor
d’água é

𝑒 = 𝜌𝑣𝑅𝑣𝑇 .

A umidade específica𝑞 é omesmo que a fraçãomássica de vapor d’água
𝑐𝑣 , sendo definida como

𝑞 =
𝜌𝑣

𝜌
.

Em meteorologia, é normal usar 𝑞 e não 𝑐𝑣 (este último também é fácil
confundir com o calor específico a volue constante, 𝑐v, e será evitado. De
novo: compare 𝑐𝑣 × 𝑐v). Somando as pressões parciais de ar seco e de ar
úmido,

𝑝 = 𝑝𝑑 + 𝑒
= 𝜌𝑑𝑅𝑑𝑇 + 𝜌𝑣𝑅𝑣𝑇
= (𝜌𝑑𝑅𝑑 + 𝜌𝑣𝑅𝑣 )𝑇

= 𝜌

(
𝜌𝑑

𝜌
𝑅𝑑 +

𝜌𝑣

𝜌
𝑅𝑣

)
𝑇

= 𝜌𝑅𝑑

(
𝜌𝑑

𝜌
+ 𝜌𝑣
𝜌

𝑅𝑣

𝑅𝑑

)
𝑇

= 𝜌𝑅𝑑

(
(1 − 𝑞) + 𝑅𝑣

𝑅𝑑
𝑞

)
𝑇 .

Substituindo
𝑅𝑣

𝑅𝑑
= 1.608 ≈ 1.61 ⇒

𝑝 = 𝜌𝑅𝑑 (1 + 0.61𝑞)𝑇︸         ︷︷         ︸
𝑇𝑣

, ou

𝑝 = 𝜌 𝑅𝑑 (1 + 0.61𝑞)︸          ︷︷          ︸
𝑅

𝑇
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A temperatura virtual 𝑇𝑣 definida acima é a temperatura de uma at-
mosfera seca com a mesma densidade 𝜌 ; 𝑇𝑣 é ligeiramente maior do que
𝑇 . Um outro índice de umidade atmosférica é a razão de mistura (mais
especificamente, a razão de mistura mássica para o vapor d’água). A ra-
zão de mistura foi definida anteriormente. Para o vapor d’água, a razão
de mistura mássica é

𝑟𝑣 =
𝜌𝑣

𝜌 − 𝜌𝑣 =
𝜌𝑣

𝜌𝑑
.

Na sequência nós vamos usar sistematicamente a lei dos gases

𝑝𝑖 = 𝜌𝑖𝑅𝑖𝑇 ⇒ 𝜌𝑖 =
𝑝𝑖

𝑅𝑖𝑇
.

Relações úteis entre a razão de mistura e a umidade específica são

𝑟𝑣 =
𝜌𝑣

𝜌𝑑
=

𝑒
𝑅𝑣𝑇

(𝑝−𝑒)
𝑅𝑑𝑇

=
𝑅𝑑

𝑅𝑣

𝑒

𝑝 − 𝑒 = 0.622 𝑒

𝑝 − 𝑒 ; (2.4)

𝑞 =
𝜌𝑣

𝜌
=

𝑒
𝑅𝑣𝑇

𝜌𝑑 + 𝜌𝑣
=

𝑒
𝑅𝑣𝑇

𝑝−𝑒
𝑅𝑑𝑇

+ 𝑒
𝑅𝑣𝑇

=
𝑅𝑑

𝑅𝑣

𝑒

𝑝 +
(
𝑅𝑑
𝑅𝑣

− 1
)
𝑒

= 0.622 𝑒

𝑝 − 0.378𝑒 ≈ 0.622𝑒
𝑝
. (2.5)

2.5 Saturação e grandezas associadas
O calor latente de evaporação da água, 𝐿𝑤 , é a quantidade de a energia
usada para mudar a fase de uma unidade de massa de líquido para vapor,
em uma mistura pura das duas fases. Uma boa aproximação para a ob-
tenção de uma expressão para 𝐿𝑤 como uma função da temperatura é o
pressuposto de que as capacidades térmicas das duas fases são iguais. Isso
leva a (Adkins, 1983, Cap. 10, eq. 10.16)

d𝐿𝑤 = [𝑐𝑝𝑣 − 𝑐𝑝𝑤 ]d𝑇

onde 𝑐𝑝𝑣 e 𝑐𝑝𝑤 são os calores específicos a pressão constante do vapor de
água e da água no estado líquido, respectivamente. Se os calores específi-
cos, por sua vez, forem supostos constantes, obtém-se

𝐿𝑤 = 𝑎𝐿 + 𝑏𝐿𝑇

onde 𝑏𝐿 = [𝑐𝑝𝑣 − 𝑐𝑝𝑤 ]. No SI, com 𝑇 in Kelvins, Dake (1972) fornece

𝐿𝑤 = 3.142689 × 106 − 2.365601 × 103𝑇
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in J kg−1. Henderson-Sellers (1984) argumenta que uma expressão mais
acurada é

𝐿𝑤 = 1.91846 × 106 [𝑇 /(𝑇 − 33.91)]2 .
Uma alternativa razoável é usar um valor constante, dado que 𝐿𝑤 varia
pouco com 𝑇 na faixa de temperaturas normalmente observadas no am-
biente. A 𝑇 = 288.15 K, 𝐿𝑤 = 2.464 × 106 J kg−1.

Para um sistema constituído por vapor d’água e água no estado líquido
em equilíbrio, uma equação pode ser obtida para a derivada em relação à
temperatura da pressão de saturação do vapor d’água 𝑒∗ (a pressão do vapor
de água em equilíbrio com a água em estado líquido) para a mudança em
volume específico v entre as duas fases e o calor latente, a saber

d𝑒∗
d𝑇 =

𝐿𝑤

𝑇Δv
;

esta é a equação de Clausius-Clapeyron equation (Adkins, 1983, Cap. 10,
eq. (10.11)). Acima,

Δv = v𝑣 − v𝑤 .

Supondo a validade da lei dos gases ideais, e que o volume específico da
fase líquida é insignificante em comparação com o volume específico do
vapor d’água, a equação de Clausius-Clapeyron leva a (Adkins, 1983, Cap.
10, eq. (10.12))

d𝑒∗
d𝑇 =

𝐿𝑤𝑒
∗

𝑅𝑣𝑇
2 .

Observe que a dependência do calor latente 𝐿𝑤 com a temperatura termo-
dinâmica pode ser usada para integrar a equação acima,

d𝑒∗
𝑒∗

=
𝐿𝑤

𝑅𝑣

d𝑇
𝑇 2 ,

d𝑒∗
𝑒∗

=
1
𝑅𝑣

(𝑎𝐿 + 𝑏𝐿𝑇 )
𝑇 2 d𝑇,

ln
(
𝑒∗(𝑇 )
𝑒∗(𝑇0)

)
=

∫ 𝑇

𝑇0

1
𝑅𝑣

(𝑎𝐿 + 𝑏𝐿𝜏)
𝜏2

d𝜏,

ln
(
𝑒∗(𝑇 )
𝑒∗(𝑇0)

)
=

1
𝑅𝑣

{
−𝑏𝐿 ln(𝑇0) + 𝑏𝐿 ln(𝑇 ) + 𝑎𝐿

(
1
𝑇0

− 1
𝑇

)}
,

resultando em

𝑒∗(𝑇 ) =
(
𝑇

𝑇0

) 𝑏𝐿
𝑅𝑣

𝑒∗(𝑇0) exp
[
𝑎𝐿

𝑅𝑣

(
1
𝑇0

− 1
𝑇

)]
,

onde 𝑇0 é uma temperatura de referência. Com 𝑏𝐿 = 0, a equação acima
se parece muito (mas não é igual) à equação empirica de Teten (Murray,
1966; Dilley, 1968; Stull, 1995; Alduchov e Eskridge, 1996):

𝑒∗(𝑇 ) = 𝑒0 exp
[
𝑏 (𝑇 −𝑇1)
𝑇 −𝑇2

]
,

com 𝑒0 = 610.78 Pa, 𝑏 = 17.2693882 K−1,𝑇1 = 273.16 K e𝑇2 = 35.86 K. Para
a pressão de vapor em equilíbrio com o gelo, as constantes mudam para
𝑏 = 21.8745584 e 𝑇2 = 7.66.
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Para a maioria das aplicações meteorológicas, a fórmula de Teten é
mais do que suficiente. Note entretanto que as constantes mudam para a
pressão do vapor de saturação sobre o gelo; Note também que a presença
de sais na água altera 𝑒∗ significativamente. Finalmente, a equação de
Richards (Brutsaert, 1982) é

𝑒∗(𝑇 ) = 101 325 exp
[
13.3185𝑡𝑟 − 1.9760𝑡2𝑟 − 0.6445𝑡3𝑟 − 0.1299𝑡4𝑟

]
,

d𝑒∗
d𝑇 =

373.15
𝑇 2 𝑒∗(𝑇 ) [

13.3185 − 3.9520𝑡𝑟 − 1.9335𝑡2𝑟 − 0.5996𝑡3𝑟
]
,

𝑡𝑟 = 1 − 373.15
𝑇

.

Muitas dessas fórmulas foram obtidas para padrões antigos de tem-
peratura (ITS-27, ITS-48, IPTS-68, IPTS-68(75), EPT-76), que foram revis-
tos significativamente em 1990 (ITS-90); ver Consultative Committee for
Thermometry (2015); em particular, o ponto de ebulição da água pura
(VSMOW; Wikipedia (2020e)) a uma pressão atmosférica (101 325 Pa) é
99.974◦C, e não mais 100 ◦C! (Wikipedia, 2020b).

O conceito de saturação agora permite a definição de vários índices de
umidade nele baseados. A umidade relativa 𝑦 é a razão entre a razão de
mistura real e a razão de mistura em uma atmosfera saturada, à mesma
temperatura e à mesma pressão:

𝑦 =
𝑟

𝑟 ∗
.

Note que, por ser especificada à mesma temperatura e pressão, a densi-
dade do ar seco na atmosfera saturada (𝜌𝑑∗) é na verdade menor do que
a densidade do ar seco na atmosfera não-saturada (𝜌𝑑 ). As equações de
estado são

𝑝 − 𝑒 = 𝜌𝑑𝑅𝑑𝑇, 𝑒 = 𝜌𝑣𝑅𝑣𝑇,

𝑝 − 𝑒∗ = 𝜌𝑑∗𝑅𝑑𝑇, 𝑒∗ = 𝜌∗𝑣𝑅𝑣𝑇 .

Portanto,

𝑦 =
𝑟

𝑟 ∗
=

𝜌𝑣
𝜌𝑑

𝜌∗𝑣
𝜌𝑑∗

=
𝜌𝑑∗
𝜌𝑑

× 𝜌𝑣

𝜌∗𝑣

=

𝑝−𝑒∗
𝑅𝑑𝑇

𝑝−𝑒
𝑅𝑑𝑇

×
𝑒
𝑅𝑣𝑇

𝑒∗
𝑅𝑣𝑇

=
𝑝 − 𝑒∗
𝑝 − 𝑒 × 𝑒

𝑒∗

=
𝑝 (1 − 𝑒∗/𝑝)
𝑝 (1 − 𝑒/𝑝) × 𝑒

𝑒∗

mas 1
1 − 𝑒/𝑝 ≈ 1 + 𝑒/𝑝;

≈ (1 − 𝑒∗/𝑝) (1 + 𝑒/𝑝) 𝑒
𝑒∗

≈ 𝑒

𝑒∗
.
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A última equação acima é a comumente utilizada em cálculos.
A temperatura de ponto de orvalho 𝑇𝑑 é a temperatura à qual a pressão

reinante de vapor d’água se torna a pressão de saturação:
𝑒∗(𝑇𝑑) = 𝑒.

Geralmente, a temperatura varia com a altura na camada limite atmosfé-
rica . Subscritos como𝑇𝑥 ou 𝑒𝑥 , muitas vezes serão usados para especificar
temperatura, pressão de vapor de água, etc, em algum nível específico.
Além disso, muitas vezes, vamos usar a notação simplificada

𝑒∗𝑥 = 𝑒
∗(𝑇𝑥 ),

Δ𝑥 =
d𝑒∗(𝑇𝑥 )
d𝑇 ,

𝜌∗𝑣𝑥 = 𝜌
∗
𝑣 (𝑇𝑥 ) .

Nafigura a seguir, mostramos no quadroA, as condições prevalecentes
no atmosfera. No quadro B, a saturação é atingida, a partir de A, através
do aumento teor de vapor de água. No quadro C, condições de saturação
também são atingidas, mas desta vez através de uma queda contínua na
temperatura até a temperatura de ponto de orvalho 𝑇𝑑 .

ea, ρv , Ta

ea = ρvRvTa

ya ≈ ea
e∗a

e constante

retirada de calor;
redução da
temperatura

ea, ρ
∗
vd , Td

e∗d = ρ∗vdRvTd
ya = 100%
ea = e∗d

ea, ρv , Ta

ea = ρvRvTa

ya ≈ ea
e∗a

T constante

aumento do
conteúdo de vapor
d’água

e∗a , ρ
∗
va, Ta

e∗a = ρ∗vaRvTa
ya = 100%

A B

A C

Exercises

2.1 Show that the exact expression for 𝑒 as a function of𝑦 also depends on 𝑝 and
is

𝑒 =
𝑦𝑒∗

1 + (𝑦 − 1) 𝑒∗
𝑝

.

Of course, 𝑒∗ itself is a function of temperature.
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2.6 Temperatura potencial
Análise para uma atmosfera sem condensação

Considere a expansão adiabática de uma parcela de ar, a partir de um nível
(mais acima) em que a pressão ambiente é 𝑝 para um nível mais baixo em
que a pressão ambiente é 𝑝0. A primeira lei da termodinâmica é (q é o
calor por unidade de massa adicionado ao sistema; w é o trabalho por
unidade de massa realizado sobre o sistema)

du = -dq + -dw;

Para um processo adiabático ( -dq = 0) e reversível,

du = −𝑝dv
du = 𝑐vd𝑇 .

A diferenciação da lei dos gases (𝑝v = 𝑅𝑇 ) e o uso das definições dos
calores específicos a volume constante e pressão constante leva a

𝑝dv + vd𝑝 = 𝑅d𝑇
𝑐vd𝑇 = vd𝑝 − 𝑅d𝑇

(𝑐v + 𝑅)d𝑇 = vd𝑝 =
𝑅𝑇

𝑝
d𝑝

𝑐𝑝d𝑇 = vd𝑝 =
𝑅𝑇

𝑝
d𝑝

d𝑇
𝑇

=
𝑅

𝑐𝑝

d𝑝
𝑝
.

Nós agora integramos entre os pares (𝑇, 𝑝) e (𝜃, 𝑝0):

𝜃 = 𝑇

(
𝑝0
𝑝

) 𝑅
𝑐𝑝

.

A temperatura potencial 𝜃 definida acima é a temperatura de uma parcela
de ar trazida adiabatica e reversivelmente do estado 𝑝,𝑇 para um estado
de referência cuja pressão é 𝑝0.

O cálculo da temperatura potencial deve ser feito com o valor correto
de 𝑅/𝑐𝑝 no caso de ar úmido. Isso ocorre porque neste caso a constante
de gás e o calor específico a pressão constante de ar úmido dependem da
umidade específica 𝑞. Para ver isso, suponha que a entalpia total (não a
entalpia específica) para uma parcela de ar com massa total 𝑚 possa ser
calculada adicionando as entalpias de seco e o ar úmido:

𝑚h =𝑚𝑑h𝑑 +𝑚𝑣h𝑣 .

Isso produz

h =
𝜌𝑑

𝜌
h𝑑 +

𝜌𝑣

𝜌
h𝑣 ,

h = (1 − 𝑞)h𝑑 + 𝑞h𝑣 ,

𝑐𝑝 =

(
𝜕h

𝜕𝑇

)
𝑝,𝑞

= (1 − 𝑞)𝑐𝑝𝑑 + 𝑞𝑐𝑝𝑣 = (1 + 0.84𝑞)𝑐𝑝𝑑
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(usando valores tabelados para 𝑐𝑝𝑑 e 𝑐𝑝𝑣 : ver (Brutsaert, 1982, Tabela 3.1):
𝑐𝑝𝑑 = 1005 J kg−1 K−1, e 𝑐𝑝𝑣 = 1846 J kg−1 K−1).

Com base na definição da temperatura virtual, a constante de gás para
ar úmido é

𝑅 = 𝑅𝑑 (1 + 0.61𝑞)
(Note que se trata de uma interpretação alternativa de temperatura vir-
tual: nós agora estamos mudando a constante de gás, enquanto mantemos
a temperatura absoluta𝑇 , de tal forma que 𝑝v = 𝑅𝑇 ainda se aplica.) Por-
tanto,

𝑅

𝑐𝑝
=
𝑅𝑑

𝑐𝑝𝑑

1 + 0.61𝑞
1 + 0.84𝑞 .

Usando a identidade
1 + 𝑎𝑥
1 + 𝑏𝑥 ≡ 1 − (𝑏 − 𝑎)𝑥 + (𝑏 − 𝑎)𝑏𝑥2

1 + 𝑏𝑥 ≈ 1 − (𝑏 − 𝑎)𝑥,

nós encontramos (para 𝑥 = 𝑞 ≪ 1)

𝑅

𝑐𝑝
≈ (1 − 0.23𝑞) 𝑅𝑑

𝑐𝑝𝑑

para ar úmido. Portanto,

𝜃 = 𝑇

(
𝑝0
𝑝

) (1−0.23𝑞) 𝑅𝑑
𝑐𝑝𝑑

Também é imediato obter o calor específico a volume constante para o ar
úmido:

𝑐v =

(
𝜕u

𝜕𝑇

)
v,𝑞

= (1 − 𝑞)𝑐v𝑑 + 𝑞𝑐v𝑣 = (1 + 0.94𝑞)𝑐v𝑑 ,

fazendo novamente uso da Tabela 3.1 de Brutsaert (1982), com 𝑐v𝑑 =

716 J kg−1 K−1, 𝑐v𝑣 = 1386 J kg−1 K−1.
Finalmente, essas definições se estendem para a temperatura virtual,

mas não de forma unívoca, como discutido em Brutsaert (1982, seção 3.2b).
A temperatura potencial virtual é a temperatura virtual que uma parcela de
ar úmido teria se trazida adiabaticamente de seu estado real até a pressão
de referência 𝑝0:

𝜃𝑣𝑝 = 𝑇𝑣

(
𝑝0
𝑝

) (1−0.23𝑞) 𝑅𝑑
𝑐𝑝𝑑

.

Isso é ligeiramente diferente (numericamente) da temperatura virtual po-
tencial, que é a temperatura potencial de ar seco com a mesma pressão e
a mesma densidade iniciais, e que é dada por

𝜃𝑝𝑣 = 𝑇𝑣

(
𝑝0
𝑝

) 𝑅𝑑
𝑐𝑝𝑑

.

As duas quantidades são obviamente muito próximas numericamente.
Daqui para frente, sempre utilizaremos a temperatura potencial virtual.
Além disso, nós a denotaremos simplesmente por 𝜃𝑣 .
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A taxa de variação da temperatura emuma atmosfera com conden-
sação (taxa pseudo-adiabática)

Considere a equação de estado de um gás ideal, e um estado hidrostático
da atmosfera:

d𝑝
d𝑧 = −𝑔

v
,

𝑝v = 𝑅𝑇 ⇒
𝑝dv + vd𝑝 = 𝑅d𝑇

Considere também a 1a lei da Termodinâmica para um gás ideal, em
um processo adiabático:

du = -d𝑤 +���
0-d𝑞 ,

𝑐vd𝑇 = −𝑝dv.

Substituindo na última equação do bloco anterior,

−𝑐vd𝑇 + vd𝑝 = 𝑅d𝑇

Mas
vd𝑝 = −𝑔d𝑧; ⇒

−𝑐vd𝑇 − 𝑔d𝑧 = 𝑅d𝑇,
−𝑔d𝑧 = (𝑅 + 𝑐v)d𝑇,
−𝑔d𝑧 = 𝑐𝑝d𝑇,
d𝑇
d𝑧 = − 𝑔

𝑐𝑝
= −0.00976 Km−1,

que é a taxa adiabática seca. Em uma atmosfera úmida, a coisa émais com-
plicada: à medida que parcelas são levantadas e atingem níveis mais altos
e frios, uma parte do vapor d’água condensa, e o calor latente liberado
diminui a queda de temperatura. Isso produz taxas pseudo-adiabáticas
úmidas. Um valor representativo, frequentemente citado é

d𝑇
d𝑧 = −0.00650 Km−1.

Nós podemos retomar os cálculos da temperatura potencial para uma at-
mosfera em que ocorre condensação, de forma aproximada. Seja portanto

d𝑇
d𝑧 = −𝛼

a taxa pseudo-adiabática prevalecente na atmosfera. As equações agora
são

vd𝑝 = −𝑔d𝑧, (eq. hidrostática)
d𝑇 = −𝛼d𝑧. (“substituindo a 1a Lei”)
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Com a lei dos gases,

v =
𝑅𝑇

𝑝
,

𝑅𝑇

𝑝
d𝑝 = −𝑔d𝑧,
d𝑝
𝑝

=

(
− 𝑔

𝑅𝑇

)
d𝑧,

d𝑝
𝑝

=

(
− 𝑔

𝛼𝑅

) d𝑇
𝑇
,

𝑝2 = 𝑝1

(
𝑇2
𝑇1

)𝑔/(𝛼𝑅)
,

juntamente com

𝑇2 = 𝑇1 − 𝛼 (𝑧2 − 𝑧1).
Água precipitável

É a massa de água em uma coluna da atmosfera entre dois níveis por uni-
dade de área (minha definição).

𝑚𝑃 (𝑧1, 𝑧2) =
∫ 𝑧2

𝑧1

𝑞𝜌d𝑧.

Exemplo 3.2.2 de Chow et al. (1988): Calcule a água precipitável em
uma coluna de ar saturado de 10 km de altura a partir da superfície (𝑝 =

101 325 Pa, 𝑇 = 30◦C, 𝛼 = 6.5◦C (100m)−1).
Para resolver o problema, nós vamos precisar de um computador, e

de uma linguagem de programação. Usarei Python. Precisaremos de uma
rotina para calcular a pressão de saturação de vapor d’água, de uma rotina
de integração numérica, e das constantes de gás para fazermos todos os
cálculos.

O programa agprec.py é (espero!) auto-explicativo.
Um ponto importante é o cálculo iterativo do estado da atmosfera no

nível “2” a partir do estado (conhecido) no nível “1”. Para isso, nós resol-
vemos:

Δ𝑝 = −𝜌1 + 𝜌22 𝑔Δ𝑧,

𝑝2 = 𝑝1 + Δ𝑝,

𝑞2 = 0.622𝑒
∗(𝑇2)
𝑝2

,

𝜌2 =
𝑝2

𝑅𝑑𝑇2(1 + 0.61𝑞2) ,

partindo de

𝑞2 = 0.622𝑒
∗(𝑇2)
𝑝1

,

𝜌2 =
𝑝1

𝑅𝑑𝑇2(1 + 0.61𝑞2) ,

iterativamente, até a convergência de 𝑝2.
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Listing 2.1: agprec.py — Cálculo de água precipitável.
1 #!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
2 # -*- coding: iso -8859 -1 -*-
3 # --------------------------------------------------------------------
4 # Exemplo 3.2.2 de Chow , Maidment & Mays. Por simplicidade , partimos
5 # de z = 0 com p0 = 101325 Pa , T0 = 303.15 K
6 #
7 # Nelson Luís Dias
8 # criado em 2020 -07 -28 T18 :35:04
9 # modificado em 2020 -07 -28 T19 :20:16
10 # --------------------------------------------------------------------
11 def Ta(z):
12 '''
13 Calcula a temperatura do ar em função da altura z em m, em K
14 '''
15 alfa = 0.0065
16 return 273.15 + 30.0 - alfa*z
17 # --------------------------------------------------------------------
18 from math import exp
19 def es(T):
20 '''
21 Calcula a pressão de saturação de vapor d'água es (Pa) em função da
22 temperatura T (K) (Eq de Tetens)
23 '''
24 b = 17.2693882
25 T1 = 273.16
26 T2 = 35.86
27 e0 = 610.78
28 return e0*exp( b*(T - T1)/(T - T2) )
29 # --------------------------------------------------------------------
30 def newstate(p1,rho1 ,T1 ,z2,delz):
31 '''
32 Calcula o estado da atmosfera no nível z2 a partir do
33 estado no nível z1 , usando a equação de estado e a equação
34 da hidrostática. newstate é um integrador "sob medida"
35 '''
36 g = 9.81 # aceleração da gravidade
37 epsp = 0.001 # erro no cálculo de p2, em Pa
38 p20 = p1 + 2*epsp # força o while a começar
39 p2 = p1 # primeira estimativa de p2
40 T2 = Ta(z2) # temperatura do ar em z2: não muda mais
41 e2 = es(T2) # press vapor em z2; não muda mais
42 # --------------------------------------------------------------------
43 # Os 2 valores abaixo são estimativas *iniciais*
44 # --------------------------------------------------------------------
45 q2 = 0.622* e2/p2 # umidade esp em z2
46 rho2 = p2/(Rd*T2 *(1+0.61* q2)) # densidade em z2
47 while (abs(p2 - p20) > epsp) :
48 p20 = p2 # guarda o valor anterior
49 rhobar = (rho1 + rho2 )/2 # dens média da camada
50 delp = -rhobar*g*delz # eq da hidrostática
51 p2 = p1 + delp # novo p2
52 q2 = 0.622* e2/p2 # nova umid esp em z2
53 rho2 = p2/(Rd*T2 *(1+0.61* q2))# nova densidade em z2
54 print('.')
55 pass
56 print(p2 ,rho2 ,T2,q2)
57 # --------------------------------------------------------------------
58 # retorna o estado da atmosfera no nível z2
59 # --------------------------------------------------------------------
60 return (p2 , rho2 , T2, q2)
61 # --------------------------------------------------------------------
62 # aqui começa o programa principal: as condições na superfície estão
63 # completamente determinadas.
64 # --------------------------------------------------------------------
65 Rd = 287.03805 # cte de gás do ar seco
66 p0 = 101325.0 # pressão na superfície
67 T0 = 303.15 # temperatura na superfície
68 e0 = es(T0) # press vapor na superfície
69 q0 = 0.622* e0/p0 # umid esp na superfície
70 rho0 = p0/(Rd*T0*(1 + 0.61* q0)) # densidade do ar na superfície
71 print(q0 ,rho0)
72 # --------------------------------------------------------------------
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73 # discretizo a atmosfera em n = 1000 pontos
74 # --------------------------------------------------------------------
75 n = 1000 # 1000 intervalos
76 zmax = 10000.0 # altura máxima (m)
77 delz = 10.0 # intervalo de integração (m)
78 # --------------------------------------------------------------------
79 # crio vetores de estado com n+1 pontos
80 # --------------------------------------------------------------------
81 from numpy import arange , zeros
82 p = zeros(n+1,float) # pressão em todos os pontos
83 T = zeros(n+1,float) # temperatura em todos os pontos
84 q = zeros(n+1,float) # umid esp em todos os pontos
85 rho = zeros(n+1,float) # densidade em todos os pontos
86 z = arange (0.0, zmax+delz ,delz ,float) # níveis de cálculo
87 # --------------------------------------------------------------------
88 # loop em z, de baixo para cima
89 # --------------------------------------------------------------------
90 (p[0],rho[0],T[0],q[0]) = (p0 , rho0 , T0, q0)
91 for i in range(n) :
92 (p[i+1],rho[i+1],T[i+1],q[i+1]) = \
93 newstate(p[i],rho[i],T[i],z[i+1],delz)
94 pass
95 # --------------------------------------------------------------------
96 # A integração numérica com a regra do trapézio deve ser relativamente
97 # simples
98 # --------------------------------------------------------------------
99 ff = rho*q # função a ser integrada , já calculada pto a pto
100 Se = ff[0] + ff[n] # soma , ptos externos
101 Si = 0.0 # soma , ptos internos
102 for k in range(1,n):
103 Si += ff[k]
104 pass
105 I = Se + 2*Si # agora basta aplicar a fórmula
106 I *= delz
107 I /= 2.0
108 print('Água␣precipitável␣=␣%8.2f␣kg/m2' % I)
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2.7 Precipitação
A formação de nuvens requer o levantamento de ar úmido até a conden-
sação. Esse levantamento pode ser produzido:

1. Por frentes (chuvas frontais).

2. Pela orografia (chuvas orográficas).

3. Pela atividade convectiva (chuvas convectivas, chuvas “de verão”).

A formação de gotas de chuva requer núcleos de condensação (aeros-
sóis). Vários tipos de aerossol podem funcionar como núcleos de conden-
sação.

Dependendo das condições de temperatura, presença/ausência de nú-
cleos de condensação, etc., neve e granizo podem se formar.

Gotas de chuva possuem uma velocidade terminal,

𝑉𝑡 =

[
4𝑔𝐷
3𝐶𝑑

(
𝜌𝑤

𝜌𝑎
− 1

)]1/2
.

Ummodelo de tempestade

O modelo a seguir é muito simples, mas mesmo assim é muito útil em
aplicações. Em particular, no método da precipitação máxima provável,
que veremos mais à frente.

∆z1
p1, v1, ρ1, q1, T1

∆z2

p2, v2, ρ2, q2, T2

ÛP

D

Para uma “célula de tempestade” cilíndrica, de diâmetro 𝐷 , considere
as equações de balanço de massa de ar seco, e de massa de vapor d’água.
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Para o ar seco,

0 =
�
���

���*
0

𝜕

𝜕𝑡

∫
C
𝜌𝑑 d𝑉 +

∮
S
𝜌𝑑 (𝒏 · 𝒗) d𝑉 ;

0 = [𝜌 (1 − 𝑞)𝑣Δ𝑧]2 π𝐷 − [𝜌 (1 − 𝑞)𝑣Δ𝑧]1 π𝐷
[𝜌 (1 − 𝑞)𝑣Δ𝑧]2 = [𝜌 (1 − 𝑞)𝑣Δ𝑧]1

[𝜌𝑣Δ𝑧]2 = [𝜌𝑣Δ𝑧]1
1 − 𝑞1
1 − 𝑞2

e para o vapor d’água,

0 =
�
���

���*
0

𝜕

𝜕𝑡

∫
C
𝑞𝜌 d𝑉 +

∮
S
𝑞𝜌 (𝒏 · 𝒗) d𝑉 ;

0 = ¤𝑃 π𝐷
2

4 + [𝑞𝜌𝑣Δ𝑧]2 π𝐷 − [𝑞𝜌𝑣Δ𝑧]1 π𝐷

¤𝑃 π𝐷
2

4 = [𝑞𝜌𝑣Δ𝑧]1 π𝐷 − [𝑞𝜌𝑣Δ𝑧]2 π𝐷

¤𝑃 𝐷4 = [𝑞𝜌𝑣Δ𝑧]1 − [𝑞𝜌𝑣Δ𝑧]2
¤𝑃 𝐷4 = 𝑞1 [𝜌𝑣Δ𝑧]1 − 𝑞2 [𝜌𝑣Δ𝑧]2
¤𝑃 𝐷4 = 𝑞1 [𝜌𝑣Δ𝑧]1 − 𝑞2 [𝜌𝑣Δ𝑧]1

1 − 𝑞1
1 − 𝑞2

¤𝑃 𝐷4 =

(
𝑞1 − 𝑞2 1 − 𝑞11 − 𝑞2

)
[𝜌𝑣Δ𝑧]1

¤𝑃 𝐷4 =

(
𝑞1 − 𝑞2
1 − 𝑞2

)
[𝜌𝑣Δ𝑧]1 ,

¤𝑃 =
4
𝐷

(
𝑞1 − 𝑞2
1 − 𝑞2

)
[𝜌𝑣Δ𝑧]1 .

Note que
{�� ¤𝑃 ��} = kgH2Om−2 s−1. A intensidade de precipitação em m s−1 é

𝑖 =
4

𝜌𝑤𝐷

(
𝑞1 − 𝑞2
1 − 𝑞2

)
[𝜌𝑣Δ𝑧]1

e a intensidade de precipitação em mmh−1 é

m s−1 = 1000mm
m × 1

s ×
3600s
h

𝑖 =
4

𝜌𝑤𝐷

(
𝑞1 − 𝑞2
1 − 𝑞2

)
[𝜌𝑣Δ𝑧]1 × 1000 × 3600.

Façamos portanto o Exemplo 3.3.2 de Chow et al. (1988):
A thunderstorm cell 5 km in diameter has a cloud base of 1.5 km, and

surface conditions recorded nearby indicate saturated air conditions with
air temperature 30◦ C, pressure 101325 Pa and wind speed 1m s−1. Assu-
ming a lapse rate of 7.5 ◦Ckm−1 and an average outflow elevation of 10
km, calculate the precipitation intensity from this storm. Also determine
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what proportion of the incoming moisture is precipitated as air passes th-
rough the storm cell and calculate the rate of release of latent heat through
moisture condensation in the column.

A solução será calculada pelo programa stcell.py.

Listing 2.2: stcell.py — Modelo de tempestade.
1 #!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
2 # -*- coding: iso -8859 -1 -*-
3 # --------------------------------------------------------------------
4 # Exemplo 3.3.2, Chow , Maidment e Mays
5 #
6 # Nelson Luís Dias
7 # 2020 -08 -04 T17 :19:27
8 # --------------------------------------------------------------------
9 # --------------------------------------------------------------------
10 # vou precisar da fórmula para a pressão de saturação de vapor d'água
11 # --------------------------------------------------------------------
12 from math import exp
13 def es(T):
14 '''
15 Calcula a pressão de saturação de vapor d'água es (Pa) em função da
16 temperatura T (K) (Eq de Tetens)
17 '''
18 b = 17.2693882
19 T1 = 273.16
20 T2 = 35.86
21 e0 = 610.78
22 return e0*exp( b*(T - T1)/(T - T2) )
23 def Ta(z):
24 '''
25 Calcula a temperatura do ar em função da altura z em m, em K
26 '''
27 alfa = 0.0075 # esta mudança é muito importante !!!!
28 return 273.15 + 30.0 - alfa*z
29 # --------------------------------------------------------------------
30 # vou precisar de uma fórmula para o calor latente de evaporação
31 # --------------------------------------------------------------------
32 def latente(T) :
33 '''
34 latent: Latent heat of evaporation (in J kg^{ -1}) as a function
35 of
36 thermodynamic temperature (in K)
37
38 From Dake 1972 "Evaporative Cooling of a body of water", Water
39 Resour Res , (8)1087 - -1091.
40 '''
41 return (3142689.0 - 2356.01 * T)
42 # --------------------------------------------------------------------
43 # todas as variáveis no SI!!!!
44 # --------------------------------------------------------------------
45 Diam = 5000.0 # diâmetro da célula (m)
46 delz1 = 1500.0 # $\Delta z_1$ (m)
47 p0 = 101325.0 # pressão atmosférica em Pa
48 T0 = 30+273.15 # temperatura do ar na "entrada", em K
49 v1 = 1.0 # velocidade do vento na "entrada", em m/s
50 rhow = 1000.0 # densidade da água líquida kg/m^3
51 es0 = es(T0) # press vap na entrada (Pa)
52 q0 = 0.622* es0/p0 # umidade específica na superfície (kg/kg)
53 Rd = 287.03805 # cte de gás do ar seco
54 rho0 = p0/(Rd*T0*(1 + 0.61* q0)) # densidade do ar na superfície
55 # --------------------------------------------------------------------
56 # nós vamos precisar da pressão atmosférica a 10 km de altura !!!!
57 # para isso , temos que calcular a mesma integral de antes :-(
58 # copio e colo o programa que fiz antes para ir até p2
59 # --------------------------------------------------------------------
60 def newstate(p1,rho1 ,T1 ,z2,delz):
61 '''
62 Calcula o estado da atmosfera no nível z2 a partir do
63 estado no nível z1 , usando a equação de estado e a equação
64 da hidrostática. newstate é um integrador "sob medida"
65 '''
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66 g = 9.81 # aceleração da gravidade
67 epsp = 0.001 # erro no cálculo de p2, em Pa
68 p20 = p1 + 2*epsp # força o while a começar
69 p2 = p1 # primeira estimativa de p2
70 T2 = Ta(z2) # temperatura do ar em z2: não muda mais
71 e2 = es(T2) # press vapor em z2; não muda mais
72 # --------------------------------------------------------------------
73 # Os 2 valores abaixo são estimativas *iniciais*
74 # --------------------------------------------------------------------
75 q2 = 0.622* e2/p2 # umidade esp em z2
76 rho2 = p2/(Rd*T2 *(1+0.61* q2)) # densidade em z2
77 while (abs(p2 - p20) > epsp) :
78 p20 = p2 # guarda o valor anterior
79 rhobar = (rho1 + rho2 )/2 # dens média da camada
80 delp = -rhobar*g*delz # eq da hidrostática
81 p2 = p1 + delp # novo p2
82 q2 = 0.622* e2/p2 # nova umid esp em z2
83 rho2 = p2/(Rd*T2 *(1+0.61* q2))# nova densidade em z2
84 # print('.')
85 pass
86 # print(p2,rho2 ,T2,q2)
87 # --------------------------------------------------------------------
88 # retorna o estado da atmosfera no nível z2
89 # --------------------------------------------------------------------
90 return (p2 , rho2 , T2, q2)
91 # --------------------------------------------------------------------
92 # discretizo a atmosfera em n = 1000 pontos
93 # --------------------------------------------------------------------
94 n = 1000 # 1000 intervalos
95 zmax = 10000.0 # altura máxima (m)
96 delz = 10.0 # intervalo de integração (m)
97 # --------------------------------------------------------------------
98 # crio vetores de estado com n+1 pontos
99 # --------------------------------------------------------------------
100 # ---------------------------------------------------------------------
101 # loop em z, de baixo para cima
102 # ---------------------------------------------------------------------
103 print("Condições␣aqui␣em␣baixo:")
104 print("␣␣␣␣␣␣␣␣p␣␣␣rho␣␣␣␣␣␣T␣␣␣␣␣␣q␣␣␣␣␣␣␣z")
105 print("%9.2f␣%5.2f␣%5.2f␣%6.4f␣%7.1f" % (p0,rho0 ,T0 ,q0 ,0.0))
106 from numpy import arange , zeros
107 p = zeros(n+1,float) # pressão em todos os pontos
108 T = zeros(n+1,float) # temperatura em todos os pontos
109 q = zeros(n+1,float) # umid esp em todos os pontos
110 rho = zeros(n+1,float) # densidade em todos os pontos
111 z = arange (0.0, zmax+delz ,delz ,float) # níveis de cálculo
112 # ---------------------------------------------------------------------
113 # loop em z, de baixo para cima
114 # ---------------------------------------------------------------------
115 (p[0],rho[0],T[0],q[0]) = (p0 , rho0 , T0, q0)
116 for i in range(n) :
117 (p[i+1],rho[i+1],T[i+1],q[i+1]) = \
118 newstate(p[i],rho[i],T[i],z[i+1],delz)
119 pass
120 (p2 ,rho2 ,T2,q2,z2) = (p[n],rho[n],T[n],q[n],z[n])
121 print("Condições␣lá␣em␣cima:")
122 print("%9.2f␣%5.2f␣%5.2f␣%6.4f␣%7.1f" % (p2,rho2 ,T2 ,q2,z2))
123 # --------------------------------------------------------------------
124 # As variáveis q1 e rho1 agora referem -se à média sobre delz1: note
125 # que z[150] = 1500 m. Portanto , vamos fazer a média de q e a média de
126 # rho de 0 a 150 inclusive
127 # --------------------------------------------------------------------
128 from numpy import average
129 rho1 = average(rho [0:151])
130 print(rho1)
131 q1 = average(q[0:151])
132 print(q1)
133 # --------------------------------------------------------------------
134 # agora temos condições de continuar a fazer as contas. O resultado
135 # mais importante é a taxa de precip , em kg/m2/s
136 # --------------------------------------------------------------------
137 Pdot = (4.0/( Diam ))*((q1 - q2)/(1-q2))* rho1*v1*delz1 # kg/m2/s
138 print("Pdot␣=␣",Pdot)
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139 Pdms = Pdot/rhow # m/s
140 print("Pdms␣=␣",Pdms)
141 Pmmh = Pdms *1000*3600 # mm/h
142 print("Pmmh␣=␣",Pmmh)

Agora, faça as contas restantes e termine o exemplo! Verifique sempre
contra os resultados numéricos do livro.
Hietógrafas

A precipitação pode ser altamente variável, no espaço e no tempo. Um
exemplo gritante para a precipitação anual (média de muitos anos; tipica-
mente, 30 anos define uma “normal” climatológica): Arica, Chile: 0.5 mm;
Mt Waialeale, Havaí: 11680 mm.

Um gráfico de precipitação em função do tempo é chamado de uma
hietógrafa.

Vamos reproduzir a Tabela 3.4.1 de Chow et al. (1988), que se refere à
chuva observada em um pluviômetro, 1-Bee, 24–25 Maio de 1981, Austin,
Texas; a hietógrafa equivalente é produzida por

Listing 2.3: a1bee.plt — Hietógrafa de 1Bee.
1 set encoding iso_8859_1
2 set terminal epslatex standalone color solid font 'lmr' 12 size 21cm , 9cm
3 set output 'a1bee.tex'
4 set xrange [0:150]
5 set yrange [0:25]
6 set ytics 0,5
7 set xtics 0,15
8 set xlabel 'Tempo␣(min)'
9 set ylabel '$\Delta␣P\,(\ mathrm{mm})$'
10 set boxwidth 1.0 relative
11 set grid
12 #set style fill solid lc rgb 'gray75 ' border lt 1
13 #set style line 1 lt 1 lw 4 lc rgb 'black '
14 set linetype 1 lw 2 lc rgb 'black '
15 set style fill solid 1.0 border lt 1
16 plot 'a1bee.dat' using (column (1) -2.5):( column (2)*25.4) notitle \
17 with boxes fs solid fc rgb 'gray75 '

e é mostrada a seguir:
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A hietógrafa acumulada é produzida por
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Listing 2.4: stcell.py — Hietógrafa de 1Bee.
1 set encoding iso_8859_1
2 set terminal epslatex standalone color solid font 'lmr' 12 size 21cm , 9cm
3 set output 'a1bee -cum.tex'
4 set xrange [0:150]
5 set yrange [0:250]
6 set ytics 0,25
7 set xtics 0,15
8 set xlabel 'Tempo␣(min)'
9 set ylabel '$\sum␣P\,(\ mathrm{mm})$'
10 set grid
11 #set style fill solid lc rgb 'gray75 ' border lt 1
12 #set style line 1 lt 1 lw 4 lc rgb 'black '
13 set linetype 1 lw 2 lc rgb 'black '
14 set style fill solid 1.0 border lt 1
15 plot 'a1bee.dat' using (column (1) -5):( column (2)*25.4) notitle \
16 smooth cumulative with lines lt 1 lw 4 lc rgb 'black '

e é mostrada a seguir:
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Precipitação espacial

Isoietas são simplesmente curvas de nível traçadas entre dados observa-
dos de chuva (geralmente na superfície, com medição em pluviômetros.
Antigamente, nós desenhávamos “à mão”. Hoje em dia, existem procedi-
mentos automáticos para o cálculo de isoietas a partir de dados observa-
cionais.

Para cada intervalo de tempo de observação da chuva (digamos: a cada
10 minutos em uma bacia “pequena” (10 a 100 km2), a cada dia em uma
bacia “grande” (10 000 a 100 000 km2), nós “traçamos” as isoietas como na
figura abaixo,
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e em seguida calculamos a chuva média sobre a região de interesse (tipi-
camente, a própria bacia hidrográfica) a cada intervalo de tempo. Muitas
vezes (principalmente em modelos “concentrados”, é essa série temporal
de precipitação média sobre a bacia que é utilizada em modelos e estudos.

O cálculo da chuva média na bacia sempre envolve alguma aproxima-
ção. O método mais simples, que sempre deve ser usado como uma verifi-
cação, é o da média aritmética. Se 𝑃𝑘 é a precipitação acumulada ao longo
de Δ𝑡 na 𝑘-ésima estação pluviométrica, a precipitação média é estimada
por

𝑃 =

𝑛𝑝∑︁
𝑘=1

𝑃𝑘 ,

onde 𝑛𝑝 é o número de estações pluviométricas.
O método de Thiessen é originalmente um método gráfico. A bacia

hidrográfica é dividida em sub-áreas de influência: cada estação pluvio-
métrica tem uma área de influência 𝐴𝑘 (eventualmente, pode acontecer
que uma dada estação esteja tão longe da bacia em relação às suas vizi-
nhas que 𝐴𝑘 = 0. A precipitação média na bacia é então calculada por

𝑃 =
1
𝐴

𝑛𝑝∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑃𝑘 .

O método das isoeitas mostrado acima também era originalmente um
método gráfico. Traçava-se “a sentimento” as curvas de nível “olhando”
para os valors de 𝑃𝑘 no papel. Em seguida, as curvas de nível eram inte-
gradas graficamente com um instrumento denominado “planímetro” Wi-
kipedia (2020c), cuja fotografia mostramos abaixo:
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Atualmente, esses métodos foram substituídos por métodos digitais.
Considere um reticulado de𝑚×𝑛 células (𝑚 linhas, 𝑛 colunas), e considere
a função indicador

𝐼𝑖 𝑗 =

{
0, a célula (𝑖, 𝑗) não pertence à bacia hidrográfica,
1, a célula (𝑖, 𝑗) pertence à bacia hidrográfica.

Todos os métodos digitais (implementados como um algoritmo de com-
putador) correspondem a calcular pesos 𝜔𝑖, 𝑗 para cada célula dentro da
bacia (veja exemplos de células dentro da bacia na figura a seguir)

P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7

Esta célula está na bacia
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No método de Thiessen, por exemplo, os pesos de Thiessen corres-
pondem a

𝜔𝑘 =
𝐴𝑘

𝐴
.

Porém agora nós vamos calcular os pesos percorrendo cada célula indivi-
dualmente. Para o método de Thiessen, o algoritmo é o seguinte:
𝑛 = 0;
Para 𝑘 = 1, . . . , 𝑛𝑝 :

𝑛𝑘 = 0;
Para 𝑖 = 1, . . . ,𝑚;

Para 𝑗 = 1, . . . ,𝑚;
Se 𝐼𝑖, 𝑗 ≠ 0:

𝑛 = 𝑛 + 1;
𝑑𝑚𝑖𝑛 = +∞;
Para 𝑘 = 1, . . . , 𝑛𝑝 :

Se 𝑑𝑖, 𝑗↔𝑘 < 𝑑𝑚𝑖𝑛:
𝑘𝑚𝑖𝑛 = 𝑘 ;

𝑛𝑘𝑚𝑖𝑛
= 𝑛𝑘𝑚𝑖𝑛

+ 1
Para 𝑘 = 1, . . . , 𝑛𝑝 :

𝜔𝑘 = 𝑛𝑘/𝑛
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No método do inverso do quadrado das distâncias, os pesos são calcu-
lados de forma diferente:
𝑛 = 0;
Para 𝑘 = 1, . . . , 𝑛𝑝 :

Para 𝑖 = 1, . . . ,𝑚:
Para 𝑗 = 1, . . . ,𝑚:

𝜔𝑖, 𝑗,𝑘 = 0;
Para 𝑖 = 1, . . . ,𝑚:

Para 𝑗 = 1, . . . ,𝑚:
Se 𝐼𝑖, 𝑗 ≠ 0:

Para 𝑘 = 1, . . . , 𝑛𝑝 :
𝜔𝑖, 𝑗,𝑘 = 1/𝑑2

𝑖, 𝑗↔𝑘
:

Para 𝑖 = 1, . . . ,𝑚;
Para 𝑗 = 1, . . . ,𝑚;

Se 𝐼𝑖, 𝑗 ≠ 0:
𝑠0 = 0;
𝑠1 = 0;
Para 𝑘 = 1, . . . , 𝑛𝑝 :

𝑠0 = 𝑠0 + 𝜔𝑖, 𝑗,𝑘 ;
𝑠1 = 𝑠1 + 𝜔𝑖, 𝑗,𝑘 × 𝑃𝑘 ;

𝑝𝑖, 𝑗 = 𝑠1/𝑠0

E agora para calcular a precipitação média basta integrar numerica-
metne a função (definida ponto a ponto dentro da bacia) 𝑝𝑖, 𝑗 . Note que
estou usando 𝑃𝑘 para a precipitação em cada pluviômetro, e 𝑝𝑖, 𝑗 para a
função interpolada ponto a ponto.

2.8 Evaporação: escalas e conceitos gerais
Vou utilizar o termo “evaporação” no mesmo sentido usado por Brutsa-
ert (1982): como o fluxo de massa médio por unidade de área 𝐸 de vapor
d’água sobre uma certa área horizontal (a área de um tanque evaporimé-
trico; a área de um lago; a área de uma bacia hidrográfica; etc.). Ficam aí
incluídas portanto tanto a evaporação de água líquida em contato com o
ar, a partir de folhas, do solo úmido, de corpos d’água, etc., como a trans-
piração através dos estômatos das plantas.

Confrontado com a necessidade de “fechar” o ciclo hidrológico, o hi-
drólogo freqüentemente tem que calcular estimativas de evapotranspi-
ração e de evaporação em lago. Os métodos disponíveis estão espalha-
dos na literatura, indo de equações totalmente empíricas e algumas ve-
zes obsoletas, até resultados de pesquisa micrometeorológica que não são
aplicáveis às escalas hidrológicas. Nesta seção vamos procurar resumir o
conhecimento básico necessário à boa prática de estimativas de evapora-
ção/evapotranspiração. Como tal, minimiza-se os aspectos teóricos e as
demonstrações, em favor de uma compilação organizada de fórmulas e
métodos. As linhas gerais de ação para diversos casos comuns em hidro-
logia (aplicações em modelos chuva-vazão, cálculo de evapotranspiração
e evaporação em lagos) são discutidas brevemente.
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Introdução

Nosso objetivo é apresentar um resumo dos modelos e métodos atual-
mente disponíveis para estimar evaporação e evapotranspiração, na me-
dida do conhecimento do autor, que seja ao mesmo tempo compreensível
e não entre em detalhes matemáticos. Nós denominamos um procedi-
mento de “método” quando o valor de evaporação/evapotranspiração ob-
tido pode ser considerado uma “medição”; incluem-se nesta categoria os
métodos do Balanço de Massa (em lisímetros, possivelmente em reserva-
tórios, em bacias hidrográficas), Balanço de Energia, Medição de Covari-
âncias Turbulentas, e Medição de Perfis Médios na atmosfera. O procedi-
mento é denominado “modelo” quando envolve simplificações ou coefici-
entes cuja incerteza é grande; aqui se incluem várias equações de trans-
ferência de massa, a equação de Penman (1948), a equação de Penman-
Monteith (Monteith, 1965, 1973), a equação de Priestley-Taylor (Priestley
e Taylor, 1972) e os modelos CRAE/CRLE de Morton (Morton, 1983a,b;
Morton et al., 1985; Morton, 1986). As principais idéias e fórmulas são
apresentadas, porém não suas deduções: o espírito deste trabalho é mais o
de um guia prático do que um texto teórico sobre evaporação. Além disso,
não são apresentados métodos ou modelos que sejam muito sofisticados
seja do ponto de vista computacional, seja em termos de requerimento
de dados. A ênfase é em procedimentos cuja aplicação é relativamente
simples, e que se baseiam principalmente em dados médios diários con-
vencionalmente medidos em estações meteorológicas. Este é o sentido do
adjetivo “climatológicos” no título. Os leitores interessados poderão en-
contrar as bases teóricas e alguns modelos mais sofisticados na lista de
referências bibliográficas.
Escalas e modelos em meteorologia e hidrologia

Nométodo científico, sempre que procuramos analisar um problema, este
é divido em diversos elementos, de acordo com a nossa capacidade de
“enxergá-los” com a lente de nossas escalas. Os elementos diretamente
relevantes são aqueles que podem ser “resolvidos” ou “enxergados” ex-
plicitamente. Os elementos indiretamente relevantes são aqueles que não
podem ser “resolvidos” ou “enxergados” diretamente pela menor escala
que estivermos utilizando: estes elementos precisam ser parametrizados.
Finalmente, há elementos irrelevantes, que podem ser totalmente despre-
zados, pelo menos em uma análise inicial (Brutsaert, 1986).

Por exemplo, considere a questão de modelar uma bacia hidrográfica
da ordem de 20000km2. Os dados disponíveis muitas vezes são informa-
ções pluviométricas e fluviométricas, e mapas do IBGE e do Ministério do
Exército nas escalas 1:50000 e/ou 1:100000. Suponha a existência de 10
postos pluviométricos e 10 postos fluviométricos dentro de nossa bacia,
mais ou menos uniformemente distribuídos. O modelador deverá ser ca-
paz de identificar cerca de 10 sub-bacias hidrográficas, cada uma das quais
com cerca de 2000km2, e possivelmente ajustar um modelo chuva-vazão
a cada uma destas unidades. Porém, na falta de informações de topogra-
fia, precipitação e vazão mais detalhadas, provavelmente será infrutífero
descer à escala de bacias de 100 ou 10km2. Neste caso, dizemos que a es-
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Tabela 2.1: Escalas em meteorologia Orlanski (1975)

Nome Fenômenos Dimensão Horizontal
Macro 𝛼 Ondas planetárias muito lon-

gas
Ondas de gravidade

> 10000 km

Macro 𝛽 Ondas baroclínicas 2000 – 10000 km
Meso 𝛼 Frentes e Furacões 200 – 2000 km
Meso 𝛽 Jato noturno

Linhas de instabilidade
Aglomerados de Nuvens
Efeitos topográficos
Efeitos de Lago

20 – 200 km

Meso 𝛾 Chuvas convectivas
Turbulência de Céu Claro
Efeitos Urbanos

2 – 20 km

Micro 𝛼 Tornados
Convecção Profunda
Ondas de gravidade curtas

200 m – 2 km

Micro 𝛽 Térmicas
Esteiras
Turbilhões

20 m – 200 m

Micro 𝛾 Plumas
Turbulência
Rugosidade

< 20m
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cala espacial “resolvida” do problema é da ordem de
√
2000km2 ≈ 45km.

Tudo o que ocorre abaixo desta escala precisa ser “parametrizado”, e ja-
mais será conhecido explicitamente. Os modelos chuva-vazão em cada
sub-bacia de 2000km2 parametrizam os processos hidrológicos, inclusive
o escoamento em calha, “levando-os” até as escalas (definidas individu-
almente pelas seções de rio onde há medição de vazão) em que há dados
confiáveis disponíveis. Este tipo de raciocínio não se aplica somente à
hidrologia. De fato, a ferramenta por excelência de identificação de fenô-
menos relevantes em geociências é a mesma análise de escalas que exem-
plificamos no parágrafo anterior. Por causa da importância de classificar
fenômenos meteorológicos, Orlanski (1975) propôs uma classificação ra-
cional (macro, meso, micro) com subdivisões (𝛼 , 𝛽 , 𝛾 ), mostrada na Tabela
2.1.

A partir da Tabela 2.1, já podemos classificar as escalas relevantes para
evaporação e evapotranspiração. Esses fenômenos dependem de:

• radiação solar,

• temperatura e umidade do ar,

• pressão atmosférica,

• velocidade do vento,

• tipo de superfície,

• tipo do solo,

• umidade do solo.

Todas estas grandezas exibem variabilidade na escala meso-𝛽 ou menor,
conforme exemplificado na Figura 2.1, que mostra a variação da tempe-
ratura do ar no Estado do Paraná. Isso significa que evaporação e evapo-
transpiração são fenômenos de escala espacial igual ou inferior a meso-𝛽 .

Nosmodelos de evaporação e evapotranspiração, a influência dos cam-
pos de radiação, temperatura, umidade, vento, bem como tipo de solo e
uso do solo, são incluídos explicitamente (diretamente resolvidos). Os
efeitos das escalas micro-𝛽 e micro-𝛾 são em geral parametrizados nos
modelos; eles são diretamente medidos no método de medição de covari-
âncias turbulentas (Stull, 1988; Brutsaert, 1982).

É importante observar que o modelo de evaporação/evapotranspira-
ção a ser utilizado vai depender da escala do problema. Assim sendo, é de
se esperar que o modelo para um campo de milho de 500× 500m2 seja di-
ferente do modelo para uma bacia hidrográfica de 2000km2. Infelizmente
para a hidrologia, é muito mais difícil coletar informação sobre evapo-
transpiração regional (de uma bacia hidrográfica) nas escalas de tempo
desejáveis (de dias até meses) do que sobre evapotranspiração de culturas.
Por este motivo, muitos modelos desenvolvidos para escalas espaciais re-
lativamente pequenas (< 1 km) acabam sendo utilizados para estimativas
de evaporação/evapotranspiração em escalas muito maiores. Esta é uma
limitação que deve estar em mente na hora de aplicarmos os modelos.
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Figura 2.1: Variação da temperatura média horária no Estado do Paraná

Finalmente, note que registros contínuos de medição de evapotrans-
piração ou evaporação em lagos ainda são muito raros, e não há séries
longas confiáveis que possam ser usadas em aplicações hidrológicas. Por
este motivo, é preciso usar modelos de evaporação e evapotranspiração.
Existem bons modelos para lagos baseados nométodo do balanço de ener-
gia que podem ser aplicados com sucesso quando há dados de perfis de
temperatura da água (Reis, 1996; Reis e Dias, 1998; Dias e Kan, 2008); além
disso, medições relativamente longas de evaporação em lagos, e de evapo-
transpiração, com o método de covariâncias turbulentas têm se tornado
cada vez mais frequentes Blanken et al. (2000); Rouse et al. (2003); Dias
e Malheiros (2003); Armani et al. (2020). A questão de estimativas de
evapotranspiração é bem mais complexa, porque envolve a variação da
umidade do solo durante o período de secamento após as chuvas. Con-
sequentemente, a qualidade das estimativas de evapotranspiração não é
tão boa. Uma forma de levar em conta o armazenamento gravitacional de
água subterrânea, da região saturada, foi proposta por Dias e Kan (1999);
a estimativa do armazenamento na região vadosa, entretanto, permanece
(tanto quanto eu saiba) uma questão em aberto.
Fundamentos físicos

Unidades O fluxo vertical de uma grandeza qualquer 𝑎 através de uma
superfície plana 𝑆 é por definição a quantidade de 𝑎 que atravessa 𝑆 por
unidade de tempo. A evapo(transpi)ração entre a superfície da Terra e a
atmosfera é um fluxo de massa; suas unidades SI são dadas por kgm−2 s−1.
Expressa nestas unidades, o valor numérico de 𝐸 é extraordinariamente

41



E

Figura 2.2: Fluxo de massa de vapor d’água através de uma superfície
unitária.
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Figura 2.3: Conversão de evaporação de kgm−2 s−1 para mm.

pequeno. Em hidrologia, é usual expressar a evaporação em milímetros
de altura de água acumulada equivalente ℎ𝐸 . A conversão é simples. Na
Figura 2.3,𝑀 é a massa total de água evaporada ao longo de um intervalo
de tempo Δ𝑡 através de uma área unitária. Utilizando a densidade 𝜌𝑤 da
água líquida:

𝑀 = 𝐸Δ𝑡 = 𝜌𝑤1ℎ𝐸 ⇒ ℎ𝐸 =
𝐸Δ𝑡

𝜌𝑤
× 1000.

O fator 1000 em (2.8) corresponde à conversão de metros para milímetros.
Como 𝜌𝑤 = 1000 kgm−3, para obter ℎ𝐸 em mm basta multiplicar 𝐸 pelo
número de segundos do intervalo de tempo considerado.
Umidade atmosférica

Para calcular a pressão atmosférica média (em Pa) em uma estação em
função da sua altitude 𝑍 (em m), use

𝑝 = 101325
(
288,0 − 0,0065𝑍

288,0

)5,256
.

Além dos índices de umidade que nós já vimos, às vezes é conveniente
também definir a temperatura de bulbo úmido 𝑇𝑤 , via:

𝑒𝑎 = 𝑒
∗(𝑇𝑤 ) − 𝛾 (𝑇𝑎 −𝑇𝑤 )

(Estou tentando ser consistente e usar símbolos “em Inglês”), onde 𝛾 =

(𝑐𝑝𝑝)/(0.622𝐿𝑤 ) é a constante psicrométrica.
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Figura 2.4: Umidade relativa, e umidade específica em Cambará
(02350017), PR.

A umidade relativa não permite avaliar o conteúdo absoluto de umi-
dade da atmosfera; ela serve mais como um indicador da sensação que
temos da umidade do ar. Veja o exemplo da umidade relativa e da umi-
dade específica em Cambará (PR) durante 1990, mostrados na Figura 2.4.
A umidade relativa média diária praticamente não revela nenhuma sazo-
nalidade, que no entanto fica clara no caso da umidade específica.

2.9 O movimento da Terra no espaço
ATerra gira em torno do Sol em uma trajetória aproximadamente elíptica.
O plano da trajetória é chamado o plano da eclíptica. Na figura abaixo, a
distância OA = 𝑟𝑎 é o semi-eixo maior do elipse. Ela é uma unidade de
comprimento em astronomia: a Unidade Astronômica (AU).
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A trajetória da Terra em torno do Sol.

Os pontos A, B, C, D, A′, B′, C′ e D′ são pontos notáveis do movimento
anual do planeta Terra em torno do Sol. O ponto A marca o periélio, o
ponto onde o planeta está mais próximo do Sol. De maneira similar, C
marca o afélio, o ponto onde o planeta está mais distante do Sol. As datas
para esses pontos variam ligeiramente de ano para ano. A Tabela a seguir,
válida para 2020, foi obtida de United States Naval Observatory (2022).

Dias notáveis da órbita da Terra para 2020.
Ponto data/hora (UTC) Nome
A Janeiro 5, 2020, 07:48 Periélio
B Abril 5, 2020, 19:48 𝑟/𝑟𝑎 = 1
C Julho 4, 2020, 11:35 Afélio
D Outubro 5, 2020,19:48 𝑟/𝑟𝑎 = 1
A′ Dezembro 21, 2020,

10:02
Solstício de Inverno

B′ Março 20, 2020, 03:50 Equinócio de Primavera
C′ Junho 20, 2020, 21:44 Solstício de Verão
D′ Setembro 22, 2020 Equinócio de Outono

O material descrito aqui foi obtido a partir de várias fontes. Talvez
a fonte mais importante seja van Flandern e Pulkkinen (1979) e um guia
muito detalhado para o cálculo da declinação do Sol e da distância Sol-
Terra pode ser encontrado em Schlyter (2019)

Na figura acima, o semi-eixo maior da elipse é 𝑟𝑎 , e o semi-eixo menor
é 𝑟𝑏 . A distância entre o Sol e a Terra em qualquer ponto na trajetória é
𝑟 . O valor de 𝑟𝑎 é definido em astronomia como a Unidade Astronômica,
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UA. A declinação do Sol em relação à Terra é o ângulo 𝛿 entre o plano
do equador e do plano da Eclíptica, medido perpendicularmente a este
último.

A principal causa para a mudança das estações não é a variação da
distância Sol-Terra 𝑟 , mas a inclinação do eixo de rotação do planeta em
relação ao plano da eclíptica, e a consequente mudança na declinação do
Sol.

Por exemplo, figura a seguir mostra a situação do planeta no que diz
respeito à incidência de raios solares na época do Solstício de inverno (no
hemisfério norte). Neste ponto da trajetória do planeta, a maior parte da
a incidência de raios solares é sobre o Hemisfério Sul, onde é início de
Verão. A situação oposta acontecerá no solstício de verão (do hemisfério
norte).

N

S

Plane of the Equator

δ
Plane of the Ecliptic

The position of the planet Earth with respect to the incidence of the
Sun’s rays around the Northern Hemisphere Winter Solstice.

A situação ao longo do ano é mostrada na próxima figura. Note que
a figura não está desenhada com precisão; no entanto ela mostra os ele-
mentos essenciais em termos de como a incidência dos raios de sol muda
ao longo do ano. Os 4 pontos em destaque são os solstícios e os equinó-
cios. Durante os solstícios, os raios do sol têm incidência máxima em um
dos hemisférios, e isso determina a início do verão e do inverno. Por ou-
tro lado, nos equinócios, os raios solares incidem perpendicularmente ao
equador (daí seus nomes).

A′

B′

C′

D′

δ < 0,↑δ > 0,↑

δ > 0,↓ δ < 0,↓

The incidence of the rays of the Sun on the Earth around the year. The
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sign of the Sun’s declination 𝛿 is indicated between the points A′, B′, C′

and D′, as well as the sign of its rate of change, indicated as positive (↑)
or negative (↓).

Fórmulas de precisão relativamente baixa para os valores de 𝛿 e 𝑟/𝑟𝑎
em determinada data são dadas por van Flandern e Pulkkinen (1979). Es-
sas fórmulas estão convertidos em uma função em Python (ddse) na lis-
tagem 2.5.

Listing 2.5: sunearth.py — Calculation of distance and declination of
Sun as a function of date.

1 from math import pi, modf , sin , cos , asin , sqrt , atan2
2 TwoPi = 2*pi
3 # --------------------------------------------------------------------
4 # ddse
5 #
6 # version: 2019 -05 -04 T13 :46:15
7 #
8 # --------------------------------------------------------------------
9 def ddse(yea ,mon ,day):
10 '''
11 ddse: declination and distance sun -earth a funcion of
12 (year , month , day)
13
14 based on
15
16 Van Flandern , T. C. and Pulkkinen , K. F. (1979) "Low Precision
17 Formulae for Planetary Positions" - The Astronomical Journal
18 Supplement Series , 41 ,391:411.
19 '''
20 # --------------------------------------------------------------------
21 assert(isinstance(yea ,int))
22 assert(isinstance(mon ,int))
23 assert(isinstance(day ,int))
24 # --------------------------------------------------------------------
25 # At GMT noon: this is done with purely integer arithmetic
26 # --------------------------------------------------------------------
27 JD = 367 * yea - ( 7 * (yea + (mon + 9) // 12 ) // 4 ) \
28 + ( 275 * mon // 9 + day ) + 1721014
29 # JD = + 367 * yea \
30 # - 7*(yea + (mon + 9)//12)/4 \
31 # - 3*(( yea + (mon - 9)//7)//100 + 1)//4 \
32 # + 275* mon//9 + day + 1721029
33 # --------------------------------------------------------------------
34 # Obtains tee ,
35 # TT == thousands of Julian years from 2000
36 # TC == hundreds of Julian years from 1900
37 # --------------------------------------------------------------------
38 tee = float(JD - 2451545.0 + 0.5) ;
39 # TT = tee /365250.0
40 TC = tee /36525.0 + 1.0 ;
41 # TC = 10.0*TM + 1.0
42 # --------------------------------------------------------------------
43 # other variables
44 # --------------------------------------------------------------------
45 LS = 0.779072 + 0.00273790931 * tee # mean longitude , Sun
46 GS = 0.993126 + 0.00273777850 * tee # mean anomaly , Sun
47 G5 = 0.056531 + 0.00023080893 * tee # mean anomaly , Jupiter
48 OM = 0.347343 - 0.00014709391 * tee # longitude of lunar ascending mode
49 # --------------------------------------------------------------------
50 # the eccentricity of the Earth comes from a different source:
51 # http :// www.jgiesen.de/kepler/eccentricity.html
52 # --------------------------------------------------------------------
53 # ec = +0.0167086342 - 0.0004203654* TT - 0.0000126734* TT**2 \
54 # +0.0000001444* TT**3 -0.0000000002* TT**4 + 0.0000000003* TT**5
55 # --------------------------------------------------------------------
56 # extracts fractional part
57 # --------------------------------------------------------------------
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58 (LS ,ipart) = modf(LS)
59 (GS ,ipart) = modf(GS)
60 (G5 ,ipart) = modf(G5)
61 (OM ,ipart) = modf(OM)
62 # --------------------------------------------------------------------
63 # converts to radians
64 # --------------------------------------------------------------------
65 LS = LS * TwoPi
66 GS = GS * TwoPi
67 G5 = G5 * TwoPi
68 OM = OM * TwoPi
69 # --------------------------------------------------------------------
70 # obtains VS
71 # --------------------------------------------------------------------
72 VS = + 0.39785 * sin( LS ) \
73 - 0.01000 * sin( LS - GS ) \
74 + 0.00333 * sin( LS + GS ) \
75 - 0.00021 * TC * sin( LS ) \
76 + 0.00004 * sin( LS + 2.0 * GS ) \
77 - 0.00004 * cos( LS ) \
78 - 0.00004 * sin( OM - LS ) \
79 + 0.00003 * TC * sin( LS - GS )
80 # --------------------------------------------------------------------
81 # obtains US
82 # --------------------------------------------------------------------
83 US = + 1.0 \
84 - 0.03349 * cos( GS ) \
85 - 0.00014 * cos( 2.0 * GS ) \
86 + 0.00008 * TC * cos( GS ) \
87 - 0.00003 * sin( GS - G5 )
88 # --------------------------------------------------------------------
89 # Sun's declination
90 # --------------------------------------------------------------------
91 delta = asin( VS / sqrt(US) ) ;
92 # --------------------------------------------------------------------
93 # distance Sun -Earth in the form (r/a) where a is the length
94 # of the largest semi -axis of the Earth 's orbit , i.e.: the equivalent
95 # to one astronomical unit , and r is the Sun -Earth distance
96 # --------------------------------------------------------------------
97 rr = 1.00021 * sqrt( US )
98 return (delta ,rr)
99
100 # --------------------------------------------------------------------
101 # sunman
102 #
103 # version of 2019 -04 -23 T09 :58:05
104 # --------------------------------------------------------------------
105 def sunman(yea ,mon ,day ,sec =0.0):
106 '''
107 sunman: only the sun mean anomaly a funcion of (year , month ,day)
108
109 based on
110
111 Van Flandern , T. C. and Pulkkinen , K. F. (1979) "Low Precision
112 Formulae for Planetary Positions" - The Astronomical Journal
113 Supplement Series , 41 ,391:411.
114 '''
115 # --------------------------------------------------------------------
116 assert(isinstance(yea ,int))
117 assert(isinstance(mon ,int))
118 assert(isinstance(day ,int))
119 # --------------------------------------------------------------------
120 # At GMT noon: this is done with purely integer arithmetic
121 # --------------------------------------------------------------------
122 JD = + 367 * yea \
123 - 7*(yea + (mon + 9)/12)/4 \
124 - 3*(( yea + (mon - 9)/7)/100 + 1)/4 \
125 + 275* mon/9 + day + 1721029
126 # --------------------------------------------------------------------
127 # trying to get more accuracy by calculating seconds
128 # --------------------------------------------------------------------
129 JD = float(JD + sec /86400.0)
130 # --------------------------------------------------------------------
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131 # Obtains tee ,
132 # --------------------------------------------------------------------
133 tee = float(JD - 2451545.0) ;
134 # --------------------------------------------------------------------
135 # other variables
136 # --------------------------------------------------------------------
137 GS = 0.993126 + 0.00273777850 * tee # mean anomaly , Sun
138 (GS ,ipart) = modf(GS)
139 # --------------------------------------------------------------------
140 # converts to radians
141 # --------------------------------------------------------------------
142 GS = GS * TwoPi
143 return(GS)

Alternativamente, fórmulas ainda mais simples são dadas por Stull
(1995). A declinação do sol é

𝛿 = 0,409 cos
(
2𝜋𝑑 − 𝑑𝑟

𝑑𝑎

)
,

onde 𝑑𝑎 = 365 ou 366 é o número de dias do ano, 𝑑𝑟 = 173 ou 174 é o dia
corrido do ano correspondente a 22 junho (solstício de inverno) e 𝑑 é o
dia corrido do ano entre 1 e 365 ou 366 dependendo de o ano ser ou não
bissexto. Todos os ângulos estão em radianos. A distância sol-terra em
unidades astronômicas é

𝑟

𝑟𝑎
=

1 − 𝑒2

1 + 𝑒 cos
(
2𝜋 𝑑−𝑑𝑝

𝑑𝑎

)
onde 𝑒 = 0,0167 é a excentricidade da órbita terrestre, e 𝑑𝑝 = 3 é o dia
corrido do ano correspondente ao perihélio.
A declinação do Sol vista da Terra

A figura a seguir mostra a incidência dos raios do sol vistos da Terra. O
plano do equador é 𝑂𝑥𝑦, e 𝑂𝑦𝑧 é perpendicular ao plano da eclíptica, o
que não é mostrado, mas contém a linha OS ligando o centro da Terra ao
centro do Sol: a declinação do Sol 𝛿 é o ângulo entre os planos da eclíptica
e do Equador, e está indicada na figura. O Sol está muito longe, e podemos
supor que seus raios incidem paralelamente sobre a Terra. No ponto P na
superfície do Terra, um raio vem ao longo de PS′, e o Sol é efetivamente
visto como na posição S′. A posição de P é dada pelo ângulo horário ℎ, que
é a distância angular até o meio-dia solar, e a latitude 𝜑 .
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The declination of the Sun.

A vertical através P é dada pelo vetor unitário 𝒏, e a direção para o Sol
em P é dada pelo vetor unitário 𝒎. Por definição, o ângulo zenital 𝑍 é o
ângulo entre 𝒎 e 𝒏. A partir da figura acima, obtém-se

𝒎 = (0, cos𝛿, sen𝛿),
𝒏 = (cos𝜑 senℎ, cos𝜑 cosℎ, sen𝜑),

donde
𝒎 · 𝒏 = cos𝑍 = cos𝛿 cos𝜑 cosℎ + sen𝛿 sen𝜑.

Várias relações úteis podem ser deduzidas a partir da equação acima:

a) O ângulo𝐻 varrido entre o nascer do sol, quando 𝒏 ∥ 𝑂𝑥𝑧 e cos𝑍 = 0,
e o meio-dia solar é dado por

0 = cos𝛿 cos𝜑 cos𝐻 + sen𝛿 sen𝜑 ⇒
cos𝐻 = − tg𝜑 tg𝛿.

A partir da equação acima, obtém-se o comprimento do dia em horas,
𝑁 :

𝐻

π/2 =
𝑁

12 ⇒ 𝑁 =
24𝐻
π
.

b) A latitude 𝜑𝑝 da noite polar é o ponto em que 𝐻 = 0:

tg𝜑𝑝 = − cotg𝛿 ⇒ 𝜑𝑝 =
π

2 − 𝛿.

c) Nos polos,
cos𝑍 = sen𝛿 ⇒ π

2 − 𝑍 = 𝛿,

de forma que a elevação do Sol é praticamente constante durante o dia.
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d) Ao meio-dia solar,

cosℎ = 1,
cos𝑍 = cos𝛿 cos𝜑 + sen𝛿 sen𝜑

= cos(𝜑 − 𝛿) ⇒
𝑍 = 𝜑 − 𝛿. (2.6)

Radiação

O fluxo de energia por unidade de área associado com diferentes compri-
mentos de onda é chamado irradiância, e dado em unidades de Wm−2 no
SI. O comprimento de onda da radiação depende da temperatura do corpo
emissor; à temperatura𝑇 , um corpo negro emite um espectro de radiação
cujo pico é dada pela lei de Wien,

𝜆𝑚 =
𝛼

𝑇
, (2.7)

onde 𝛼 = 2897.0 μmK (Fleagle e Businger, 1980, p. 217).
A radiação solar, emmitida pelo sol a uma temperatura de cerca de

6 000 K, abrange uma gama de comprimentos de onda 𝜆 ∼ 0.3–3 μm, e
atinge o topo da atmosfera da Terra. A constante solar 𝑅𝑠0 ≈ 1361.5Wm−2

é a irradiância na direção dos raios do sol a uma distância de 1UA = 𝑟𝑎 do
Sol. A irradiância numa direcção perpendicular ao topo da atmosfera em
um determinado dia e latitude é a irradiância solar extra-atmosférica, e é
dada por

𝑅𝑠𝑒𝑎 = 𝑅𝑠0
(𝑟𝑎
𝑟

)2
cos𝑍 .

O valor médio de 𝑅sea ao longo de 24 horas é uma quantidade útil, que
pode mais tarde ser usada para estimar a irradiação solar 𝑅𝑠 média diária
que atinge a superfície da Terra.

𝑅𝑠𝑒𝑎 (𝑡) = 𝑅𝑠0
(𝑟𝑎
𝑟

)2
[sen𝛿 sen𝜑 + cos𝛿 cos𝜑 cosℎ(𝑡)] ;

⟨𝑅𝑠𝑒𝑎⟩ = 1
𝐷

∫ 𝑇

0
𝑅𝑠𝑒𝑎 (𝑡) d𝑡,

onde 𝐷 = 86400 s é a duração do dia, e 𝑇 é a duração do brilho solar, com
o tempo 𝑡 medido do nascer até o por do sol. Mas

𝐷 =
2π
𝜔
,

𝜔d𝑡 = dℎ,

onde 𝜔 é a velocidade angular da Terra, donde

⟨𝑅𝑠𝑒𝑎⟩ =
∫ +𝐻

−𝐻

𝜔

2π𝑅𝑠0
(𝑟𝑎
𝑟

)2
[sen𝛿 sen𝜑 + cos𝛿 cos𝜑 cosℎ(𝑡)] dℎ

𝜔

=

(𝑟𝑎
𝑟

)2 𝑅𝑠0
π

[𝐻 sen𝛿 sen𝜑 + cos𝛿 cos𝜑 sen𝐻 ] .
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A irradiância solar ou irradiância de ondas curtas 𝑅𝑠 atingindo a su-
perfície do Terra é na maior parte do tempo menor que 𝑅𝑠𝑒𝑎 . Idealmente,
ela deveria ser medida diretamente com piranômetros, mas historicamente
tem sido estimada por medições de duração do brilho intenso do sol 𝑛 (ge-
ralmente em horas), através da equação de Prescott (Brutsaert, 1982):

⟨𝑅𝑠⟩ = ⟨𝑅𝑠𝑒𝑎⟩
[
𝑎 + 𝑏 𝑛

𝑁

]
,

com 𝑎 ∼ 0.25 e 𝑏 ∼ 0.50, e onde 𝑁 é a duração do brilho do sol (o fo-
toperíodo): o tempo decorrido entre o nascer e o por do sol. Note que a
equação de Prescott não é capaz de prever valores de 𝑅𝑠 em uma escala de
∼ 1 h, mas apenas a média de 24 horas, porque a duração do brilho intenso
do sol é uma medição integral (diária).

Além de radiação solar, a superfície da Terra também recebe radiação
emmitida pela atmosfera, em de comprimentos de onda 𝜆 ∼ 3–100 μ𝑚,
devido ao fato de que as fontes emissoras estão a temperaturas da ordem
de 300 K. Esta irradiância de ondas longas ou atmosférica que atinge a
superfície é𝑅𝑎 . Finalmente, a própria superfície re-emite radiação de volta
para a atmosfera; esta é a irradiância emitida 𝑅𝑒 .

A Figura a seguir mostra (de novo) esquematicamente o balanço de
energia na superfície da terra.

Rs

αRs

Ra

(1 − ϵ)Ra

Re

H

LE

G

A razão entre a irradiância solar refletida e a irradiância radiação solar
incidente é o albedo 𝛼 da superfície; e a razão entre a irradiância atmos-
férica absorvida e a irradiância atmosférica incidente é a absortividade /
emissividade 𝜖 da superfície. A irradiância líquida é o fluxo total de ener-
gia absorvida por unidade de área da superfície:

𝑅𝑛 = 𝑅𝑠 (1 − 𝛼) + 𝜖𝑅𝑎 − 𝑅𝑒 .
Radiação atmosférica

A estimativa da irradiância atmosférica (de onda longa) incidente é um
assunto complicado. Ele geralmente é dividido em duas partes: a estima-
tiva da irradiância atmosférica céu claro, 𝑅𝑎𝑐 , e a estimativa do aumento
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de irradiância atmosférica devido 1a presença de nuvens. irradiância at-
mosférica de céu claro é geralmente obtida a partir de equações com o
forma

𝑅𝑎𝑐 = 𝜖𝑎𝑐𝜎𝑇
4
𝑎 ,

que é obviamente inspirada pela lei de Stefan-Boltzmann para um corpo
cinza. Ela parece ter tido uma origem estritamente empírica no trabalho
de Brunt (1932), na forma

𝜖𝑎𝑐 = 0.52 + 0.0065
√
𝑒𝑎 .

(Em unidades SI), mas pode ser obtida a partir das equações para a trans-
fência radiativa na atmosfera sob certas premissas simplificadoras. Talvez
a maneira mais clara, e um das mais simples, de deduzi-la seja a de Brutsa-
ert (1975a). Em princípio, a radiação de onda longa que atinge a superfície
pode ser encontrada integrando-se a equação de Schwarzchild

d𝐼𝜆 = −𝑘𝜆 (𝐼𝜆 − 𝐵𝜆 (𝑇 )),

onde 𝐼𝜆 é a irradiância no comprimento de onda 𝜆 atravessando a atmos-
fera. Mas uma alternativa que produz um resultado analítico mais direto
é uma integral sobre o caminho ótico 𝑢,

𝑅𝑎𝑐 =

∫ ∞

0
𝜎𝑇 4d𝜖𝑓

d𝑢 d𝑢.

Considere agora uma distribuição exponencial de temperatura na atmos-
fera,

𝑇 (𝑧) = 𝑇0 exp
(
−𝛾𝑧
𝑇0

)
com 𝛾 = 6.5 K km−1 e 𝑇0 = 288.15 K. Em primeira aproximação,

d𝑇
d𝑧 = −𝛾,

de forma que

𝑝 = 𝜌𝑅𝑑𝑇,

d𝑝 = −𝜌𝑔d𝑧,
d𝑝
𝑝

=
𝑔

𝑅𝑑𝑇
d𝑧 = 𝑔

𝛾𝑅𝑑

d𝑇
𝑇
,

𝑝

𝑝0
=

(
𝑇

𝑇0

) 𝑔

𝛾𝑅𝑑

.

Para o vapor d’água,

𝑒0 = 𝜌𝑣0𝑅𝑣𝑇,

𝜌𝑣0 =
𝑒0
𝑅𝑣𝑇0

,

𝜌𝑣 (𝑧) = 𝜌𝑣0 exp(−𝑘𝑤𝑧),
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com 𝑘𝑤 = 4.4× 10−4m−1. Em Brutsaert (1975a), A emissividade efetiva 𝜖𝑓
é dada em função do caminho ótico

𝑢 =

∫ 𝑧

0
𝜌𝑣 (𝜁 )

(
𝑝

𝑝0

)1/2
d𝜁

por
𝜖𝑓 = 𝐴𝑎

𝑚,

com 𝐴 = 0.75,𝑚 = 1/7 e
𝑎 =

𝑢

𝜌𝑤

em centímetros equivalentes de água (com 𝜌𝑤 = 1 g cm−3). Parece preferí-
vel, entretanto, usar uma versão em que fatores adimensionais aparecem
mais claramente. Façamos portanto

𝜖𝑓 (𝑢) =
(
𝑢

𝑢0

)𝑚
.

Então, obtemos a partir das equações acima

𝑢0 = (0.75)−1/7 = 7.491541 g cm−2 = 74.91541 kgm−2.

Diferenciando 𝜖𝑓 (𝑢),
d𝜖𝑓
d𝑢 =

𝑚

𝑢0

(
𝑢

𝑢0

)𝑚−1
,

e substituindo na integral para 𝑅𝑎𝑐 ,

𝑅𝑎𝑐 =

∫ ∞

𝑢=0
𝜎

(
𝑇0e−𝛾𝑧/𝑇0

)4 𝑚
𝑢0

(
𝑢

𝑢0

)𝑚−1
d𝑢

=

∫ ∞

𝑧=0
𝜎𝑇 4

0 e−4𝛾𝑧/𝑇0
𝑚

𝑢0

(
1
𝑢0

∫ 𝑧

𝜁=0
𝜌𝑣0

(
𝑝

𝑝0

)1/2
d𝜁

)𝑚−1
𝜌𝑣

(
𝑝

𝑝0

)1/2
d𝑧.

Prosseguindo,

𝑅𝑎𝑐 =

∫ ∞

𝑧=0
𝜎𝑇 4

0 e−4𝛾𝑧/𝑇0
𝑚

𝑢0

(
1
𝑢0

∫ 𝑧

𝜁=0
𝜌𝑣0e−𝑘𝑤𝜁

(
𝑇

𝑇0

)𝑔/(2𝛾𝑅𝑑 )
d𝜁

)𝑚−1
𝜌𝑣0e−𝑘𝑤𝑧

(
𝑇

𝑇0

)𝑔/(2𝛾𝑅𝑑 )
d𝑧

=

∫ ∞

𝑧=0
𝜎𝑇 4

0 e−4𝛾𝑧/𝑇0
𝑚

𝑢0

(
1
𝑢0

∫ 𝑧

𝜁=0
𝜌𝑣0e

−
(
𝑘𝑤+ 𝑔

2𝑅𝑑𝑇0

)
𝜁 d𝜁

)𝑚−1
𝜌𝑣0e

−
(
𝑘𝑤+ 𝑔

2𝑅𝑑𝑇0

)
𝑧 d𝑧

=𝑚

(
𝜌𝑣0
𝑢0

)𝑚
𝜎𝑇 4

0

∫ ∞

𝑧=0
e−

(
4𝛾
𝑇0
+𝑘𝑤+ 𝑔

2𝑅𝑑𝑇0

)
𝑧

(∫ 𝑧

𝜁=0
e−

(
𝑘𝑤+ 𝑔

2𝑅𝑑𝑇0

)
𝜁 d𝜁

)𝑚−1
d𝑧.

Para simplificar a notação um pouco, façamos

𝑘1 =
4𝛾
𝑇0

+ 𝑘2,

𝑘2 = 𝑘𝑤 + 𝑔

2𝑅𝑑𝑇0
;
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então,

𝑅𝑎𝑐 =𝑚

(
𝜌𝑣0
𝑢0

)𝑚
𝜎𝑇 4

0

∫ ∞

𝑧=0
e−𝑘1𝑧

(∫ 𝑧

𝜁=0
e−𝑘2𝜁 d𝜁

)𝑚−1
d𝑧

=𝑚

(
𝜌𝑣0
𝑢0𝑘2

)𝑚
𝜎𝑇 4

0

∫ ∞

𝑧=0
e−𝑘1𝑧

(
1 − e−𝑘2𝑧

)𝑚−1
𝑘2 d𝑧.

Agora nós fazemos a mudança de variáveis

𝑡 = e−𝑘2𝑧,
d𝑡 = −𝑘2e−𝑘2𝑧 d𝑧,

e obtemos

𝑅𝑎𝑐 =𝑚

(
𝜌𝑣0
𝑢0𝑘2

)𝑚
𝜎𝑇 4

0

∫ 0

𝑧=∞

(
e−𝑘2𝑧

) 𝑘1
𝑘2
−1 (

1 − e−𝑘2𝑧
)𝑚−1

𝑘2
(
−e−𝑘2𝑧

)
d𝑧

=𝑚

(
𝜌𝑣0
𝑢0𝑘2

)𝑚
𝜎𝑇 4

0

∫ 1

𝑡=0
𝑡
𝑘1
𝑘2
−1 (1 − 𝑡)𝑚−1 d𝑡

=

[
𝑚

(
𝑒0

𝑢0𝑘2𝑅𝑣𝑇0

)𝑚
𝐵

(
𝑘1
𝑘2
,𝑚

)]
︸                              ︷︷                              ︸

𝜖𝑎𝑐

𝜎𝑇 4
0 .

No SI, a equação de Brutsaert é

𝜖𝑎𝑐 = 0.64
(
𝑒𝑎

𝑇𝑎

)1/7
.

Efeito da nebulosidade sobrea a irradiância atmosférica.

A irradiância atmosférica aumenta na presença de nuvens. Uma forma de
considerar esse efeito é propor

𝑅𝑎 = 𝜙𝑅𝑎𝑐,

onde𝜙 é alguma função de um índice de nebulosidade. A equação de Bolz,
em termos da cobertura de nuvens 𝑐 , é

𝜙 = 1 + 0.22𝑐2 (2.8)

A nebulosidade é reportada em estações meteorológicas operadas manu-
almente em oktas, ou oitavos de céu coberto por nuvensWikipedia (2019).
Quando 𝑐 não está disponível, um substituto é

𝑐 = 1 − 𝑛/𝑁, (2.9)

onde 𝑛 e 𝑁 foram definidos acima. Da mesma forma que a equação de
Prescott, o par de equações acima só pode ser usado para produzir esti-
mativas médias diárias.

Equações mais recentes têm sido desenvolvidas para estimar 𝜙 em
escala horária, e podem ser encontradas, por exemplo, em Duarte et al.
(2006).
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Radiação emitida

Finalmente, a irradiância emitida pela superfície (quando esta está à tem-
peratura 𝑇0) é

𝑅𝑒 = 𝜖𝜎𝑇
4
0 .

A tabela a seguir dá as propriedades radiativas de diversos tipos de
superfície:

Propriedades radiativas de diversas superfícies Fonte: Brutsaert (1982),
Garratt (1994), Oke (1987) e Stull (1995)

Superfície Tipo Albedo Emissividade
1. Solos Escuro e saturado 0,05 – 0,15 0,98

Areia, saturado 0,15 – 0,25 0,98
Argila, saturado 0,15 – 0,20 0,97
Areia, seco 0,20 – 0,40 0,95
Argila, seco 0,20 – 0,35 0,95
Deserto 0,20 – 0,45 0,84 – 0,91

2. Vegetação
2.1 Florestas Tropicais 0,07 – 0,15 0,97 – 0,99

Coníferas 0,10 – 0,19 0,97 – 0,99
Decíduas, caducas 0,14 – 0,20 0,96 – 0,98
Cobertas de neve 0,20 – 0,30 0,97 – 0,99

2.2 Agricultura Pomares 0,15 – 0,20 0,96 – 0,97
Soja, batata, alfafa. . . 0,15 – 0,25 0,97 – 0,98

2.3 Rasteira Tundras, gramíneas 0,18 – 0,25 0,90
2.4 Cerrado Campinas, padrarias 0,20 – 0,30 0,90 – 0,95
2.5 Grama e capim Alto e médio 0,15 – 0,30 0,90 – 0,95

Baixo 0,15 – 0,25 0,90 – 0,95
3. Oceano e lagos Pequeno ângulo zenital 0,03 – 0,10 0,92 – 0,97

Grande ângulo zenital 0,10 – 1,00 0,92 – 0,97
4. Neve Recente 0,65 – 0,95 0,95

Velha 0,45 – 0,65 0,90
5. Gelo Calotas polares 0,30 – 0,45 0,92 – 0,97

Geleiras 0,20 – 0,40 0,96
6. Construções Área urbana 0,15 0,85 – 0,95

Asfalto 0,05 – 0,15 0,95
Concreto 0,15 – 0,37 0,71 – 0,90

A tabela a seguir mostra alguns valores anuais de 𝑎, 𝑏 que têm sido
utilizados em diversos estudos no Brasil.

Valores dos parâmetros 𝑎, 𝑏 da equação de Prescott para várias
localidades do Brasil. Fontes: Vianello e Alves (1991), Tubelis e

Nascimento (1984), Laperuta et al.(1997), Silva et al.(1997), Reis (1996).
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Localidade Lat. Long. 𝑎 𝑏

Bagé RS 31◦ 20′ S 54◦ 06′ O 0,250 0,380
Botucatu SP 22◦ 52′ S 48◦ 26′ O 0,244 0,471
Brasília DF 15◦ 47′ S 47◦ 56′ O 0,279 0,459
Campinas SP 22◦ 53′ S 47◦ 04′ 0 0,230 0,560
Cananéia SP 25◦ 00′ S 47◦ 55′ O 0,214 0,852
Caxias do Sul RS 29◦ 11′ S 51◦ 12′ O 0,250 0,530
Encruzilhada do
Sul RS

30◦ 31′ S 52◦ 30′ O 0,230 0,540

Estado de São
Paulo

0,240 0,580

Estado do Rio
Grande do Sul

0,230 0,460

Fortaleza CE 03◦ 43′ S 38◦ 32′ O 0,270 0,360
Irecê BA 11◦ 19′ S 41◦ 52′ O 0,330 0,330
João Pessoa PB 07◦ 07′ S 34◦ 52′ O 0,280 0,360
Mococa SP 21◦ 28′ S 47◦ 00′ O 0,400 0,410
Monte Alegre do
Sul SP

22◦ 40′ S 46◦ 40′ O 0,190 0,610

Paulo Afonso BA 09◦ 21′ S 38◦ 15′ O 0,310 0,330
Passo Fundo RS 28◦ 15′ S 52◦ 24′ O 0,180 0,400
Pelotas RS 31◦ 45′ S 52◦ 19′ O 0,350 0,460
Petrolina PE 09◦ 23′ S 40◦ 29′ O 0,330 0,410
Pindamonhangaba
SP

22◦ 53′ S 45◦ 27′ O 0,280 0,560

Piracicaba SP 22◦ 42′ S 47◦ 38′ O 0,180 0,620
Presidente Pru-
dente SP

22◦ 07′ S 51◦ 22′ O 0,190 0,390

Propriá SE 10◦ 12′ S 36◦ 52′ O 0,320 0,370
Rio Grande RS 32◦ 31′ S 52◦ 05′ O 0,160 0,690
Salvador BA 12◦ 58′ S 38◦ 31′ O 0,290 0,390
São Luiz MA 02◦ 32′ S 44◦ 18′ O 0,260 0,330
São Luiz Gonzaga
RS

28◦ 24′ S 54◦ 57′ O 0,300 0,290

Serra Azul MG 19◦ 58′ S 44◦ 21′ O 0,234 0,377
Teresina PI 05◦ 05′ S 42◦ 48′ O 0,310 0,370
Viçosa MG 20◦ 45′ S 42◦ 53′ O 0,230 0,376

Agora, o balanço de energia na superfície é dado por

𝑅𝑛0 = 𝐻 + 𝐿𝐸 +𝐺 + 𝐷.

O índice 0 de 𝑅𝑛0 é uma novidade e indica que a superfície encontra-se
à temperatura real 𝑇0. Esta equação define os processos fundamentais de
troca de energia na superfície. A radiação líquida é repartida entre o fluxo
de calor sensível (𝐻 ) que vai aquecer o ar; o fluxo de calor latente (𝐿𝐸)
responsável pela mudança de fase da água líquida em vapor na superfície;
o fluxo de calor pelo fundo do volume de controle subsuperficial (𝐺); e o
termo 𝐷 de aquecimento/resfriamento do volume de controle. Em terra,
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podemos considerar um volume de controle subsuperficial de espessura
infinitesimal, e desprezar 𝐷 ; em lagos, 𝐷 representa o aquecimento/res-
friamento das águas do lago, e 𝐺 é o fluxo de calor através do fundo do
lago, sendo muitas vezes desprezado. Quando𝐺 não é medido em terra, é
comum adotar-se as seguintes simplificações (Brutsaert, 1982; Stull, 1995):
a nível horário,

𝐺 ≈ 0.3𝑅𝑛0;
a nível diário ou sobre escalas temporais maiores, 𝐺 tende a ser uma ou
mais ordens de grandeza menor que os demais termos da equação de ba-
lanço de energia, e consequentemente pode ser desprezado (Brutsaert,
1982). Finalmente, para calcular 𝐷 em lagos, é preciso levar em conta
os seguintes fatores (Dias e Reis, 1996):

1. é preciso usar o teorema do transporte de Reynolds para calcular o
balanço de entalpia armazenada na água a partir de perfis de tem-
peratura da água sucessivos no tempo;

2. a sua importância é tanto maior quanto mais fundo for o lago —
para lagos muito rasos, 𝐷 pode ser desprezado;

3. a profundidade também afeta o intervalo mínimo de tempo neces-
sário entre medições sucessivas para que a estimativa de𝐷 seja acu-
rada.

Para o caso simples em que a advecção de entalpia não é importante, e os
níveis do lago no início e no fim de um período Δ𝑡 entre duas medições
sucessivas de perfis de temperatura da água não sãomuito diferentes, Dias
e Reis obtiveram

⟨𝐷⟩ ≈ 1
𝐴𝑠Δ𝑡

∫ 𝑧

𝑧𝑓

𝜌𝑤𝑐𝑤 [𝑇 (𝑧, 𝑡 + Δ𝑡) −𝑇 (𝑧, 𝑡)]𝐴(𝑧) 𝑑𝑧,

onde ⟨·⟩ indica uma média de 𝐷 sobre Δ𝑡 , 𝑐𝑤 é o calor específico da água
(J kg−1 K−1), 𝐴(𝑧) é a curva cota-área, 𝑧 é o mínimo entre os níveis inicial
e final do reservatório, 𝑧 𝑓 é a cota do fundo e 𝑇 (𝑧, 𝑡), 𝑇 (𝑧, 𝑡 + Δ𝑡) são os
perfis de temperatura da água.

A temperatura da superfície 𝑇0 pode ser medida quando a superfície
for líquida. Sobre superfícies terrestres, a temperatura da superfície é um
parâmetro cuja definição é problemática, já que a “superfície” é formada
por folhas, galhos, solo nu, etc., entremeados pelo ar. Algumas alterna-
tivas para eliminar a temperatura da superfície das equações serão men-
cionadas na sequência, principalmente em relação à equação de Penman.
Com os termos do balanço de energia estimados (de alguma forma), duas
grandezas adimensionais importantes são a Razão de Bowen

𝐵𝑜 =
𝐻

𝐿𝐸

e a Fração Evaporativa

𝐹𝑒 =
𝐿𝐸

𝑅𝑙0 −𝐺 − 𝐷 .
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Repartição de energia e importância da evaporação e evapotrans-
piração

A razão de Bowen e a fração evaporativa dependem fortemente do tipo de
superfície e do estado de umidade do solo. Quando há umidade disponível
na superfície, a radiação líquida tende a ser utilizada para evapo(transpi)ração,
e 𝐿𝐸 torna-se bem maior que 𝐻 . Quando a umidade fica restrita, a pro-
porção de 𝐻 no balanço de energia aumenta (Brubaker e Entekhabi, 1995,
1996). Desta forma a razão de Bowen é pequena para superfícies líquidas,
florestas úmidas, etc., e bem maior para campos ou solo nu com pouca
umidade. Um outro aspecto que merece nota é a importância da evapora-
ção/evapotranspiração no ciclo hidrológico como um todo: note na tabela
a seguir que mais de 50% do que chove sobre os continentes retorna à
atmosfera por evapo(transpi)ração. Note também dois outros fatos signi-
ficativos: a América do Sul é extraordinariamente mais bem provida de
chuva do que os outros continentes, o que certamente tem a ver com a
Amazônia; e em continentes com vastas áreas de deserto (África e Ocea-
nia), a relação 𝐸/𝑃 tende a ser maior (o que é intuitivo).

Precipitação e evaporação continentais Fonte: Brutsaert (1982)
Europa Ásia África Am. N. Am. S. Oceania

𝑃 (mm) 734 726 686 670 1648 736
𝐸(mm) 415 433 547 383 1065 510
𝐸/𝑃 0.57 0.60 0.80 0.57 0.65 0.69

A tabela acima deve ser encarada com circunspecção, por se tratar de
uma média sobre cada continente. Os valores individuais de 𝐸 e 𝑃 podem
variar significativamente no espaço, mesmo sobre uma região do tamanho
do estado do Paraná. Segundo Dias e Kan (1998), 𝐸/𝑃 é da ordem de 0,5 na
bacia do rio Jangada, tributário do rio Iguaçu, ao Sul do Estado do Paraná,
onde a precipitação é bem distribuída ao longo do ano, e a umidade e
nebulosidade são altas; na bacia do rio das Cinzas, no norte do estado,
𝐸/𝑃 ∼ 0,25 (embora não se possa eliminar totalmente a hipótese de que
haja perdas subterrâneas, que distorçam a estimativa de 𝐸 por balanço
hídrico).

2.10 Os fundamentos físicos dos métodos de medição
de evaporação

Balanço de massa

Considere um volume de controle dentro do qual a massa de água arma-
zenada é 𝑆 . Se𝑄𝑒 é a vazão líquida efluente, 𝑃 é a precipitação e 𝐸 a evapo-
ração/evapotranspiração através da superfície superior de área horizontal
𝐴,

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= (𝑃 − 𝐸) −𝑄.

O balanço de massa é rotineiramente aplicado, embora não sem al-
guns problemas, em lisímetros e tanques evaporimétricos. Ele também é
utilizado em agrometeorologia para determinar a necessidade de irriga-
ção dos solos a partir de estimativas da evapotranspiração, e é a base para
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estimativas climatológicas de longo curso da evapotranspiração de bacias
hidrográficas (chegando à escala continental) a partir de registros de pre-
cipitação e vazão. De fato, integrando-se a equação de balanço de massa
(ou hídrico) ao longo de um tempo suficientemente longo, o termo de ar-
mazenamento torna-se desprezível, e é possível explicitar 𝐸 em função de
𝑃 e 𝑄 .
Medição de covariâncias turbulentas (Eddy covariance)

O método só pode ser aplicado, como diz o nome, se levarmos em
conta a presença da turbulência no ar. Para uma grandeza qualquer 𝑎
(a velocidade 𝑢 horizontal, a velocidade 𝑤 vertical, a densidade de vapor
d’água 𝜌𝑣 , etc.) nós utilizaremos a decomposição de Reynolds,

𝑎 = 𝑎 + 𝑎′,
E precisaremos utilizar (em geral implicitamente neste curso, para não
irmos a fundo demais nas questões) os postulados de Reynolds. Esses pos-
tulados estão ligados ao cálculo de médias. Tipicamente, utilizaremos

𝑎′ = 0,
𝑎′𝑏′ ≠ 0 (em geral),
𝜕

𝜕𝑡
𝑎 =

𝜕𝑎

𝜕𝑡
,

etc. Note que no restante do texto quando nos referimos a uma gran-
deza meteorológica nós não usamos as barras! Por exemplo, a equação
de Penman se aplica (estritamente) em nível horário ou sub-horário. No
entanto, nela o símbolo 𝑢 signfica a velocidade média do vento durante
(digamos) uma hora, enquanto que aqui estamos explicitando essa média,
e escrevendo 𝑢.

A figura a seguir mostra a essência dométodo demedição de covariân-
cias turbulentas. Nós vamos ilustrá-la para diversos pares de grandeza in-
tensiva↔ grandeza extensiva (Fox e McDonald, 1981) (identificadas pela
grandeza extensiva na lista a seguir), a saber: a massa de ar seco, a massa
de vapor d’água, a massa de CO2.
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Mass balance to a virtual “box” (a control volume) of a height 𝑧𝑎 over a
homogeneous surface of length 𝐿 throughout in the wind direction.

Para o volume de controle C mostrado, limitado pela superfície fe-
chada S , a equação de balanço de massa de um gás atmosférico cuja con-
centração é 𝑐 é∫

C
𝑠𝑐 𝑑𝑉 −

∮
S
(𝒏 · 𝒋𝑐) 𝑑𝑆 =

𝜕

𝜕𝑡

∫
C
𝜌𝑐 𝑑𝑉 +

∮
S
𝜌𝑐 (𝒏 · 𝒖) 𝑑𝑆. (2.10)
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Em (2.10), 𝒋𝑐 é vetor o fluxo difusivo de massa do gás 𝑐 na superfície
de C e 𝑠𝑐 são as fontes de produção do gás 𝑐 no interior de C (por exem-
plo, produção de CO2 pela respiração noturna das plantas). Estes termos
formam o fluxo total do gás 𝑐 para dentro do volume C :

F𝑐 ≡
∫

C
𝑠𝑐 𝑑𝑉 −

∮
S
(𝒏 · 𝒋𝑐) 𝑑𝑆. (2.11)

Para prosseguir, é preciso levar em consideração a composição gasosa
da atmosfera, e a importância das contribuições para as fontes e os fluxos
difusivos na fronteira de C . Considere a atmosfera constituída essenci-
almente por 3 componentes. A parte “seca” é formada principalmente
por O2 e N2, sendo considerada como se fosse um gás com constante
𝑅𝑑 = 287,05 J kg−1 K−1 (a constante de gás para ar seco). A componente
úmida é vapor d’água H2O, cuja constante de gás é 𝑅𝑣 = 461,52 J kg−1 K−1.
Considere agora uma terceira componente, formada por um gás de efeito
estufa. Para fixar idéias, suponha CO2, cuja constante de gás é 𝑅𝑐 =

188,92 J kg−1 K−1. A densidade do ar é a soma das densidades de cada com-
ponente:

𝜌 = 𝜌𝑑 + 𝜌𝑣 + 𝜌𝑐, (2.12)

onde 𝜌𝑑 é a densidade do ar seco, 𝜌𝑣 é a densidade do vapor d’água, e 𝜌𝑐
é a densidade do CO2. Da mesma forma, os fluxos difusivos e as fontes se
somam:

𝑠 = 𝑠𝑑 + 𝑠𝑣 + 𝑠𝑐, (2.13)
𝒋 = 𝒋𝑑 + 𝒋𝑣 + 𝒋𝑐 . (2.14)

Para o ar seco, 𝑠𝑑 = 0, 𝒋𝑑 = 0 (Finnigan, 2009). Segundo Lee e Massman
(2011), esta hipótese é uma novidade fundamental da teoria proposta por
Webb et al. (1980). Expandindo a derivada em relação ao tempo em (2.10),

F𝑐 =

∫
𝑉

𝜕𝜌𝑐

𝜕𝑡
𝑑𝑉 +

∮
𝑆

𝜌𝑐 (𝒏 · 𝒖) 𝑑𝑆. (2.15)

O termo envolvendo a advecção demassa através da superfície de controle
deve ser contabilizado para cada uma das superfícies ➀, ➁ e ➂:∫

➀
𝜌𝑐 (𝒏 · 𝒖) 𝑑𝑆 = −

∫ 𝑏

𝑦=0

∫ 𝑧𝑎

𝑧=0
𝜌𝑐𝑢 (𝑥 = 0, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧 𝑑𝑦, (2.16)∫

➁
𝜌𝑐 (𝒏 · 𝒖) 𝑑𝑆 = +

∫ 𝑏

𝑦=0

∫ 𝑧𝑎

𝑧=0
𝜌𝑐𝑢 (𝑥 = 𝐿,𝑦, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧 𝑑𝑦, (2.17)∫

➂
𝜌𝑐 (𝒏 · 𝒖) 𝑑𝑆 = +

∫ 𝐿

𝑥=0

∫ 𝑏

𝑦=0
𝜌𝑐𝑤 (𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑧𝑎, 𝑡) 𝑑𝑦 𝑑𝑥 . (2.18)

Considere agora a média de (2.15), indicada por uma barra. Utilizando as
propriedades de comutação da média com a derivada,

F𝑐 =

∫
𝑉

𝜕𝜌

𝜕𝑡
𝑑𝑉 +

∮
𝑆

𝜌 (𝒏 · 𝒖) 𝑑𝑆. (2.19)
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Note que F𝑐 é uma taxa de transferência de massa para dentro de C , em
kgc s−1 no SI. Se o escoamento for homogêneo em 𝑥 e em 𝑦, então

[𝜌𝑐𝑢] (𝑥 = 0, 𝑦, 𝑧) = [𝜌𝑐𝑢] (𝑥 = 𝐿,𝑦, 𝑧), ∀𝑦, 𝑧 (2.20)

Observe que isso é válido apenas na média; prosseguindo,∫
➀
𝜌𝑐 (𝒏 · 𝒖) 𝑑𝑆 +

∫
➁
𝜌𝑐 (𝒏 · 𝒖) 𝑑𝑆 = 0. (2.21)

A hipótese de homogeneidade horizontal também implica que [𝜌𝑐𝑤] (𝑥,𝑦, 𝑧 =
𝑧𝑎) é independente tanto de 𝑥 quanto de 𝑦, de forma que∫ 𝐿

𝑥=0

∫ 𝑏

𝑦=0
[𝜌𝑐𝑤] (𝑥,𝑦, 𝑧 = 𝑧𝑎) 𝑑𝑦 𝑑𝑥 = [𝜌𝑐𝑤] (𝑧 = 𝑧𝑎)𝑏𝐿. (2.22)

Para a densidade média 𝜌𝑐 a hipótese de homogeneidade horizontal
leva a

𝜌𝑐 = 𝜌𝑐 (𝑧, 𝑡), (2.23)
onde (2.15), com o uso de (2.21) e (2.22), reduz-se a

F𝑐 = 𝑏𝐿

∫ 𝑧𝑎

0

𝜕𝜌𝑐

𝜕𝑡
𝑑𝑧 + 𝑏𝐿[𝜌𝑐𝑤] (𝑧 = 𝑧𝑎),

F𝑐

𝑏𝐿
≡ 𝐹𝑐 =

∫ 𝑧𝑎

0

𝜕𝜌𝑐

𝜕𝑡
𝑑𝑧 + [𝜌𝑐𝑤] (𝑧 = 𝑧𝑎), (2.24)

onde 𝐹𝑐 é o fluxo específico (fluxo por unidade de área da superfície) de
massa do gás. O termo transiente é mantido em (2.24) para permitir uma
análise de sua importância, que se segue agora.

Pelo Teorema do Valor Médio do Cálculo Diferencial e Integral, se 0 ≤
𝑧∗ ≤ 𝑧𝑎:

𝐹𝑐 =
𝜕

𝜕𝑡
{𝑧𝑎𝜌𝑐 (𝑧∗)} + [𝜌𝑐𝑤] (𝑧 = 𝑧𝑎). (2.25)

O termo transiente pode ser desprezado se

𝑧𝑎
𝜕

𝜕𝑡
{𝜌𝑐 (𝑧∗)} ≪ [𝜌𝑐𝑤] (𝑧 = 𝑧𝑎); (2.26)

neste caso, obtém-se a equação padrão do método de covariâncias turbu-
lentas para o fluxo superficial do gás 𝑐:

𝐹𝑐 = [𝜌𝑐𝑤] (𝑧 = 𝑧𝑎). (2.27)

Observe como a escolha de 𝑧𝑎 é crucial: quanto maior o seu valor, mais
importante se torna o efeito de 𝜕𝜌𝑐/𝜕𝑡 ; como é de se esperar que o valor de
𝜌𝑐 evolua ao longo do tempo em função inclusive do próprio fluxo super-
ficial 𝐹𝑐 , não é realista admitir que o termo transiente seja identicamente
nulo em uma atmosfera real; a rigor, é uma combinação de um valor pe-
queno para a derivada temporal com uma altura de medição “baixa” (além
é claro da hipótese de homogeneidade horizontal) que garante que (2.27)
nos dá um valor acurado de 𝐹𝑐 na superfície.

62



Como vimos acima, para o ar seco F𝑠 ≡ 0, donde (2.27) com 𝑐 = 𝑠 leva
a

F𝑑

𝑏𝐿
= 0 = [𝜌𝑑𝑤] (𝑧 = 𝑧𝑎). (2.28)

Esta é uma hipótese fundamental na dedução da correção WPL (Webb
et al., 1980), que no entanto é mencionada de passagem naquele artigo.
Neste texto, (2.28) é deduzida rigorosamente a partir das hipóteses de ho-
mogeneidade horizontal e de estacionariedade e do balanço de ar seco
para um volume de controle, da mesma forma que em Finnigan (2009), e
Lee e Massman (2011).

Debaixo das mesmas hipóteses de homogeneidade e estacionariedade,
os fluxos específicos (i.e., por unidade de área) de massa de vapor d’água
e massa de CO2 são

𝐸 ≡ F𝑣

𝑏𝐿
= [𝜌𝑣𝑤] (𝑧 = 𝑧𝑎),

𝐹 ≡ F𝑐

𝑏𝐿
= [𝜌𝑐𝑤] (𝑧 = 𝑧𝑎).

Além dos fluxos de massa descritos acima, são também imprescindí-
veis em medições micrometeorológicas os fluxos de quantidade de movi-
mento,

𝜏 ≡ F𝑢

𝑏𝐿
= [𝜌𝑢𝑤] (𝑧 = 𝑧𝑎), (2.29)

e o fluxo de calor sensível

𝐻 ≡ F𝜃

𝑏𝐿
= [𝜌𝑐𝑝𝑤𝜃 ] (𝑧 = 𝑧𝑎), (2.30)

onde 𝜃 é a temperatura potencial.
Em nome da simplicidade, daqui por diante omitiremos o nível de me-

dição; assim, por exemplo, escreveremos 𝜌𝑣𝑤 em lugar de [𝜌𝑣𝑤] (𝑧 = 𝑧𝑎).
Teoria de Similaridade de Monin-Obukhov

Hipóteses básicas:

• O escoamento médio é estacionário:

𝜕(·)
𝜕𝑡

= 0. (2.31)

• O escoamento é unidirecional:

𝒖 = (𝑢, 0, 0), 𝑣 = 𝑤 = 0. (2.32)

• O escoamento médio é homogêneo em 𝑥 e 𝑦:

𝜕(·)
𝜕𝑥

=
𝜕(·)
𝜕𝑦

= 0. (2.33)
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Nestas condições, a advecção local de qualquer grandeza na direção 𝑥
é nula (homogeneidade horizontal)

𝑢
𝜕(·)
𝜕𝑥

= 0. (2.34)

Do ponto de vista de Teoria de Turbulência, os fluxos superficiais são
covariâncias turbulentas, próximo à superfície, em que uma das variáveis
é a flutuação da velocidade vertical𝑤 :

𝜏 = 𝜌𝑢2∗ = −𝜌𝑤𝑢
𝐻 = 𝜌𝑐𝑝𝑢∗𝜃∗ = 𝜌𝑐𝑝𝑤𝜃
𝐸 = 𝜌𝑢∗𝑞∗ = 𝜌𝑣𝑤

𝐻𝑣 = 𝜌𝑐𝑝𝑢∗𝜃𝑣∗ = 𝜌𝑐𝑝𝑤𝜃𝑣
𝐹 = 𝜌𝑢∗𝑐∗ = 𝜌𝑐𝑤

Surgem diversas escalas turbulentas: a velocidade de atrito 𝑢∗, a escala
de temperatura 𝜃∗, a escala de umidade específica 𝑞∗, a escala do gás 𝑐 𝑐∗
e a escala de temperatura virtual 𝜃𝑣∗, associada ao fluxo de calor sensível
virtual 𝐻𝑣 .

A TSMO postula que as variáveis na camada superficial devidamente
adimensionalizadas pelas escalas acima, e pela distância ao plano de des-
locamento zero 𝑧−𝑑 , são funções da variável de estabilidade de Obukhov,

𝜁 =
𝑧 − 𝑑
𝐿𝑂

= −𝜅𝑔(𝑧 − 𝑑)𝜃𝑣∗
𝜃𝑣𝑢∗2

.

𝜁 é uma medida da importância da produção térmica de turbulência em
relação à produção mecânica.

A camada superficial (CS) é a região dentro da camada-limite atmosfé-
rica onde, grosso modo, os fluxos superficiais 𝜏 , 𝐻 , 𝐻𝑣 , etc., são aproxima-
damente constantes em 𝑧. Em outras palavras, em princípio, medições de
covariâncias turbulentas dentro da CS produzem os fluxos superficiais. A
CS possui várias sub-camadas: a sub-camada interfacial, a sub-camada de
rugosidade, a sub-camada dinâmica e a sub-camada dinâmico-convectiva
e a sub-camada de convecção livre local. Esta última, dependendo do au-
tor, pode ser ou não considerada parte da CS. A nomenclatura também va-
ria de acordo com o autor. As 3 primeiras classificações são razoavelmente
universais (Brutsaert, 1982; Garratt, 1994); o termo sub-camada dinâmico-
convectiva deve-se a Kader e Yaglom (1990); o termo sub-camada de con-
vecção livre (ou camada, dependendo de ela ser ou não considerada parte
da CS) deve-se a Wyngaard et al. (1971). Remetemos o leitor a estas refe-
rências para os detalhes das diversas sub-camadas da CS.

A CS é instável quando 𝜁 < 0, e o termo de empuxo contribui para
produzir turbulência. A CS é estável quando 𝜁 > 0, e este termo ajuda a
destruir turbulência. Ela é neutra quando 𝜁 = 0.

Isto serve de ilustração (mas não como demonstração) do seguinte
fato: a Teoria SMO prevê que todos os momentos de flutuações turbu-
lentas quaisquer, devidamente adimensionalizados pela combinação ade-
quada de 𝑧, 𝑢∗, 𝜃∗, 𝑞∗, 𝜃𝑣∗ e 𝑐∗, são funções da variável (aqui tomada como
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independente) 𝜁 . Para os gradientes das grandezas médias, (momentos de
ordem 1) essas funções são

𝜅𝑧

𝑢∗
d𝑢
d𝑧 = 𝜙𝜏 (𝜁 ), 𝜅𝑧

𝜃∗
d𝜃
d𝑧 = 𝜙𝐻 (𝜁 ), 𝜅𝑧

𝑞∗
d𝑞
d𝑧 = 𝜙𝐸 (𝜁 ), 𝜅𝑧

𝑞∗
d𝑐
d𝑧 = 𝜙𝐹 (𝜁 ).

O uso da derivada ordinária d/d𝑧 nas equações acima, em lugar da de-
rivada parcial, simplesmente indica que consideramos que o escoamento
é estacionário e homogêneo na horizontal, de forma que a única variável
independente (do ponto de vista estatístico da turbulência) é 𝑧.
Integração dos gradientes adimensionais As equações acima, que
definem os gradientes adimensionais 𝜙 de Monin-Obukhov, são equiva-
lente a postular difusividades turbulentas. Considere por exemplo um
escoamento turbulento numa camada-limite com estratificação de densi-
dade. A difusividade turbulenta da quantidade de movimento, 𝐾𝜏 , é defi-
nida por analogia com a difusividade molecular como

𝜏 ≡ 𝜌𝐾𝜏 𝑑𝑢
𝑑𝑧
.

Segue-se que a difusividade turbulenta é

𝐾𝜏 = 𝜅 (𝑧 − 𝑑)𝑢∗/𝜙𝜏 (𝜁 ).

Considere agora o caso para o perfil de velocidade média horizontal 𝑢
e 𝜁 = 0 (𝐿𝑂 = +∞):

𝜅𝑧

𝑢∗
𝑑𝑢

𝑑𝑧
= 𝜙𝜏 (0) = 1

onde o valor 𝜙𝜏 (0) = 1 é o obtido classicamente em escoamentos turbu-
lentos não-estratificados (Brutsaert, 1982). Integrando,

𝑑𝑧

𝑧 − 𝑑 = 𝜅
𝑑𝑢

𝑢∗∫ 𝑧−𝑑

𝑥=𝑑+𝑧0𝜏

𝑑𝑥

𝑥 − 𝑑 = 𝜅
𝑢

𝑢∗
𝑢

𝑢∗
=

1
𝜅
ln 𝑧 − 𝑑

𝑧0𝜏

Note que a integral sobre 𝑧 tem limite inferior 𝑑 + 𝑧0𝜏 , e não 𝑑 , porque
a relação fluxo-gradiente vale apenas na região “inercial” CS, deixando de
valer na sub-camada rugosa imediatamente acima da superfície. A cons-
tante de integração 𝑧0𝜏 é chamada de comprimento de rugosidade para
a quantidade de movimento. Já vimos o análogo disso em hidráulica de
canais!!!

A equação (??) é o bem conhecido perfil logaritmico de velocidade que
aparece em camadas-limite turbulentas sem estratificação de densidade.
Claramente, 𝜙𝜏 (𝜁 ) “corrige” este perfil para estratificação não-nula (𝜁 ≠

0).
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O procedimento geral de integração para o caso 𝜁 ≠ 0 é o seguinte:

𝜅𝑧

𝑢∗
𝑑𝑢

𝑑𝑧
= 𝜙𝜏 (𝜁 ),

𝜅𝜁

𝑢∗
𝑑𝑢

𝑑𝜁
= 𝜙𝜏 (𝜁 ),

𝜙𝜏 (𝜁 )𝑑𝜁
𝜁

= 𝜅
𝑑𝑢

𝑢∗
,∫ 𝜁2

𝜁1

𝜙𝜏 (𝑥) 𝑑𝑥
𝑥

= 𝜅
𝑢2 − 𝑢1
𝑢∗

,

para 𝜁1 < 𝜁2. Se

Φ𝜏 (𝜁 ) ≡
∫

𝜙𝜏 (𝑥) d𝑥
𝑥

,

𝑢∗ = 𝜅
𝑢2 − 𝑢1

Φ𝜏 (𝜁2) − Φ𝜏 (𝜁1)
Analogamente, integrando-se os gradientes adimensionais de tempe-

ratura, umidade específica e de um gás qualquer,

𝜃∗ = 𝜅
𝜃 1 − 𝜃 2

Φ𝐻 (𝜁2) − Φ𝐻 (𝜁1) ,

𝑞∗ = 𝜅
𝑞1 − 𝑞2

Φ𝐸 (𝜁2) − Φ𝐸 (𝜁1) ,

𝑐∗ = 𝜅
𝑐1 − 𝑐2

Φ𝐹 (𝜁2) − Φ𝐹 (𝜁1) .

Da mesma forma que no caso de uma atmosfera neutra (𝜁 = 0), as
relações logo acima não valem para 𝑧 − 𝑑 = 0. Assim, quando o nível “1”
for a superfície, usa-se 𝑧1−𝑑 = 𝑧0𝜏 , 𝑧1−𝑑 = 𝑧0𝐻 , 𝑧1−𝑑 = 𝑧0𝐸 e 𝑧1−𝑑 = 𝑧0𝐹 ,
respectivamente.

É costumeiro supor 𝜙𝐻 = 𝜙𝐸 = 𝜙𝐹 na Camada Inercial. A igualdade
das difusividades turbulentas de calor e vapor de água foi suposta expli-
citamente pela primeira vez no contexto micrometeorológico por Bowen
em 1926 (Bowen, 1926; Brutsaert, 1982), e constantemente usada desde
então, mas esta hipótese só veio a ser provada por Hill (1989) por meio de
análise dimensional, e Dias (1994) e Dias e Brutsaert (1996) a partir das
equações de balanço de covariâncias turbulentas para o caso de turbulên-
cia homogênea na vertical.

No que se segue, vamos supor que as funções de similaridade 𝜙 para
calor e vapor de água são sempre idênticas, i.e.: 𝜙𝐻 = 𝜙𝐸 = 𝜙𝐹 . Es-
tritamente falando, 𝑧0𝐻 , 𝑧0𝐸 e 𝑧0𝐹 não são iguais (Brutsaert, 1975b,c) no
entanto, vamos supor neste texto que eles são suficientemente próximos
(𝑧0𝐻 ≈ 𝑧0𝐸 ≈ 𝑧0𝐹 ) para efeitos práticos.
Fórmulas clássicas da TSMO Os perfis clássicos para a velocidade 𝑢 e
escalares (𝜃 , 𝑞, 𝑐) mais utilizados talvez sejam os de Businger-Dyer (Brut-
saert, 1982). Para condições instáveis (𝜁 < 0):

𝜙2
𝜏 = 𝜙𝐻 = 𝜙𝐸 = 𝜙𝐹 (1 − 16𝜁 )−1/2
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e para condições estáveis (𝜁 > 0):

𝜙𝜏 = 𝜙𝐻 = 𝜙𝐸 = 𝜙𝐹 = 1 + 5𝜁 .

Embora haja alguma discussão sobre os valores das constantes emesmo
a forma destas funções, elas ainda representam um consenso razoável;
uma revisão recente dos perfis 𝜙 em moldes mais clássicos similares aos
deste texto pode ser encontrada ainda em (Högström, 1988). Estimulado
pelos achados de Kader e Yaglom (1990), Brutsaert (1992) sugeriu, por
exemplo, novas formulações para condições instáveis. Em condições es-
táveis, Cheng e Brutsaert (2005) também reavaliaram as funções de simi-
laridade utilizando dados do experimento CASES-99.

Note que numa atmosfera neutra 𝜁 = 0, donde Φ𝜏 (0) = Φ𝐻 (0) =

Φ𝐸 (0) = Φ𝐹 (0) = −∞. Isso dificulta a utilização das equações envolvendo
os Φ’s, por causa da singularidade no denominador. É preferível então
trabalhar com funções Ψ que definem o desvio de 𝑢, 𝜃 e 𝑞 em relação aos
perfis logaritmicos devido à estabilidade 𝜁 ≠ 0:

Ψ(𝜁 ) ≡
∫ 1 − 𝜙

𝜁
𝑑𝜁 = ln |𝜁 | − Φ(𝜁 ).

Começando com Ψ𝜏 ,

Ψ𝜏 (𝜁 ) =
∫ 𝜁

𝜁0𝜏

1 − (1 − 16𝑢)−1/4
𝑢

𝑑𝑢

=

∫ 𝜁

𝜁0𝜏

[
1
𝑢
− 1
𝑢 (1 − 16𝑢)1/4

]
𝑑𝑢

Para calcular a integral, faça

𝑥 = (1 − 16𝑢)1/4; 𝑥4 = (1 − 16𝑢); 1 − 𝑥4
16 = 𝑢; 𝑑𝑢 = −𝑢

3

4 𝑑𝑥 ;
(2.35)

𝑎 = (1 − 16𝜁0𝜏 )1/4; 𝑏 = (1 − 16𝜁 )1/4. (2.36)

Ψ𝜏 (𝜁 ) =
∫ 𝑏

𝑎

[
16

1 − 𝑥4 −
16

𝑥 (1 − 𝑥4)

] (
−𝑥

3

4

)
𝑑𝑥

= 4
∫ 𝑏

𝑎

[
𝑥

𝑥 (𝑥4 − 1) −
1

𝑥 (𝑥4 − 1)

]
𝑥3 𝑑𝑥

=

∫ 𝑏

𝑎

4(𝑥 − 1)𝑥2
𝑥4 − 1 𝑑𝑥

=

∫ 𝑏

𝑎

[
2𝑥

𝑥2 + 1 − 2
𝑥2 + 1 + 2

𝑥 + 1

]
𝑑𝑥

= ln(𝑥2 + 1) + 2 ln(𝑥 + 1) − 2 arctg𝑥
����𝑏
𝑎

.

Fazendo 𝑎 ≈ 1:

Ψ𝜏 (𝑏 (𝜁 )) = ln(𝑏2 + 1) + 2 ln(𝑏 + 1) − 2 arctg𝑏 − [ln(2) + 2 ln(2) − 2 arctg(1)]

= ln 𝑏
2 + 1
2 + 2 ln 𝑏 + 1

2 − 2 arctg𝑏 + 𝜋2 .
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Note que Ψ𝜏 (𝑏 = 1) ≡ 0.
Para Ψ𝐻 :

Ψ𝐻 (𝜁 ) =
∫ 𝜁

𝜁0𝜏

1 − (1 − 16𝑢)−1/2
𝑢

𝑑𝑢

=

∫ 𝜁

𝜁0𝜏

[
1
𝑢
− 1
𝑢 (1 − 16𝑢)1/2

]
𝑑𝑢

Utilizando a mesma mudança de variáveis,

Ψ𝐻 (𝜁 ) =
∫ 𝑏

𝑎

[
16

1 − 𝑥4 −
16

𝑥2(1 − 𝑥4)

] (
−𝑥

3

4

)
𝑑𝑥

= 4
∫ 𝑏

𝑎

[
𝑥2

𝑥2(𝑥4 − 1) −
1

𝑥2(𝑥4 − 1)

]
𝑥3 𝑑𝑥

=

∫ 𝑏

𝑎

4(𝑥2 − 1)𝑥
𝑥4 − 1 𝑑𝑥

= 2 ln(𝑥2 + 1)
����𝑏
𝑎

.

Fazendo 𝑎 ≈ 1:

Ψ𝐻 (𝑏 (𝜁 )) = 2 ln 𝑏
2 + 1
2 .

Note que, novamente, temos Ψ𝐻 (𝑏 = 1) ≡ 0.
Finalmente, em condições estáveis,

Ψ𝜏,𝐻,𝐸,𝐹 =

∫ 𝜁

𝜁0

1 − (1 + 5𝜁 )
𝜁

𝑑𝜁

= −5(𝜁 − 𝜁0𝜏,0𝐻,0𝐸,0𝐹 ) ≈ −5𝜁 .
Desta forma, as equações que prognosticam as escalas turbulentas pas-

sam a ser escritas como

𝑢∗ = 𝜅
𝑢2 − 𝑢1

ln 𝜁2
𝜁1
− [Ψ𝜏 (𝜁2) − Ψ𝜏 (𝜁1)]

,

𝜃∗ = 𝜅
𝜃 1 − 𝜃 2

ln 𝜁2
𝜁1
− [Ψ𝐻 (𝜁2) − Ψ𝐻 (𝜁1)]

,

𝑞∗ = 𝜅
𝑞1 − 𝑞2

ln 𝜁2
𝜁1
− [Ψ𝐸 (𝜁2) − Ψ𝐸 (𝜁1)]

,

𝑐∗ = 𝜅
𝑐1 − 𝑐2

ln 𝜁2
𝜁1
− [Ψ𝐹 (𝜁2) − Ψ𝐹 (𝜁1)]

.

Junto com a variável de Obukhov, que define 𝐿𝑂 em termos de𝑢∗, 𝜃∗,𝑞∗
e 𝑐∗, as equações acima fornecem um sistema não-linear nas variáveis 𝑢∗,
𝜃∗, 𝑞∗, 𝑐∗ e 𝐿𝑂 , que pode ser resolvido iterativamente a partir da medição
dos perfis médios𝑢 (𝑧), 𝜃 (𝑧), 𝑞(𝑧) e 𝑐 (𝑧). Em geral, isto é feito postulando-
se |𝐿𝑂 | = +∞ inicialmente, donde Ψ𝜏,𝐻,𝐸,𝐹 = 0; com os valores de 𝑢∗, 𝜃∗ e
𝑞∗ obtidos dos perfis logaritmicos iniciais, recalcula-se 𝐿𝑂 e então 𝜁1, 𝜁2,
que podem ser utilizados numa nova estimativa das escalas turbulentas,
e assim sucessivamente até que o processo convirja.
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Ométodofluxo-gradiente As equações de transferência obtidas acima
quantificam os fluxos em função de diferenças de velocidade do vento,
temperatura, umidade específica e concentração mássica de um gás en-
tre a superfície e um ou mais níveis de medição. Nós vamos supor que
a temperatura 𝜃𝑎 , a umidade específica 𝑞𝑎 , e a concentração mássica 𝑐𝑎
são medidas no nível 𝑧𝑎 , enquanto que a velocidade do vento 𝑢𝑏 é medida
no nível 𝑧𝑏 . O índice 0 (como sempre) indica a superfície. Nesse caso, as
equações de transferência ficam

𝜏 = 𝜌𝐶𝜏 𝑢
2
𝑏,

𝐻 = 𝜌𝑐𝑝𝐶𝐻 𝑢𝑏

(
𝜃 0 − 𝜃𝑎

)
,

𝐸 = 𝜌𝐶𝐸 𝑢𝑏
(
𝑞0 − 𝑞𝑎

)
,

𝐹 = 𝜌𝐶𝐹 𝑢𝑏 (𝑐0 − 𝑐𝑎) ,

onde 𝐶𝜏 , 𝐶𝐻 , 𝐶𝐸 e 𝐶𝐹 são coeficientes adimensionais de transferência (res-
pectivamente, de quantidade de movimento, calor, massa de H2O e massa
de um gás qualquer. O uso das equações de transferência acima para a es-
timativa de fluxos superficiais também é chamado muitas vezes demétodo
fluxo-gradiente.

As equações de transferência não são diretamente aplicáveis em 𝑧 = 0,
pois ln 0 = −∞; assim, é preciso supor que os valores 𝑢0 = 0, 𝜃 0, 𝑞0 e 𝑐0 na
superfície ocorrem nos níveis dos comprimentos de rugosidade 𝑧0𝜏 , 𝑧0𝐻 ,
𝑧0𝐸 e 𝑧0𝐹 . Para cada grandeza, tomamos então o nível 1 como sendo igual
ao seu comprimento de rugosidade, e o nível 2 como sendo igual ao seu
nível de medição. No nível 1, os comprimentos de rugosidade são muito
pequenos, de forma que é razoável escrever

𝑧0𝜏
𝐿𝑂

≈ 0, 𝑧0𝐻
𝐿𝑂

≈ 0, 𝑧0𝐸
𝐿𝑂

≈ 0, 𝑧0𝐹
𝐿𝑂

≈ 0,

donde

Ψ

(
𝑧0𝜏
𝐿𝑂

)
≈ 0, Ψ

(
𝑧0𝐻
𝐿𝑂

)
≈ 0, Ψ

(
𝑧0𝐸
𝐿𝑂

)
≈ 0, Ψ

(
𝑧0𝐹
𝐿𝑂

)
≈ 0.

Manipulando as equações, obtemos então

𝜏 = 𝜌
𝜅2[

ln 𝑧𝑏−𝑑
𝑧0𝜏

− Ψ𝜏
(
𝑧𝑏−𝑑
𝐿𝑂

)]2 𝑢2𝑏,
𝐻 = 𝜌𝑐𝑝

𝜅2[
ln 𝑧𝑏−𝑑

𝑧0𝜏
− Ψ𝜏

(
𝑧𝑏−𝑑
𝐿𝑂

)] [
ln 𝑧𝑎−𝑑

𝑧0𝐻
− Ψ𝐻

(
𝑧𝑎−𝑑
𝐿𝑂

)] 𝑢𝑏 (
𝜃 0 − 𝜃𝑎

)
,

𝐸 = 𝜌
𝜅2[

ln 𝑧𝑏−𝑑
𝑧0𝜏

− Ψ𝜏
(
𝑧𝑏−𝑑
𝐿𝑂

)] [
ln 𝑧𝑎−𝑑

𝑧0𝐸
− Ψ𝐸

(
𝑧𝑎−𝑑
𝐿𝑂

)]𝑢𝑏 (
𝑞0 − 𝑞𝑎

)
,

𝐹 = 𝜌
𝜅2[

ln 𝑧𝑏−𝑑
𝑧0𝜏

− Ψ𝜏
(
𝑧𝑏−𝑑
𝐿𝑂

)] [
ln 𝑧𝑎−𝑑

𝑧0𝐹
− Ψ𝐸

(
𝑧𝑎−𝑑
𝐿𝑂

)]𝑢𝑏 (𝑐0 − 𝑐𝑎) .
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A penúltima equação acima é a “Lei de Dalton” Ela é mais comumente
escrita em hidrologia em termos da pressão de vapor 𝑒 em lugar da umi-
dade específica 𝑞,

𝐸 =
0,622𝜌
𝑝

𝜅2[
ln 𝑧𝑏−𝑑

𝑧0𝜏
− Ψ𝜏

(
𝑧𝑏−𝑑
𝐿𝑂

)] [
ln 𝑧𝑎−𝑑

𝑧0𝐸
− Ψ𝐸

(
𝑧𝑎−𝑑
𝐿𝑂

)]𝑢𝑏 (𝑒0 − 𝑒𝑎) .
Esta equação deve ser comparada com as muitas fórmulas empíricas de
evaporação do século XIX e da primeira metade do século XX, do tipo

𝐸 = (𝑎 + 𝑏𝑢) (𝑒0 − 𝑒𝑎).
Do ponto de vista micrometeorológico, 𝑎 não possui significado fí-

sico (i.e.: não devia estar presente na equação) se a equação for usada em
escalas de tempo compatíveis com a turbulência atmosférica, entre 30 mi-
nutos e 1 hora. Historicamente, entretanto, nota-se o uso indiscriminado
de equações do tipo acima para escalas diárias e mensais. Finalmente note
que, estritamente falando, 𝑏 não é constante; para alturas de medição 𝑧𝑎
e 𝑧𝑏 fixas, e comprimentos de rugosidade idem (note que a rugosidade da
superfície pode variar sobre uma cultura agrícola, ou com a direção do
vento), 𝑏 ainda assim depende do comprimento de estabilidade de Monin-
Obukhov, que varia numa escala (semi-) horária ao longo do dia.

2.11 Osmétodos emodelos clássicos de evaporação eva-
potranspiração

Nesta seção nós abandonamos as barras sobre os símbolos que indicam
médias de Reynolds para as variáveis meteorológicas, e retornamos a uma
visão mais “hidrológica”.
Modelos

Transferência de massa A primeira tentativa de quantificar a evapo-
ração a partir de superfícies líquidas deve-se a Dalton, no que ficou conhe-
cido como “lei de Dalton”, e é modernamente denominado de equações de
transferência de massa e calor:

𝐸 = 𝑓 (𝑢) (𝑒0 − 𝑒𝑎),
𝐻 = 𝛾𝐿𝑓 (𝑢) (𝑇0 −𝑇𝑎) .

Acima,
𝛾 =

𝑐𝑝𝑝

0,622𝐿
é denominada “constante psicrométrica” (ao nível domar,𝛾 = 66,5PaK−1);
𝑐𝑝 = 1005 J kg−1 K−1 é o calor específico a pressão constante do ar. Note
que há duas equações “irmãs”, para o calor sensível e o calor latente.
A equação de transferência de massa para 𝐸 está apresentada na forma
“clássica” em que ela aparece em hidrologia. Note que, em unidades SI,
[𝑓 (𝑢)] = kgm−2 s−1Pa−1. É conveniente escrever 𝑓 (𝑢) numa forma que
permita comparações entre diversas formulações possíveis:

𝑓 (𝑢) = 0,622𝜌
𝑝

(𝑢0 +𝐶𝐸𝑢) = 𝑎 + 𝑏𝑢,
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onde 𝜌 é a massa específica do ar. As constantes 𝑎, 𝑏 são a forma tra-
dicional de escrever a equação de transferência de massa em hidrologia;
𝑢0 é uma constante com dimensão de velocidade, enquanto que 𝐶𝐸 é um
coeficiente de transferência de massa de vapor d’água adimensional.

Emmicrometeorologia, constata-se que𝐶𝐸 não é uma “constante”, mas
sim função das rugosidades da superfície para quantidade de movimento
e escalares (temperatura e umidade), e da estabilidade atmosférica: isto
dá origem ao método de cálculo de fluxos médios sobre cerca de 30 min.
a 1 hora (𝐻 e 𝐸) por meio de medição de perfis de temperatura e umidade
específica, e do uso da teoria e das funções de similaridade de Monin-
Obukhov.

Em nível diário, não se tem uma idéia clara dos efeitos da estabilidade
atmosférica sobre os coeficientes 𝑎 e 𝑏. Nas deduções das equações acima
baseadas em análise dimensional, 𝑎 = 0 (Brutsaert, 1982). Como estas
deduções são válidas apenas para a escala horária, é possível que 𝑏 apa-
reça nas regressões de valores diários ou mensais dos parâmetros devido
a correlações entre 𝑢 e 𝑒0 − 𝑒𝑎 na escala horária (Sellers, 1965).

Neste texto, nós nos limitaremos a fórmulas em que (𝑢0,𝐶) (ou 𝑎, 𝑏) são
constantes, por simplicidade. As maiores dificuldades para usar o método
de transferência de massa em aplicações práticas são o desconhecimento
de 𝑒0 em terra, e a incerteza dos parâmetros 𝑎, 𝑏. A Tabela a seguir mos-
tra alguns pares de valores representativos, que podem ser tomados como
base em aplicações. Os coeficientes foram concebidos para uso sobre su-
perfícies líquidas; existem também questões sobre os pontos de medição
de 𝑢 e 𝑒𝑎 (Dias, 1986), que tornam a comparação entre os valores mais di-
fícil. Quando se leva em conta velocidades médias diárias do vento não
muito superiores a 5m s−1, os valores encontrados pelos diversos autores
não são muito diferentes, ou pelo menos estão dentro da mesma ordem
de grandeza.

Parâmetros do coeficiente de transferência 𝑓 (𝑢) (Dias, 1986)
Autor(es) Ano 𝑎 (10−8) 𝑏 (10−8) Observação
Penman 1948 3.01 1.62
Harbeck 1962 0.00 0.002909[𝐴1/2]−0.1 a área do lago em m2

Sellers 1966 0.506 1.44
Kohler e Parmele 1967 1.57 1.35
De Bruin 1978 1.18 0.853
Morton 1983 10.0 0.00

A nível diário, é válido calcular o coeficiente de transferência de massa
da lei de Dalton por meio de (Dias, 1996, eq. 103)

𝐶𝐸 =
𝜅2

ln(𝑧𝑏/𝑧0𝜏 ) ln(𝑧𝑎/𝑧0𝐸)
,

onde 𝜅 = 0,4 é a constante de von Kármán; 𝑧𝑏 é o nível de medição da
velocidade 𝑢; 𝑧0𝜏 é o comprimento de rugosidade para quantidade de mo-
vimento; 𝑧𝑎 é o nível demedição de 𝑒𝑎 e 𝑧0𝐸 é o comprimento de rugosidade
para vapor d’água; este último é bastante difícil de ser estimado, embora a
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hipótese (errônea) 𝑧0𝐸 = 𝑧0𝜏 não seja incomum, principalmente nos textos
mais antigos. Para uma descrição de métodos de estimativa de 𝑧0𝜏 e 𝑧0𝐸 ,
veja Brutsaert (1975b,c, 1982).

Do par de equações de transferência de massa e calor obtém-se

Bo = 𝛾
𝑇0 −𝑇𝑎
𝑒0 − 𝑒𝑎 .

A equação para a razão de Bowen apareceu na década de 20; medindo-se
temperatura e umidade médias em dois níveis acima da superfície, radi-
ação líquida, variação da entalpia armazenada e fluxo de calor no solo,
pode-se estimar 𝐿𝐸 pelo método do balanço de energia:

𝐿𝐸 =
1

𝐵𝑜 + 1 [𝑅𝑛0 −𝐺 − 𝐷] .

Modelos

Penman (1948) combinou as equações de transferência de massa e de ba-
lanço de energia em um sistema em que as incógnitas são a temperatura
da superfície 𝑇0 e a evaporação 𝐸, supondo que a superfície esteja satu-
rada: 𝑒0 = 𝑒∗(𝑇0), obtendo

𝐿𝐸𝑝 =
Δ𝑎

Δ𝑎 + 𝛾 [𝑅𝑛0 −𝐺 − 𝐷] + 𝛾

Δ𝑎 + 𝛾 𝐿𝑓 (𝑢)
(
𝑒∗𝑎 − 𝑒𝑎

)
.

A equação de Penman foi concebida para eliminar a dependência da
temperatura da superfície, que é um parâmetro difícil de medir sobre su-
perfícies cobertas com vegetação. Por isto, Penman usou

𝑅𝑛𝑎 = 𝑅𝑠 (1 − 𝛼) + 𝜖𝑅𝑎 − 𝜖𝜎𝑇 4
𝑎

em lugar de 𝑅𝑛0, o que pode introduzir um erro considerável devido à di-
ferença entre a temperatura da superfície e a temperatura do ar. Quando
medições de 𝑅𝑛0 estiverem disponíveis (o que é raro em registros histó-
ricos), deve-se usá-las na equação de Penman. Embora seja incomum,
pode-se explicitar 𝑇0 analiticamente no modelo de Penman, obtendo-se

𝑇𝑝 = 𝑇𝑎 +
[𝑅𝑙0 −𝐺 − 𝐷] − 𝐿𝑓 (𝑢) (𝑒∗𝑎 − 𝑒𝑎)

𝐿𝑓 (𝑢) (Δ𝑎 + 𝛾) . (2.37)

Para tentar contornar o problema de calcular a radiação líquida sem
conhecer a temperatura da superfície, Kohler e Parmele (1967) modifica-
ram a solução de Penman por meio de uma expansão em série de Taylor
de 𝑅𝑛0 em torno de 𝑇𝑎:

𝑅𝑛0 ≈ 𝑅𝑛𝑎 − 4𝜖𝜎𝑇 3
𝑎 ,

obtendo

𝐿𝐸𝑘 =
Δ𝑎

Δ𝑎 + 𝜆 [𝑅𝑛𝑎 −𝐺 − 𝐷] + 𝜆

Δ𝑎 + 𝜆𝐿𝑓 (𝑢) (𝑒
∗
𝑎 − 𝑒𝑎)

com
𝜆 = 𝛾 + 4𝜖𝜎𝑇 3

𝑎

0,622𝐿𝑓 (𝑢) .
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Da mesma forma que no modelo original de Penman, o modelo de Kohler
e Parmele admite uma solução analítica para a temperatura da superfície:

𝑇𝑘 = 𝑇𝑎 +
[𝑅𝑛𝑎 −𝐺 − 𝐷] − 𝐿𝑓 (𝑢) (𝑒∗𝑎 − 𝑒𝑎)

𝐿𝑓 (𝑢) (Δ𝑎 + 𝜆) .

Priestley e Taylor (1972) obtiveram uma relação empírica admiravel-
mente bem sucedida para a evaporação a partir de superfícies saturadas;
ao contrário do método do balanço de energia, que requer a medida de
𝑇0, 𝑒𝑎 , 𝑇𝑎 , ou do modelo de Penman, que requer 𝑢, 𝑒𝑎 , 𝑇𝑎 , a equação de
Priestley e Taylor utiliza apenas 𝑇0 (ou 𝑇𝑎):

𝐿𝐸𝑠 = 𝛼𝑠
Δ𝑥

Δ𝑥 + 𝛾 [𝑅𝑛0 −𝐺 − 𝐷] , 𝛼𝑠 = 1,26.

A derivada da pressão de saturação de vapor d’água deve ser avaliada
à temperatura da superfície: 𝑇𝑥 = 𝑇0; na ausência de dados de temperatura
da superfície, é possível utilizar 𝑇𝑎 .

A equação de Priestley e Taylor pode ser reconciliada com o método
do balanço de energia: Dias (1988,1992) mostrou que o método do balanço
de energia pode ser escrito na forma da equação de Priestley-Taylor, e que
na verdade 𝛼𝑠 é uma função da temperatura da superfície, da temperatura
do ar, e da temperatura de bulbo úmido 𝑇𝑤 :

𝛼𝑠 = 1 + 𝛾

Δ0

𝑇𝑎 −𝑇𝑤
𝑇0 −𝑇𝑤 .

A equação de Priestley-Taylor foi concebida para ser usada apenas quando
𝐻 > 0; nestas condições, pode-se mostrar que a equação acima produz
valores em torno da constante empírica 1,26 de Priestley e Taylor.

Monteith (1973) tentou generalizar a aplicabilidade do método de Pen-
man introduzindo o conceito de resistência estomática 𝑟𝑠 , em linha com a
resistência aerodinâmica 𝑟𝑎 , definidas por

𝐸 =
1
𝑟𝑠
(𝑒∗0 − 𝑒0),

1
𝑟𝑎

= 𝑓 (𝑢) .

Note que para uma superfície saturada 𝑟𝑠 = 0, e a 1a equação acima produz
uma singularidade: 𝐸 = 0/0. A equação resultante, de Penman-Monteith,
é

𝐿𝐸𝑚 =
Δ𝑎

Δ𝑎 + 𝛾∗ [𝑅𝑛𝑎 −𝐺] +
𝛾∗

Δ𝑎 + 𝛾∗
𝐿

𝑟𝑎 + 𝑟𝑠 (𝑒
∗
𝑎 − 𝑒𝑎),

com
𝛾∗ = 𝛾

(
1 + 𝑟𝑠

𝑟𝑎

)
.

Em tese, conhecendo-se o valor correto de 𝑟𝑐 e 𝑟𝑎 , a equação de Mon-
teith produz o valor correto da evapotranspiração real que ocorre sobre a
superfície onde 𝑅𝑛0, 𝑢, 𝑇𝑎 e 𝑒𝑎 são medidos. Modernamente, tem-se rela-
cionado 𝑟𝑐 com a umidade do solo 𝑠 , grandezas atmosféricas e o índice de
área foliar IAF por meio de equações do tipo (Jarvis, 1976; Wright et al.,
1996; Noilhan e Planton, 1989)

𝑟𝑐 =
𝑟𝑐𝑚𝑖𝑛

IAF 𝐹1(𝑅𝑠)𝐹2(𝑠)𝐹3(𝑒
∗
𝑎 − 𝑒𝑎)𝐹4(𝑇𝑎),
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onde 𝑟𝑐𝑚𝑖𝑛 é uma resistência estomática ou de cobertura mínima. A forma
específica de 𝑟𝑐 acima é a utilizada por Noilhan e Planton (1989). A maior
dificuldade de aplicar esta equação é a falta de informações sobre umidade
do solo.
Evapo(transpi)ração potencial

A rigor, a equação de Penman só se aplica sobre superfícies saturadas;
no entanto, 𝑅𝑠 , 𝑒𝑎 , 𝑇𝑎 e 𝑢 podem ser medidos ou estimados rotineira-
mente. Este fato popularizou o costume de calcular as séries de 𝐸𝑝 com
dados medidos em estações meteorológicas. É muito comum na prática
da hidrologia considerar que estas séries representam o limite superior
para a evaporação/evapotranspiração de uma região. Assim, a evapo-
ração/evapotranspiração prevista pela fórmula de Penman é muitas ve-
zes denominada de evapo(transpi)ração potencial. Antes mesmo de Pen-
man, o conceito de evapotranspiração potencial havia sido definido por
Thornthwaite (Thornthwaite, 1948; Brutsaert, 1982):

Evapotranspiração potencial é o fluxo de vapor d’água a partir
de uma região com ampla disponibilidade de água no solo, que
não limite a transpiração.

Isto é ligeiramente diferente do conceito de evaporação potencial (Brut-
saert, 1982):

Evaporação potencial é o fluxo de vapor d’água a partir de
uma região cuja cobertura vegetal tenha a superfície saturada.

No entanto, a equação de Penman não corresponde às definições originais
de evapo(trans)piração potencial. De fato, quanto mais árida e quente for
a atmosfera de uma região, maior tende a ser (𝑒∗𝑎−𝑒𝑎) e consequentemente
𝐸𝑝 . Com isto, não é raro que 𝐸𝑝 seja maior que a radiação líquida supondo
a superfície à temperatura do ar, 𝑅𝑛𝑎 . A implicação na equação de balanço
de energia é que o fluxo de calor sensível (potencial) associado, 𝐻𝑝 , deve
ser negativo. Esta situação é fisicamente irrealista: exceto talvez nos me-
ses de inverno em regiões subtropicais, a média diária do fluxo de calor
sensível é sempre positiva (exceções são lagos ou oásis cercados por uma
região quente). A condição 𝐻 > 0 é justamente a utilizada na equação de
Priestley-Taylor, que parece ser um limite superior mais coerente para a
máxima evapo(transpi)ração possível a partir de uma região com ampla
disponibilidade de água. Não obstante, a equação de Penman continua a
ser um instrumento importante de trabalho de agrônomos, agrometeoro-
logistas, meteorologistas e hidrólogos. Ela é fortemente correlacionada
com a evaporação que ocorre em tanques classe A, 𝐸𝐴, sendo propostas
relações do tipo

𝐸𝑝 = 𝑎 + 𝑏𝐸𝐴 .
𝐸𝑝 certamente tem grande utilidade para determinar a evapotranspiração
de cultivos específicos, para os quais coeficientes entre evapotranspiração
do cultivo e 𝐸𝑝 podem ser determinados por meio de medições in situ
para cada tipo de solo, cultura e época do ano. Por outro lado, a hipótese
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simplificada de que a evapotranspiração real é proporcional à evaporação
de Penman pode levar a resultados claramente errôneos.

Uma outra utilidade da equação de Penman está na relação comple-
mentar, proposta por Bouchet (1963), entre a evapotranspiração real re-
gional, a evapotranspiração potencial (calculada pela equação de Pen-
man) e evapotranspiração de uma superfície com ampla disponibilidade
de água (calculada pela equação de Priestley-Taylor) utilizada por Brut-
saert e Stricker (1979) em seu modelo de advecção-aridez e por Morton
(1983a) em seu modelo CRAE:

𝐸𝑟 + 𝐸𝑝 = 2𝐸𝑠 . (2.38)

A complexidade do pacote radiativo e do cálculo de evapotranspiração
do CRAE é muito grande para descrevê-lo aqui; por outro lado, a apli-
cação do modelo de Brutsaert-Stricker é imediata: 𝐸𝑟 é calculada com a
equação acima, 𝐸𝑝 com a equação de Penman, e 𝐸𝑠 com a equação de
Priestley-Taylor; as estimativas de radiação líquida podem ser feitas com
as equações de cálculo de 𝑅𝑠 e 𝑅𝑎 apresentadas mais acima.

2.12 Linhas de ação para aplicações
Esta seção destina-se a definir linhas gerais de ação para os casos mais
comuns da prática hidrológica.
Evapo(transpi)ração potencial em modelos chuva-vazão

Este é o caso mais simples. Modelos chuva vazão sempre requerem al-
gum tipo de dado de entrada climatológico para auxiliar no cálculo da
evapotranspiração. Tipicamente, utiliza-se evaporação em tanque classe
A, temperatura do ar, ou a evaporação de Penman ou Priestley-Taylor. Da-
dos de evaporação em tanque ou de temperatura são obtidos diretamente
dos registros de estações meteorológicas. A evaporação (“potencial”) de
Penman, ou a evaporação de Priestley-Taylor, foram descritas na seção
2.11.

As séries de evapotranspiração real e umidade do solo produzidas por
modelos chuva-vazão têm um potencial de uso em hidrologia; natural-
mente, deve-se sempre ter em mente que muitas vezes estes são valores
gerados pelo modelo sem calibração direta contra dados observacionais,
de resto muito raros.
Evapotranspiração em parcelas

Por sua própria natureza, de áreas bem delimitadas e culturas uniformes,
a evapotranspiração de parcelas plantadas é mais facilmente mensurá-
vel. Pode-se medir 𝐸 diretamente, seja com medição de perfis, com o mé-
todo do balanço de energia-razão de Bowen ou o método de medição de
covariâncias turbulentas. Estas medidas diretas são então relacionadas
com alguma forma de “evapotranspiração potencial” ou “limite superior
de evapotranspiração” 𝐸𝑠𝑢𝑝 , entre as quais pode-se citar:

• evaporação em tanque classe A,

• evaporação potencial de Penman,
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• evaporaçao potencial de Thornthwaite (Vianello e Alves, 1991).

As relações entre evapotranspiração real 𝐸𝑟 e os diferentes índices 𝐸𝑠𝑢𝑝
são do tipo

𝐸𝑟 = 𝐾𝑐𝐸𝑠𝑢𝑝 (2.39)
onde 𝐾𝑐 é um “coeficiente de cultura”. A descrição detalhada deste tipo de
metodologia está fora do escopo do presente trabalho; o leitor interessado
pode procurar Withers e Vipond (1983).

Ao contrário de regiões maiores, como bacias hidrográficas de 10km2

ou mais, ou grades de modelos de mesoescala (atualmente, cerca de 10 ×
10km2 ou um pouco mais), parcelas (assim como lagos) podem estar su-
jeitas a efeitos de “advecção local”. O caso mais notório é o de uma região
com boa disponibilidade de umidade na superfície cercada por um ambi-
ente mais seco: o fluxo de calor sensível sobre a parcela pode se tornar
negativo, aumentando a evapotranspiração (ou a evaporação do lago) até
mesmo acima da radiação líquida. Parlange e Katual (1992) propõem um
modelo derivado domodelo de advecção-aridez de Brutsaert-Stricker para
esta situação.
Evapotranspiração em bacias hidrográficas

Uma alternativa, naturalmente, é usar ummodelo chuva-vazão. Uma van-
tagem desta abordagem é que um modelo bem calibrado deve conservar
massa quase perfeitamente; neste caso, as estimativas de 𝐸 produzidas
pelo modelo em escala anual ou plurianual deverão ser muito próximas
das estimativas por balanço hídrico.

Opções totalmente independentes do balanço hídrico são o modelo de
advecção-aridez de Brutsaert-Stricker, que pode ser integralmente repro-
duzido com as equações deste trabalho, e o modelo CRAE de Morton.

Modelos numéricos de previsão do tempo e modelos climáticos, nas
escalas macro-𝛼 , macro-𝛽 e meso-𝛼 , têm calculado 𝐻 e 𝐿𝐸 com esquemas
de transferência solo-vegetação-atmosfera (SVATs) que procuram repro-
duzir com mais detalhe do que os modelos chuva-vazão tradicionais as
interações (e a componente biológica) do sistema solo-planta-atmosfera;
por exemplo, o SVAT utilizado pelo ARPS (Xue et al., 1995) é o proposto
por Noilhan e Planton (1989). O problema de utilizar SVATs para o cálculo
de evapotranspiração em bacias hidrográficas é a sua grande demanda por
informação fisiográfica, tal como o índice de área foliar ou o índice nor-
malizado de diferença vegetativa (NDVI, em inglês), e a necessidade de se
conhecer a umidade do solo.

Em resumo, as opções para cálculo de evapotranspiração na escala da
bacia hidrográfica (algumas dezenas de quilômetros quadrados ou mais)
ainda são muito restritas. Sempre que possível, deve-se comparar os re-
sultados obtidos com o balanço hídrico anual ou plurianual, para se ter
pelo menos uma idéia da tendenciosidade das estimativas.
Evaporação em lagos

As duas dificuldades básicas para a obtenção de boas estimativas de eva-
poração em lago são:

1. estimar corretamente 𝐷 ;
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2. estimar corretamente a razão de Bowen 𝐵𝑜 .
Valores médios de 𝐷 podem ser calculados com (??) a partir de perfis de
temperatura da água. Na ausência destes, há apenas dois modelos na li-
teratura, segundo o conhecimento do autor, que produzem estimativas de
𝐷 : o CRLE (Morton, 1983b) e o modelo de Hostetler e Bartlein (1990).

Quanto mais fundo for um lago, mais importante será o termo 𝐷 no
seu balanço de energia. A escala mínima razoável para o cálculo de 𝐷
em lagos com profundidade média de 10 m ou mais excede 15 dias. Para
estimativas de 𝐸 baseadas no balanço de energia, valores mensais de eva-
poração em lago são obteníveis, mas não valores diários.

A razão de Bowen pode ser calculada explicitamente nométodo do ba-
lanço de energia quando há dados de temperatura da superfície da água e
temperatura do ar e umidade do ar representativos dos primeiros metros
da atmosfera acima da água. Os dados meteorológicos devem ser medidos
nomeio do lago, o que representa dificuldades logísticas consideráveis (ou
um alto custo com a instalação de bóias de medição automáticas), ou en-
tão corrente abaixo (a “jusante”, a sotavento) do lago. É bom lembrar que
em geral as estações meteorológicas existentes não estão bem localizadas
em relação aos lagos para permitir a aplicação do método do balanço de
energia. Existem também questões de compatibilização das escalas tem-
porais das medições meteorológicas vis-a-vis o intervalo entre medições
sucessivas de perfis de temperatura da água (Reis e Dias, 1998).

Mesmo que não haja medições adequadas de temperatura e umidade
do ar para a aplicação do método do balanço de energia-razão de Bowen,
ainda assim é possível obter estimativas razoáveis de evaporação em lago
com a equação de Priestley-Taylor, desde que se tenha confiança de que
os valores médios mensais de 𝐻 sejam positivos. Portanto, a equação de
Priestley-Taylor é uma boa alternativa em regiões úmidas. Em regiões
áridas ou onde a temperatura do ar permaneçamaior que a temperatura da
água durante uma parte considerável do ano, é preciso medir diretamente
a razão de Bowen e aplicar o método do balanço de energia.

2.13 Dedução das equações dePenmanePenman-Monteith
Penman

Considere uma superfície saturada de modo que
𝑒0 = 𝑒

∗
0 .

Isso é essencial na dedução da equação de Penman. Em seguida reescreva
a equação de balanço de energia

𝐿𝐸 =
1

1 + Bo [𝑅𝑛0 −𝐺],
𝐿𝐸 (1 + Bo) = 𝑅𝑛0 −𝐺,

e substitua

Bo = 𝛾
𝑇0 −𝑇𝑎
𝑒∗0 − 𝑒𝑎

,

𝐿𝐸 + 𝐿𝐸𝛾𝑇0 −𝑇𝑎
𝑒∗0 − 𝑒𝑎

= 𝑅𝑛0 −𝐺,
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e agora use a equação de transferência de massa no segundo termo:

𝐸 = 𝑓 (𝑢) (
𝑒∗0 − 𝑒𝑎

)
,

𝐿𝐸 + 𝛾𝐿𝑓 (𝑢) (
𝑒∗0 − 𝑒𝑎

) 𝑇0 −𝑇𝑎
𝑒∗0 − 𝑒𝑎

= [𝑅𝑛0 −𝐺],

𝐿𝐸 + 𝛾𝐿𝑓 (𝑢) (𝑇0 −𝑇𝑎) = [𝑅𝑛0 −𝐺] .
Defina agora a diferença finita

Δ0𝑎 ≡
𝑒∗0 − 𝑒∗𝑎
𝑇0 −𝑇𝑎

e substitua:

𝐿𝐸 + 𝛾𝐿𝑓 (𝑢)𝑒
∗
0 − 𝑒∗𝑎
Δ0𝑎

= [𝑅𝑛0 −𝐺],

𝐿𝐸 + 𝐿𝑓 (𝑢) 𝛾
Δ0𝑎

[(𝑒∗0 − 𝑒𝑎) − (𝑒∗𝑎 − 𝑒𝑎)
]
= 𝑅𝑛0 −𝐺,

𝐿𝐸 + 𝐿𝐸 𝛾

Δ0𝑎
− 𝛾

Δ0𝑎
𝐿𝑓 (𝑢) (𝑒∗𝑎 − 𝑒𝑎) = [𝑅𝑛0 −𝐺],

𝐿𝐸
Δ0𝑎 + 𝛾
Δ0𝑎

− 𝛾

Δ0𝑎
𝐿𝑓 (𝑢) (𝑒∗𝑎 − 𝑒𝑎) = [𝑅𝑛0 −𝐺] .

Rearrume:

𝐿𝐸
Δ0𝑎 + 𝛾
Δ0𝑎

= [𝑅𝑛0 −𝐺] + 𝛾

Δ0𝑎
𝐿𝑓 (𝑢) (𝑒∗𝑎 − 𝑒𝑎),

𝐿𝐸 =
Δ0𝑎

Δ0𝑎 + 𝛾 [𝑅𝑛0 −𝐺] +
𝛾

Δ0𝑎 + 𝛾 𝐿𝑓 (𝑢) (𝑒
∗
𝑎 − 𝑒𝑎).

As aproximações clássicas da forma final da equação de Penman são

Δ0𝑎 ≈ Δ𝑎 ≡ d𝑒∗(𝑇𝑎)
d𝑇 ,

𝑅𝑛0 ≈ 𝑅𝑛𝑎 .
Agora 𝑇0 não entra mais na equação; somente 𝑇𝑎 , e

𝐿𝐸𝑝 =
Δ𝑎

Δ𝑎 + 𝛾 [𝑅𝑛𝑎 −𝐺] +
𝛾

Δ𝑎 + 𝛾 𝐿𝑓 (𝑢) (𝑒
∗
𝑎 − 𝑒𝑎) .

Penman-Monteith

“Dentro” da vegetação, defina uma resistência estomática 𝑟𝑠 e uma resis-
tência aerodinâmica 𝑟𝑎 via

𝐸 =
(𝑒∗0 − 𝑒0)

𝑟𝑠
,

𝐸 =
(𝑒0 − 𝑒𝑎)
𝑟𝑎

.

Rearrumando,

𝐸𝑟𝑠 = 𝑒
∗
0 − 𝑒0,

𝐸𝑟𝑎 = 𝑒0 − 𝑒𝑎,
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Somando as duas equações acima,

𝐸 (𝑟𝑠 + 𝑟𝑎) = 𝑒∗0 − 𝑒𝑎,

𝐸 =
(𝑒∗0 − 𝑒𝑎)
(𝑟𝑠𝑡 + 𝑟𝑎) .

Voltemos à dedução da equação de Penman, para modificá-la. A su-
perfície não está mais saturada, de maneira que

Bo = 𝛾
𝑇0 −𝑇𝑎
𝑒0 − 𝑒𝑎 .

A equação de transferência de massa tem a forma

𝐸 =
𝑒0 − 𝑒𝑎
𝑟𝑎

,

e a combinação do método de transferência de massa com o método do
balanço de energia agora produz

𝐿𝐸 + 𝐿𝛾𝑇0 −𝑇𝑎
𝑟𝑎

= [𝑅𝑛0 −𝐺] .

Note que ainda podemos substituir (𝑇0 −𝑇𝑎) por (𝑒∗0 − 𝑒∗𝑎)/Δ0𝑎 , obtendo

𝐿𝐸 + 𝐿𝛾 𝑒
∗
0 − 𝑒∗𝑎
𝑟𝑎Δ0𝑎

= [𝑅𝑛0 −𝐺],

𝐿𝐸 + 𝛾

Δ0𝑎

𝐿

𝑟𝑎

[(𝑒∗0 − 𝑒𝑎) − (𝑒∗𝑎 − 𝑒𝑎)
]
= [𝑅𝑛0 −𝐺],

𝐿𝐸 + 𝛾

Δ0𝑎

𝐿

𝑟𝑎

[
𝐸 (𝑟𝑠 + 𝑟𝑎) − (𝑒∗𝑎 − 𝑒𝑎)

]
= [𝑅𝑛0 −𝐺],

𝐿𝐸 + 𝐿𝐸 𝛾

Δ0𝑎

(
1 + 𝑟𝑠

𝑟𝑎

)
− 𝛾

Δ0𝑎

𝐿

𝑟𝑎
(𝑒∗𝑎 − 𝑒𝑎) = [𝑅𝑛0 −𝐺] .

Agora façamos

1
𝑟𝑎

=
1
𝑟𝑎

𝑟𝑠 + 𝑟𝑎
𝑟𝑠 + 𝑟𝑎

=
𝑟𝑠 + 𝑟𝑎
𝑟𝑎

1
𝑟𝑠 + 𝑟 − 𝑎

=

(
1 + 𝑟𝑠

𝑟𝑎

)
1

𝑟𝑠 + 𝑟 − 𝑎 .

Substituindo,

𝐿𝐸 + 𝐿𝐸 𝛾

Δ0𝑎

(
1 + 𝑟𝑠

𝑟𝑎

)
− 𝛾

Δ0𝑎

(
1 + 𝑟𝑠

𝑟𝑎

)
𝐿

𝑟𝑠 + 𝑟𝑎 (𝑒
∗
𝑎 − 𝑒𝑎) = [𝑅𝑛0 −𝐺] .

Para tornar a notação mais compacta, defina

𝛾∗ ≡ 𝛾
(
1 + 𝑟𝑠

𝑟𝑎

)
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e substitua:

𝐿𝐸 + 𝐿𝐸 𝛾
∗

Δ0𝑎
− 𝛾∗

Δ0𝑎

𝐿

𝑟𝑠 + 𝑟𝑎 (𝑒
∗
𝑎 − 𝑒𝑎) = [𝑅𝑛0 −𝐺] .

Agora,

𝐿𝐸
Δ0𝑎 + 𝛾∗
Δ0𝑎

= [𝑅𝑛0 −𝐺] + 𝛾∗

Δ0𝑎

𝐿

𝑟𝑠 + 𝑟𝑎 (𝑒
∗
𝑎 − 𝑒𝑎),

𝐿𝐸 =
Δ0𝑎

Δ0𝑎 + 𝛾∗ [𝑅𝑛0 −𝐺] +
𝛾∗

Δ0𝑎 + 𝛾∗
𝐿

𝑟𝑠 + 𝑟𝑎 (𝑒
∗
𝑎 − 𝑒𝑎).

Com as mesmas aproximações finais da equação de Penman nós encon-
traremos

𝐿𝐸 =
Δ𝑎

Δ𝑎 + 𝛾∗ [𝑅𝑛𝑎 −𝐺] +
𝛾∗

Δ𝑎 + 𝛾∗
𝐿

𝑟𝑠 + 𝑟𝑎 (𝑒
∗
𝑎 − 𝑒𝑎) .
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