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Notacao

Uma grande dificuldade ao escrever este texto foi a enorme quantidade de grandezas
diferentes com as quais é necessario tratar. Nos utilizamos a0 mesmo tempo grande-
zas extensivas (em geral escritas com letras maiusculas) e intensivas (idem); variaveis
aleatorias e valores observados (realizacdes) das mesmas, médias turbulentas e flu-
tuacoes. Diferentes autores encontraram diferentes solugdes para denotar com um
numero limitado de simbolos romanos e gregos um nimero muito maior de gran-
dezas fisicas e suas interpretacdes e abordagens matematicas. As solucdes que eu
encontrei sdo, como sempre, um compromisso. A notacdo que utilizo é em parte ori-
ginal, e segue a idéia de ser tdo simples quanto possivel e ao mesmo razoavelmente
clara. No entanto, alguns conflitos de simbolos sao inevitaveis, conflitos os quais s6
podem ser parcialmente aliviados pela notacdo utilizada. A seguir, sdo dadas as prin-
cipais explicacdes sobre a notacdo adotada no texto e sobre como lidar com as suas
eventuais ambiguidades.

Variaveis extensivas e intensivas

Variaveis extensivas dizem respeito a um corpo como um todo. Em geral, mas nao
sempre, elas sdo denotadas por letras maiusculas em italico com um til. Exemplos sao

W: ataxa de trabalho realizada sobre um corpo,

U: a energia interna total de um corpo,

P: a quantidade de movimento total de um corpo.

Variaveis intensivas (definidas em um ponto) e instantaneas em geral sdo indicadas
em maiusculas em italico também...ou entdo em letras gregas maitsculas:

U: a energia interna especifica (por unidade de massa),
U: a velocidade vetorial do fluido,

T: atemperatura,

t: o vetor de tensodes,

T: o tensor de tensdes,

¢: a densidade,

©: a temperatura potencial.

Observe a excecdo para o vetor de tensoes #.



8 Notacao

Médias e flutuacoes turbulentas

A decomposigao de Reynolds (Reynolds, 1895) é o procedimento padréo para distin-
guir grandezas as quais preferimos dar um tratamento deterministico (as “médias” de
Reynolds) daquelas que necessitam ser modeladas como variaveis aleatérias ou como
processos estocasticos (as “flutuacdes turbulentas”). Talvez a maneira mais antiga
(mas ainda extremamente usada em engenharia) seja

up = u; + uj,
onde a barra indica a média, e a linha indica a flutuacdo, da grandeza u;. A honrosa
lista de autores que a utilizam inclui Monin e Yaglom (1971, equagdes 3.3-3.7, p. 207),
Richardson (1920), e Stull (1988, equagdes 2.4.2k, 2.4.3a—c, p. 40-41). Durante muito
tempo ela foi minha preferida, mas o seu efeito quando se trabalha com a transfor-
mada de Fourier da flutuacao,

~ 1 .
uw=— u(x,t) e 1kX) @By
= G
é feio e particularmente trabalhoso sempre que se escreve as equagdes espectrais de
turbuléncia a méo.
Tennekes e Lumley (1972) (equagéao 2.1.6, p. 28) preferem

u; = Ui + uy;

Hinze (1975) (p. 4) utiliza B
Ui=U;+u,

enquanto que Pope (2000) usa um misto de
Ui =Up) + u;
para a velocidade (equagdo 4.1, p. 83) e

$=()+¢

para um escalar transportado (equagao 4.36, p. 91).

Em todos os casos acima, o lado esquerdo é a grandeza intensiva instantanea, para
a qual valem as leis de conservagao e/ou as equagdes constitutivas classicas, e o lado
direito é a soma de uma média probabilistica e de uma flutuacéo turbulenta. Talvez
o caso mais infeliz seja o da confusédo entre densidade e pressdo. Utilizando-se por
exemplo uma notagao uniforme de letras maiusculas para as grandezas instantaneas,
e os simbolos classicos p para (flutuagio de) pressio e p para (flutuacio de) densidade,
tem-se

P=(P)+p,
P =(P) + p,

onde P, além de ser um r6 maiusculo, infelizmente, é igual (a menos do tipo italico)
ao P romano maiusculo. A diferenca é demasiadamente sutil para ser aceitavel, de
forma que nenhum autor ousa na pratica usar o simbolo P para indicar um r6 maits-
culo. Muitos autores contornam este problema simplesmente utilizando a hipotese de
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um escoamento com densidade estritamente constante ou apelando velada ou aber-
tamente para a aproximagao de Boussinesq (sobre a qual falaremos com um razoavel
nivel de detalhe neste texto) e utilizando apenas uma densidade de referéncia cons-
tante (digamos, p,) nas equacdes. Por exemplo, Richardson (1920) sabia perfeitamente
disto:

Note that there is no need to assume p to be independent of position.
ReyNoLDs assumed this, but for a reason that does not need concern us.
It will be necessary however to assume that p’, the variation of density
at a fixed point, is so much smaller in comparison with p than is v” in
comparison with o, that we may put p’ = 0.

O outro problema de notacdo encontrado em livros de turbuléncia sdo as flutua-
¢Oes de temperatura. A notagio original de Reynolds,

T=T+T

funciona bem, mas o uso estrito de maitisculas-minudsculas preferido por autores mais
recentes produziria neste caso
T=(T)+t,

o que é desagradavel, ja que t estd comprometido com a variavel “tempo”.

Minha solucdo para esses dilemas é utilizar suceddneos para as letras gregas
maiusculas que estdo “faltando”, e letras maidsculas pequenas (small caps) alterna-
tivas quando as minusculas ja estiverem “comprometidas”. Em resumo, a notacéo
deste texto para a decomposi¢ido de Reynolds é

Ui = U) +u (velocidade),
P=(P)+p (pressao),
T={T)+7 (temperatura),
P=A(P+p (densidade),

etc.. Infelizmente, nem tudo esta perfeitamente resolvido; ainda restam dois proble-
mas.

Conflitos entre simbolos

Muitos simbolos utilizados neste texto possuem significados distintos em termo-
dindmica e em mecanica, ou mesmo dentro da mecanica. Alguns casos notorios (na
notacéo deste texto) sdo

« F é a energia livre de Helmholtz; f; ¢ uma forca de corpo;

« G ¢é a energia livre de Gibbs; g é 0 mddulo da aceleracdo da gravidade; g é o
vetor aceleragdo da gravidade, e g; é sua i-ésima componente;

« t é o tempo; t é o vetor-tensdo;

« T é atemperatura; T é o tensor de tensdes,

*v é o simbolo de Richardson para a velocidade
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etc..

Em lugar de tentar criar um numero suficiente de simbolos novos (por exemplo,
Batchelor (1967) utiliza e e ndo u para a energia interna especifica), o que de qualquer
forma terminaria por esgotar o estoque de simbolos antes que todas as grandezas
estivessem representadas, eu preferi:

1. procurar separar os simbolos sempre que possivel por capitulo ou pelo menos
por secao (por exemplo, a maior parte dos simbolos termodinamicos esta utili-
zada no capitulo sobre termodinamica); e

2. deixar ao leitor atento a compreensao do significado dos simbolos em seu con-
texto.

Variaveis aleatorias e suas realizacoes

Em teoria de probabilidades, é usual separar uma variavel aleatéria X de uma
particular realizacdo ou valor de quantil x; isto facilita muito escrever coisas do tipo:

“P(sz)

¢ a probabilidade de que a variavel aleatdéria X seja menor ou igual que o valor x”.
Neste texto, entretanto, as letras maitisculas representam valores instantaneos. Em
particular, as flutuacdes de velocidade u;, variaveis aleatdrias extremamente impor-
tantes, sdo denotadas em letras minudsculas. Infelizmente, ndo parece possivel separar
de forma “limpa” o simbolo de uma variavel aleatoria do simbolo de uma particular
realizacdo ou de um quantil. O melhor que pode ser feito é utilizar os argumentos da
variavel para explicitar a diferenca. Assim, voltando a decomposi¢ao de Reynolds, em
geral teremos
U(x,t;w) = U) (x,t) + u(x, t; 0).

Aqui, as variaveis aleatorias sao fun¢ido do elemento w do espaco amostral Q, além de
o serem da posicio e do tempo. E conveniente imaginar Q como uma urna de sorteio,
e w como o particular valor sorteado, que neste caso vai definir uma realizagio da
funcao aleatoria U (x, t; w) ou u(x, t; w).

“E funcao de ...”

Neste trabalho, quando uma variavel ¢ qualquer é (por hipétese) uma fungao uni-
variada de uma outra variavel k, nds escrevemos

¢ = fi(k).
Quando ¢ é uma funcao (multivariada) de k entre outras variaveis, nds escrevemos
¢ = fi(k,...).

Quando ¢ nao é fun¢io de k (mas é, possivelmente, funcéo de outras variaveis), dize-
mos fT:

¢ :# fi(k);

Finalmente, ¢ pode ser uma constante:

p:=¢



1

Introducao

Todo autor e todo curso se sente na obrigacio de fornecer uma introduc¢io de “largo
espectro” ao assunto que vai ser estudado. Este é, efetivamente, o espirito deste pri-
meiro capitulo. O objetivo geral deste curso é proporcionar uma introducéao as fer-
ramentas e técnicas de teoria de turbuléncia tuteis em Engenharia. Em um grande
numero de aplicacdes, isso acontece em camadas-limite turbulentas.

Para se entender turbuléncia, é preciso antes de mais nada “vé-la”. Richardson
a via como turbilhdes, de diversos tamanhos, os maiores “alimentando” os menores
num processo ‘continuo” até que as flutuacoes do escoamento fossem amortecidas
pela viscosidade. Isso é a esséncia do processo de transferéncia inercial, nao-linear, de
covaridancias, conforme veremos neste curso (bem mais a frente).

Portanto os pioneiros, Richardson, Taylor e Kolmogorov, tinham uma clara no-
¢do de que existem “estruturas”, “pedacos” ou “entes” num escoamento turbulento
em um continuum de escalas, e que o proprio conceito de “escala” é essencial para a
compreensao da turbuléncia.

No entanto, escala é um conceito “fisico” ou “fenomenoldgico”, cuja exata defi-
ni¢do matematica em termos dos campos de velocidade U(x, t) ou de escalares tais
como a temperatura T (x, t) é consideravelmente dificil, sendo impossivel. Mesmo as-
sim, é possivel identificar diferentes escalas com diversas ferramentas matematicas,
tais como:

Analise espectral (provavelmente a mais antiga).

» Fung¢des empiricas ortogonais.

Diferentes algoritmos para a identificacdo de estruturas e sua decomposicao.

Ondeletas (Wavelets).

Essas “estruturas” de diversos tamanhos realmente existem em um escoamento
turbulento, mas nds devemos ser cuidadosos em ndo equaciona-las demais (nem de
menos!) com uma particular técnica matematica de identifica-las.

Varias fotografias e figuras coloridas interessantes existem no livro sobre turbu-
léncia de Lesieur (1990), e também no de Frisch (1995): dé uma olhada nelas.

Existem algumas estruturas e alguns problemas classicos relacionados um pouco
a instabilizacdo de escoamentos, que estdo relacionados com a questdo de turbuléncia:

« O experimento de Reynolds: a forma “classica” de apresentar a turbuléncia em
cursos de graduacdo, ele ainda conserva um consideravel charme e didatismo:

11
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Wieat Newsaan & 0 L,

Figura 1.1: O experimento de Reynolds (figuras do autor: Reynolds (1883), figuras 3,
4 e 5, pag. 942, e lamina 73.)

aumentado-se gradualmente a velocidade média em um tubo em que se injeta,
no centro, um corante, atinge-se um ponto, em torno do nimero de Reynolds

©VD

Rep = ~ 2000,

(¢ é a massa especifica do fluido, V ¢é a velocidade média, D é o diametro do
turbo e p é a viscosidade dinamica) em que o escoamento se desestabiliza e se
torna turbulento. A figura 1.1 mostra ilustragdes do proprio Reynolds sobre o
seu experimento.

« A “Rua de vortices de von Karman” (Karman vortex street) (ver figura 1.3).
« Jatos e esteiras

« Turbuléncia atras de uma grade em um tunel de vento (grid turbulence).

A turbuléncia é ao mesmo tempo um fendmeno de grande interesse tedrico e
grande importancia pratica. A figura 1.2, por exemplo, mostra o efeito de um episodio
de turbuléncia em céu claro sobre o leme de um B-52 (um avido consideravelmente
grande e resistente).

1.1 - Probabilidade: variaveis aleatodrias e valores esperados

Nos estamos acostumados a identificar diversos fendmenos a nossa volta como
“aleatérios”: jogos de azar, envolvendo dados e cartas, e loterias, sdo talvez os mais
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Figura 1.2: Efeito de turbuléncia em céu claro sobre o leme de um B-52. Fonte: Wi-
kipedia (https://commons.wikimedia.org/wiki/File’,3ABoeing B-52 with_
no_vertical_stabilizer. jpg)

comuns. Nos percebemos aleatoriadade também, entretanto, em fendmenos que en-
volvem fisica: por exemplo, a velocidade de uma molécula em um gas, as condigdes
do tempo, e também em numerosos fendmenos de escoamento de fluidos, tais com a
superficie de um mar revolto e, é claro, escoamentos turbulentos.

A figura 1.4 é um exemplo disso: ela mostra a medi¢do da densidade . de CO,
a cerca de 2 m acima do solo, durante 10 minutos, sobre um gramado. A natureza
erratica de . é inegavel, e sugere que existe um componente aleatério na turbuléncia.

Tratar um fenémeno como aleatério em geral é mais simples do que tentar
descrevé-lo em todos os seus detalhes, o que pode levar a uma complexidade analitica
ou computacional insuperavel. Por exemplo, em principio noés poderiamos usar as
equacdes da dinamica de corpos rigidos para tentar prever o resultado do lancamento
de um dado. Isso entretanto envolve conhecer em detalhes como o lancamento é
feito; a resisténcia do ar durante a sua queda; a natureza da superficie em que ele cai,
etc.. Na pratica, o esforco para modelar cada langamento individual é injustificavel,
e é preferivel descrever o processo como probabilistico, com 1/6 de probabilidade de
ocorréncia do nimero de cada face.

A situacdo com turbuléncia é parecida: noés acreditamos que a turbuléncia é uma
manifestacdo (ou uma realizacdo) das equacdes de Navier-Stokes, as equacoes diferen-
ciais deterministicas que regem o escoamento de um fluido. No entanto, os detalhes
associados com a definicdo das condicdes iniciais e de contorno, assim como com
a solugdo propriamente dita dessas equacdes ndo-lineares, sdo tdo formidaveis que
alternativas a um ataque direto, e (até o momento) infrutifero, sdo necessarias. A te-
oria de probabilidade e processos estocasticos é um elemento essencial de qualquer
abordagem minimamente bem-sucedida ao problema de turbuléncia.

A melhor abordagem, que todos adotamos modernamente, para a teoria de pro-
babilidade é devida a A. N. Kolmogorov, sendo chamada de “abordagem axiomatica”.
Ela é consideravelmente mais elegante do que a alternativa anterior, histérica, de de-
finir probabilidade como um limite da frequéncia empirica com que um resultado (um
“evento”) é observado. Uma abordagem elementar mas muito clara pode ser encon-
trada em Papoulis (1991, capitulo 2); em ordem crescente de rigor (mas inevitavel-


https://commons.wikimedia.org/wiki/File%3ABoeing_B-52_with_no_vertical_stabilizer.jpg
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Figura 1.3: A rua de vortices de von Karman, causada pelo vento soprando ao
redor das ilhas Juan Fernandez, ao largo da costa do Chile (Por Bob Cahalan,
NASA GSFC, em dominio publico: https://commons.wikimedia.org/w/index.
php?curid=87336)
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Figura 1.4: 10 minutos de medicdes de concentracdo de CO, sobre uma grameira em
Tijucas do Sul, PR, em 2011-02-17, 10:30—10:40.

mente, também de dificuldade), outras abordagens podem ser encontradas em James
(1981), Rosenthal (2008) e Billingsley (1986).

A esséncia da abordagem axiomatica de Kolmogorov é postular a exiséncia de uma
tripla de probabilidade (Q, %, P) (Rosenthal, 2008, capitulo 2):

« Q é um conjunto, denominado espaco amostral.

« # é um campo, um conjunto formado por sub-conjuntos de Q. Mas néao todos
os subconjuntos! (Mais sobre isso em um instante). Em linguagem matematica
muito técnica, .# é uma algebra o, ou um campo o.

« P é a medida de probabilidade, que da, para cada A € .%, a probabilidade do
ocorréncia do conjunto — ou melhor, do evento — A. Mais especificamente, P é
uma funcao do tipo

P:F —[0,1]
Ae ¥ P(A) €][0,1].
O segredo (e o enorme problema) da coisa é que .# ndo é, em geral, igual ao conjunto
de todos os sub-conjuntos de Q. Ele é formado apenas pelos conjuntos A C Q para
os quais é possivel definir P(A) (para mais detalhes, veja a excelente exposi¢do de
Rosenthal (2008, capitulo 1)).

Dentro dessa abordagem, uma variavel aleatéria VA é agora, a funcdo mensuravel

U(w):

U:w—>R
weQHU=U(w).

Por defini¢do, uma funcdo U(w) é mensuravel se
{weQ|U() <U* e.Z, U* eR

(Rosenthal, 2008, capitulo 3).
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A pergunta mais importante do ponto de vista pratico é: qual é a probabilidade
de ocorréncia de um certo intervalo de valores de U(w)? A resposta é dada com a
definicio da funcdo de distribuicio de U, F(U*):

FU* =P ({0 U) < U*}). (1.1)

Em particular, fica entdo evidente que é necessario que U(w) seja mensuravel para
que F(U*) possa ser definida em termos da medida de probabilidade P.

Talvez o descritor mais comum de uma VA seja a sua média probabilistica, ou
valor esperado. Ela é dada por uma integral de U(w) sobre Q, a saber

Uy = /Q U(w) dP(w). (1.2)

A definicdo das integrais do tipo (1.2) é tecnicamente muito elaborada, e passa por
um assunto denominado teoria da medida; talvez um tratado definitivo sobre o tema,
em conexao com a teoria de probabilidade, seja Billingsley (1986). Em Engenbharia,
nos estamos normalmente acostumados com o calculo de integrais sobre intervalos
de nimeros reais, e ndo em conjuntos mais genéricos e abstratos tais como Q (cuja
natureza sequer foi definida acima!). Felizmente, vem em nosso auxilio o seguinte
teorema, que nos citamos sem prova (Rosenthal, 2008, Teorema 6.1.1):

Teorema de mudanca de variaveis: Dada uma tripla de probabilidade (Q, %, P),
seja U uma variavel aleatéria com medida de probabilidade P e distribuicdo F. Entéo,
para qualquer funcdo mensuravel g : R — R,

/mwmmmm:/anwm. (13)
Q R

Observacoes:

1. O teorema (1.3) é também a definigao do valor esperado de uma funcéo g(U):
G = [ 9P (14

2. Em particular, quando ¢g(t) = t (a identidade), nés obtemos a expressio para o
valor esperado, ou média probabilistica, de U:

Uy = / UdF(U). (1.5)
R
3. Analogamente, a varidncia de U é
Var{U} = <(U - (U))2> = / (U — (UY)2dF(U). (1.6)
R
4. Finalmente, se F(U) for diferenciavel, e se existir a funcdo densidade de proba-
bilidade dF
U)=— 1.7
f) = . (17
segue-se que
U) = / UfU)du. (1.8)
R

Esta ultima defini¢do de (U) talvez seja a mais comum em cursos introdutorios

de probabilidade.
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Distribui¢cdes conjuntas de variaveis aleatorias Uma variavel aleatéria pode ter
mais de uma “componente” ou, o que da no mesmo, podemos considerar distribuicdes
conjuntas de duas ou mais VA’s. Isso pode ser formalizado (para duas variaveis com
distribuicao conjunta) da seguinte forma:

U= U,V),
U:w—R?
w € Q- (U(w), V(w)).

Assim como antes, a func¢io de distribuicido de U pode ser definida:
FU* v =P ({0 | (Uw) < U A (Vo) <VH})
Da mesma forma, para um vetor de variaveis aleatoérias no R",
FUf,....uh) =P ({o | Uiw) U A A (Unlw) <UHY).

O calculo de médias, variancias, etc., estende-se naturalmente as funcoes de distribui-
¢do conjuntas. Por exemplo, a média de (U) em uma distribui¢ao bivariada de (U, V)

<U>=/ / UdFyy(U,V),
UeR JVeR

e a covaridnciaentre U e V é

Cov{U,V} = / (U =U)(V =(V))dFy v (U, V).
UeR JVeR

1.2 - Processos estocasticos

Com as ferramentas da secao anterior, nds agora definimos brevemente o que sdo
processos estocdsticos: Seja F o espaco das funcdes de x € R}, et € R, em R. Um
processo estocastico é uma funcao

U:Q-—>F

o Ux, t;w).

Em outras palavras, a cada “sorteio” w, em vez de o resultado do sorteio ser um
numero real (que é a definicdo de VA), o resultado do sorteio agora é uma funcdo
completa U de x e t. Nos dizemos que U é uma funcgao aleatéria (note que nao ha
contradicdo nessa terminologia!). O significado de um processo estocastico esta es-
bocado graficamente na figura 1.5. Por simplicidade, na figura a funcio aleatéria
depende apenas de uma variavel (t).

A figura 1.5 da um exemplo da idéia de um conjunto de realizacoes da variavel
U(t) (na literatura de lingua inglesa, um ensemble). Para que as médias de U fagam
sentido, é preciso que elas sejam tomadas sobre todos os “membros” do conjunto.
Note entretanto que é exatamente isso o que faz a defini¢ao de valor esperado (1.2): o
papel de um “membro” do conjunto é desempenhado por um particular v € Q.

Nossa defini¢do de processo estocastico é extraordinariamente geral. Muito fre-
quentemente, é preciso impor restricdes a um processo estocastico para que resul-
tados tuteis em Turbuléncia (ou em qualquer outro campo de aplicagao de processos
estocasticos) possam ser obtidos. Algumas dessas restricdes, muito uteis e frequentes
em Turbuléncia, sdo discutidas a seguir.
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I I I
100 200 300 400 500

I I I
100 200 300 400 500

U(t, w3)

I
0 100 200 300 400 500

Figura 1.5: Ilustracdo de um processo estocastico univariado U(¢; w): as unidades de
U e t sdo arbitrarias.

Processos estacionarios e homogéneos Considere por simplicidade um processo
estocastico U(t; w) em que cada realizacio U(t; w*) ocorre apenas em ¢ (a generaliza-
¢do para U(x, t; w) sera Obvia). Neste curso, a variavel t é continua (note entretanto
que processos estocasticos em que a variavel ¢ é discreta sao perfeitamente possiveis,
e eventualmente uteis também em turbuléncia). Independentemente disso, é sem-
pre possivel produzir sub-conjuntos discretos de n instantes de tempo, t1, t2, ..., t,, €
para cada um desses sub-conjuntos (dos quais ha infinitos) considerar a distribuicio
conjunta de probabilidade

Fuy... vy (U, ... UD).

Nos dizemos que o processo é estacionario se essa distribuicdo for invariante sob uma
translacdo 7 dos instantes de tempo, ou seja, se

Fuy...van (Ul U = Fyyaoy. vy Ufs . U

para todos os subconjuntos ti, t2, . . ., t, possiveis.

Alguns casos particulares dessa defini¢do nos ajudam a entender, na pratica, o
que significa a estacionariedade do processo. Por exemplo, considere o cason = 1, e
a média probabilistica do processo em dois instantes, (U(t;)) e (U(t2)). Entao (se o
processo for estacionario), fazendo 7 = t; — t1, e observando que Fy ;) = Fus,,

Un) = / UdFy(o,

= / UdFy (s 41)
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= /UdFU(tz) =(U(t2)) =

Em outras palavras, em um processo estocastico, a média ndo muda com o tempo. O
mesmo ocorrera com a variancia, cuja prova deixamos para o leitor:

Var{U(t;)} = Var{U(t)}.

Esses dois fatos sao facilmente identificaveis nas realizacdes de um processo estocas-
tico mostradas na figura 1.5: visualmente, ndo percebemos nenhuma “tendéncia” de
mudanca da média nem no “espalhamento” dos valores em torno da média ao longo
do tempo.

Uma funcdo particularmente importante para nos sera a funcdo de autocovari-
ancia. Em um processo estocastico estacionario, a média probabilistica é constante.
Consequentemente, € trivial subtrair essa constante e trabalhar com um processo cuja
média é zero. Seja entdo U(t; w) com (U(t; w)) = 0. A funcao de autocovariancia de
U(t; w) é definida (para o caso de média zero!) por

Cuu(ti, t2) =U(t)U(t2)) . (1.9)

Como o processo ¢é estacionario, e fazendo-se 7 = t, — ¢y,

Ut)U()) = /2 UrU2dFy 1), (1) (U, Un)

R

= /2 Ul U2dFU(t]—t1),U(t2—t])(Ul’ UZ)
R

= /Rz U1U2dFy 0),u () (Ur, U2)
=UO)U(1)).

A fungéo de autocovariancia de um processo estocastico estacionario, portanto, éa
rigor uma funcgao de uma unica variavel, a defasagem 7 entre os valores de U em
dois instantes. Para processos estacionarios, portanto, uma definicdo equivalente da
funcio de autocovariancia é

Cuu (1) = (UDU(t + 7)) . (1.10)

Defini¢des analogas podem ser feitas para processos estocasticos no espago. O
conceito analogo ao de estacionariedade no tempo é o de homogeneidade no espaco;
quando a func¢éo de distribui¢do multivariada em um conjunto (arbitrario) de pontos
X1,...Xx, € invariante sob uma translacdo r no espaco noés dizemos que o processo é
homogéneo.

1.3 - A decomposicao em média e flutuacao, e os postulados de
Reynolds

De agora em diante nés vamos postular que em um escoamento turbulento cada
variavel U; é um processo estocastico do tipo

U = Ui(x, t; w). (1.11)
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Como vimos na se¢ao 1.2, uma realizagao do processo é uma funcdo de x e t observada
para um particular o, ou ainda: cada w corresponde a uma realizacdao diferente do
processo estocastico subjacente.
Dada uma variavel U; em um escoamento turbulento, a decomposicao de Reynolds
consiste em escrever
Ui = Ui + u;. (1.12)

Uma das principais utilidades da decomposicdo de Reynolds é separar o escoa-
mento em uma uma variavel deterministica (U;) (que pode ou ndo variar no espago e
no tempo) e em uma flutuacdo turbulenta u;, que é uma VA com valor esperado nulo.
De fato, por definicdo (ver (1.2)) temos que

W) ) = [ Uit dP ) (113
W€eQ
Note que (U;) é deterministica por definicdo. A média de populagio de u; entdo sera
(ui) = (Ui = (Up))
- [ Wi - o) (.1 4Pl
w€eQ

:/ Ui(x, t; w) dP(w) — (U;) (x, t)/ dP(w)
we

we

= (U (x, 1) = (Up) (x,1) = 0. (1.14)

Infelizmente, (1.14) esta longe de garantir que u; seja um processo estocastico
estacionario e/ou homogéneo. Por exemplo, nada esta dito sobre a dependéncia (ou
niao) em x e em t dos momentos de ordem 2 do tipo <u,~uj>. Entretanto, ela ja é um
comeco, e pelo menos ela permite separar os efeitos de uma velocidade média com
variacdo local muito forte, como é o caso de camadas-limite turbulentas com forte
cisalhamento.

Utilizando (1.12) e (1.13), nds provaremos agora os demais “postulados” de Rey-
nolds:

(U = / U (x.1)dP(0)

= (U (x.1) / 4P ()
=(Up) (x,t). (1.15)

(u: (U;)) = / ui(x, t;0) (Uj) (x. t) dP(0)

weQ
= <U]> (x, t) /w . ui(x, t; ) dP(w)
= (U w) =o. (1.16)

Finalmente, as derivadas em relacdo a x; e a t comutam com a operacio de média

probabilistica:
oU; oUi(x, t;
o _ / AU B0) 4
ot 0eQ ot
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0
= — Ui(x, t; w)dP
2| [ vtxtonr
AUy
= . 1.17
ot (117)
A prova do resultado para as derivadas parciais em relacao a x;,
Ui\ _ Uy
—)=— 1.18
<(9XJ> 8Xj ( )

é similar a prova de (1.17), e é deixada para o leitor.

O conjunto de relacoes (1.14)—(1.18) é usualmente conhecido na literatura com o
nome de postulados de Reynolds. A luz da sua dedugéo rigorosa acima, o nome mais
adequado talvez fosse lemas de Reynolds.

1.4 - Dependéncia estocastica e correlacao
Duas variaveis aleatorias U e V sdo independentes quando
Fyy (U*, V*) = Fy(U*)Fy (V)
Se duas variaveis U e V sdo independentes, é relativamente facil provar que
UV) =U V).

Também é facil provar que se um processo estocastico é estacionario,

0

- {U%) =0,
ou
(V)=
oUy | ou\
<U> T + <HE> =0,

ou
<HE> = O ]

Ou seja: a covariancia entre um processo estocastico estacionario e sua flutuagio
¢ nula. O mesmo vale para processos homogéneos no espago. Na penultima linha
acima, usamos o fato de que
U)
— =0
ot
para um processo estacionario.

Vamos a partir de agora trabalhar apenas com as flutuacoes turbulentas u e v
de duas variaveis genéricas. Suponha que u e v sejam dois processos estocasticos
estacionarios, com médias de populacgao nulas, variancias unitarias (por simplicidade:
<u2> = <vz> = 1) e correlacionados.

Vamos supor um modelo muito simples de dependéncia estocéstica:

du_l u+rv+ ] (1.19)
dd TL 2 2 ™M '
dv_l[v+ru+ ] (1.20)
a Tl 2772 TR '
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onde r é uma constante adimensional, e ¢, e €, ruidos brancos: variaveis aleato-
rias com média zero, variancia unitaria, e com correlacdo nula entre si e com u e
v. T é um tempo caracteristico do sistema. Repare que ele é necessario para que
(1.19)—(1.20) sejam dimensionalmente consistentes, assim como o requerimento de
que [e,] = [u] = [o] = [e] -

E importante enfatizar que (1.19)-(1.20) estdo longe de constituirem um bom modelo
para as flutuacoes de velocidade em um escoamento turbulento, governadas pelas equa-
coes de Navier-Stokes. Por exemplo, ao contrario de Navier-Stokes, elas sao lineares.
Mesmo assim, elas tém algumas propriedades desejaveis. Por exemplo, assim como
ocorre com as equacdes de Navier-Stokes, (1.19)—(1.20) sdo simétricas em u, v (elas
ndo mudam se permutarmos u com v), e 0 processo estocastico (u(t, ), v(t,w)) que
elas descrevem ¢é estacionario. Portanto, ha algumas coisas que podemos aprender,
mesmo com esse modelo simples.

Multiplicando (1.19) por v; (1.20) por u, e promediando,

i ) )
du 1 (vu) r<U >
al T 2 u| s 1.21
<vdt> i R (1.21)
- , -
do\ 1| @y @)
al T 2 v 1.22
<udt> 7|72 tTp te) (1.22)
Mas
()= ()= 1.
<U€u> = <u€v> =0;
portanto, somando-se as equagdes em <v%> e <u‘(11—7t’>,
d 1
<§tv> =7 [—(uv) +r].
Como o processo ¢é estacionario, o lado esquerdo acima ¢é nulo. Portanto,
(uv) =r; (1.23)

em outras palavras, (1.19)—(1.20) descrevem um processo estocastico em que o co-
eficiente de correlacdo entre u e v é r. Substituindo (1.23), agora, em (1.21)—(1.22),

encontramos
du
v—) =0,

do
— ) =0.
(%)

Com esse pequeno exercicio, portanto, noés exibimos um processo estocastico bivari-
ado com algumas (poucas!) propriedades em comum com as flutu¢des de velocidade
produzidas pelas equagdes de Navier-Stokes em que as covariancias/correlacdes cru-
zadas entre as duas componentes sdo nulas.

1.5 - Uma primeira licao sobre isotropia

Coisas a fazer

Defina isotropia em um
ponto. Discuta a natureza
eminentemente cinema-
tica do conceito de isotro-
pia. Relacione isotropia
com homogeneidade: o
que vem antes, e qual é
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Termodinamica de uma mistura
diuluida

2.1 -Regra de fase de Gibbs e relacoes de Maxwell

Para uma mistura de n. componentes sem reacdes quimicas, pode-se deduzir a
regra de fase de Gibbs (Adkins, 1983, p.223, eq. 11.45):

ng=2+n.—ny, (2.1)

onde ny é o nimero de graus de liberdade do sistema, e ny é o niimero de fases. No
caso de n, = 2 e de apenas uma fase (ny = 1), o nimero de graus de liberdade do
sistema é n; = 2+ 2 — 1 = 3. Consequentemente, a equacdo de estado para uma
mistura binaria monofasica deve depender de 3 variaveis de estado independentes.
Considere agora uma mistura de dois componentes com densidades p; e p», tais que
p1 > pa, ou seja: o sistema é uma mistura diluida da substancia 2 na substancia 1.
Defina a concentracdo méassica da substancia K:

cx = PK 2.2)
©
onde
K=+ (2.3)
¢ a densidade total do sistema; isso produz imediatamente as restricoes
Ci+C =1, (2.4)
dCy = —dCy, (2.5)

de modo que dada a concentracdo de um componente, a concentracdo do outro esta
automaticamente determinada. Dependendo da conveniéncia, portanto, nos utiliza-
remos o simbolo C como sinénimo de Cs.

Pela regra de fase de Gibbs, a energia interna (e de fato qualquer outro potencial
termodindmico) deve ser uma funcao de 3 variaveis de estado. Escolhendo-se as 3
variaveis de estado “naturais” para a energia interna por unidade de massa U,

U =U(Y,S,0), (2.6)

onde V é o volume especifico (volume por unidade de massa)

v

1
> 2.7)

23
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S é a entropia especifica (entropia por unidade de massa) e C = C; é a concentracio
massica do componente 2 definida em (2.2).
A diferencial total de U sera

2
dU = —PdV + TdS + ) pxdCx
K=1
= —PdV + TdS + AdC. (2.8)

onde os pix’s sdo os potenciais quimicos dos componentes da mistura, e

A=p - (2.9)

¢ a afinidade da mistura (Kondepudi e Prigogine, 1998, p. 114). Para se obter (2.8),
utilizou-se (2.5). Um de nossos principais objetivos neste capitulo é a obtencao de uma
expressdo para a afinidade A da mistura em termos de grandezas fisicas mensuraveis,
tais como a temperatura ou calores especificos.

A partir de (2.8), obtém-se 3 relacdes de Maxwell:

U _ U = (%2 - (L (2.10)
4soV ~ aVvas 3S )y \0V)se’ '
ou_ou (%) - (4 (2.11)
acov — 9vac aC)ys \0V)cg '
U U oT 0A
0CaS 0soC Clsy \0S)cy
Para a entalpia especifica H,
H=U+ PV, (2.13)
dH = VdP + TdS + AdC, (2.14)
e as 3 relacdes de Maxwell a partir de (2.14) sdo
A I ) (2.15)
0S )pe \OP)gc’ '
vy (oA (2.16)
aCJps \OP)cg '
oy _ (oA (2.17)
aC)sp \8S)cp’ '
Para a energia livre de Helmholtz especifica F,
F=U-ST, (2.18)
dF = —PdV — SdT + AdC, (2.19)

e as 3 relacdes de Maxwell a partir de (2.19) sdo

_(a_P) = _(ﬁ) , (2.20)
aT )y Ve
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_(98) . a—A) , (2.21)
aC VT oV crT

_(ﬁ) :+(5_A) , (2.22)

Finalmente, para a energia livre de Gibbs especifica,

G=H - ST, (2.23)
dG = VdP — SdT + AdC, (2.24)

e as 3 relacdes de Maxwell a partir de (2.24) serdo

av oS

+ T he = - P T7C, (2.25)

+ ﬂ =+ oA , (2.26)
oC)pr OP ) cr

_(% =+ o4 : (2.27)
oC |1 p dT ) o p

2.2 - Mistura diluida de 2 gases ideais

2.2.1 - Equacodes de estado

Considere agora 2 gases ideais. Cada gas ideal “K” da mistura é definido pela
equacao de estado
Px'V = NkgRT, (2.28)

onde Nk é o nimero de moles do gas K, e R é a constante universal dos gases.

_ Mg R

Pp = —X___T,
VR

e definindo-se a constante e a densidade do gas K

Rx = R/ M, (2.29)
Mg
PK = v (2.30)
obtém-se
Pk = pxRkT, (2.31)
ou, alternativamente,
PV = RkT, (2.32)

e pela equacdo para sua energia interna especifica,
Uk = Uko + cox (T — Tp) (2.33)

(Callen 1985, p. 66; Adkins 1983, p. 116), onde o calor especifico a volume constante
do gas K é dado por
cok = ZxRy (2.34)
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Tabela 2.1: Propriedades de gases atmosféricos a 0° C e 101325Pa '

propriedade — My Ry Zx  cpk (calculado)  cpx (medido)
gas | 10kgmol™! Jkg TK™! JkeeTKT  Jkg TK™!
N, 28,013 296,80 5/2 1038,80 1037
0, 31,999 259,83 5/2 909,40 909
H,O 18,016 461,48 3 1845,92 1847

"Fontes: Fleagle e Businger (1980), M?ller (1985), Iribarne e Godson (1986).

com Zxg = 3/2,5/2 e 3 para gases monoatomicos, biatdmicos e com mais de dois
atomos, respectivamente (M?ller, 1985, p. 9, eq. 1.20). A temperatura de referéncia
To a energia interna possui um valor de referéncia arbitrario Uko. Além disto, Px ¢é
a pressao parcial de vapor do gas K, V é o volume total ocupado, Nx é o nimero de
moles do gas K, R é a constante universal dos gases, Mg é a massa do gas K e .#x é
a massa molar do gas K.

A relacdo geral entre os calores especificos a volume constante ¢, e a pressao
constante ¢, em uma substancia pura é (Kondepudi e Prigogine, 1998, p.46)

ou ov
i (a—v)J (a—T)P (239)

de forma que da equagio de estado (2.32) tem-se

CP_CU:

CpK — CyK = RK. (2.36)

A tabela 2.2.1 fornece algumas propriedades de gases atmosféricos e a comparacio
entre os valores calculados de cyx a partir de (2.34) e (2.36) com valores medidos.

2.2.2 - Demais potenciais termodinamicos de um gas ideal

Entalpia Combinando-se (2.32) e (2.33), obtém-se

Hyg = Uk + PxVx = Uko + cox (T — Ty) + RxT
= Uko + RxTo + (cox + Rg)(T — To)
= Hgo + (cox + Rx)(T — Tp)
= HK() + cpK(T - To). (2.37)

Entropia A primeira lei da termodinamica para o K-ésimo componente da mistura
de gases é
dUx = TdSg — PxdVk, (2.38)

e como Ux em um gas ideal depende somente de T,

RxT
CUKdT = TdSK — VLde,
K
dr dVg
dSg = cox— + Rx——,
K = CuK T K Vi

Px
PKO

T
SK - SK() = CyK In T - RK In (2.39)
0
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Alternativamente, use

PKdVK + VKdPK = RgdT, (2.40)
dVgx dPx dT
Sk Sk _ S 2.41
Ve F P T T (2.41)
para obter
dr dPx
dSkx = (cpx + Rk)— — Rg——,
k = (cok + Rk) T~ Rep
T P
Sk — Sko = CpK In— —Rgln —K (2.42)
To Pxo

Novamente, a entropia de referéncia a temperatura Ty é Sko. A 32 lei da termodina-
mica prevé que a entropia deve se anular quando a temperatura termodinamica atinge
o zero absoluto, de forma que Sko nio deve ser arbitraria; entretanto, nés vamos pro-
curar abordar o problema mais a frente utilizando tabelas de entalpias e entropias de
formacéo dos constituintes da mistura, e de certa forma evitando a 32 lei.

Energia livre de Gibbs especifica Para um gas ideal “K” com equacéo de estado
(2.32), a relacdo de Maxwell (2.24) resulta em

oGk RxT
oK) —p = K2 2.43
(6PK )T K7 P (243)
e agora integrando em relacdo a P (a T constante) nds obtemos
Px
GK(T, PK) = g(T) + RxT In (—) , (2.44)
Pko

onde ¥(T) é uma funcdo somente da temperatura, a determinar. Na verdade, para
um gas ideal é possivel fazer muito melhor do que isto utilizando-se simplesmente as
definicoes de Hg (2.37) e Sk (2.39):

Gx = Hx — TSk
T
= Hxo + cox(T = To) = T |Sko + cox In — — Ry np—K]
To PKO
T PK
= HKO + RI((T - T()) + CUK(T — T()) -T SK() + Ccyk In — - RK In —
To PKO
T T T
= (Hxo — TSko) + R T (1 - —O) + e T (1 - —0) + e TIn =2 + TR In 2K
T T T PKO
T T
= (Hxo — ToSko) =Sox T (1 - ?0) + R T (1 - ?0)
|
9gKo
T T
+cUKT(1 -2 +ln—0) +TRK1np—K
T T PKO
T T T
= gko + (R = Sko)T (1 - —0) + kT (1 % —0) +TReIn2X (2.45)
T T T PKO

Agora, para Tp/T =~ 1, se expandirmos In(Tp/T) em série de Taylor em torno de 1 até
ordem 2, encontraremos
To

1 To—T\? PK
Gk = Ggo + (RK - SK())T (1 - —) — —cur T ( ) + RxT In — (2.46)
T 2 T PKO
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E importante observar que ha necessariamente duas constantes de integracdo a
determinar em (2.45) ou em (2.46). Este é o mesmo resultado obtido por M?ller (1985)
em sua equacgao (6.72). No nosso caso, nos retivemos a temperatura de referéncia Ty de
maneira que o argumento de In(-) permanece sempre adimensional. O conhecimento
de Ty também sera importante quando utilizarmos na proéxima sub-secédo os conceitos
de entalpia, entropia e energia livre de Gibbs de formacdo de uma substancia.

2.2.3 - A afinidade de uma mistura de gases ideais

A pressio total de uma mistura de gases ideais sera a soma das pressdes parciais
de vapor (a lei de Dalton), do que se obtém a equacédo de estado da mistura:

p= Zpk
= p1RiT + p2R,T,
=p [ERLT + ERZT]
p p
=pl[CiRI + R T
=p [(1 —C)Ry + CRz] T
=p[Ri+(R2—Ry)C]|T. (2.47)

Note que a mistura se comporta como se fosse um gas ideal com constante R(C) =
R; + (Ry — R;)C dependente da concentracéo C.

Além disto, pode-se mostrar que para uma mistura de gases ideais a pressao, a
entropia e todos os potenciais termodinamicos sdo iguais as somas das quantidades
correspondentes de cada gas (Adkins, 1983, p. 215). Nos vamos usar este resultado
geral para obter algumas relacdes de interesse. Por exemplo, para a energia interna,

U=U+U, =UM; +U,M, = U =CU + GU;,. (2.48)
Analogamente, a entalpia e a entropia especificas sdo dadas por

H = CiH; + CyH>, (2.49)
S =C1S51 + 45,. (2.50)

Segue-se de (2.49) que o calor especifico a pressdo constante da mistura é dado por

_(6H\ OH, OH,
o= (5),. =0 -0 (5r), (%),

= [ep1 + (cp2 = p1)C] . (2.51)

Note que enquanto que V, S, H, etc., sdo grandezas especificas por unidade de massa
total M, U e U, sédo energias internas por unidade de massa de cada gas, M; e M3 (o
mesmo acontecendo com Hy, H, Sy, Sy, etc.). Aqui, as relacdes-chave sio

v V Mg
V=—oa=—o--—"2=% K 2.52
M- Mo M kCk (para cada K), (2.52)

dv = CKdVK + VKdCK (2.53)
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Finalmente, para obtermos a afinidade A da mistura de 2 gases ideais, nds preci-
samos permitir que C varie. Diferenciando (2.48), obtemos

dU = Z (CKdUK + UKdCK)
= Z (Cx (TdSk — PxdV) + UxdCx) . (2.54)
Diferenciando (2.50),
ds = Z(CdeK + SkdCr),
T (Z CxdSk) = TdS - Z TSxdCk, (2.55)
e utilizando (2.52), (2.53) e (2.55) em (2.54):
dU =TdS - Z TSKdCK - Z PK(dV - VKdCK) + Z UKdCK
=TdS - (Z PK) dv — Z TSKdCK + Z PKVKdCK + Z UKdCK
= TdS — PdV + Z(UK + PxVi — TSx)dCx
= TdS — PdV + Z GrdCx. (2.56)

O resultado, comparado com (2.8), mostra que

hx = Gr, (2.57)

ou seja: os potenciais quimicos de cada componente da mistura sdo iguais a respec-
tiva energia livre de Gibbs da substancia pura correspondente (ambos por unidade de
massa); portanto, a afinidade de uma mistura de dois gases ideais é, simplesmente,

A=Gy-Gi. (2.58)
A rigor, este mesmo resultado poderia ter sido obtido muito mais rapidamente por
meio da equacao de Euler (Callen, 1985, p. 59),
N
TS=U + PV - Z 1k Cr; (2.59)
k=1

fazendo N = 1 para o caso de um unico componente, e entdo cx = 1, obtém-se

Uk = Uk + PKVK - TSK = GK. (2.60)
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Tabela 2.2: Entalpia e energia livre de Gibbs de formagao, e entropia padrao de gases

atmosféricos a 298,15 K e 100.000 Pa

propriedade — ArH 0 A fGO S0
gas | MIkg™! MIkg! kIkg 'K!
N» 0 0 6,8383
0)) 0 0 6,4086
H,O —13,423 —-12,688 10,479

"Fontes: NIST Chemistry WebBook, http://webbook.nist.gov/chemistry.
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As equacoes diferenciais de
transporte

A turbuléncia é uma consequéncia da ndo-linearidade das equacgdes diferenciais que
governam o escoamento de fluidos e o transporte de escalares (vapor d’agua, calor,
CO,, etc.). Neste capitulo nds vamos revisar de maneira breve a deducdo destas equa-
cOes a partir de leis de conservacdo da fisica e de equacdes constitutivas.

3.1 - Notacao indicial

Uma boa parte de nossas manipulacdes requer o uso de notacdo indicial, e dos
conceitos de vetor e de tensor. De maneira extremamente breve, a notacdo indicial
envolve simplesmente a supressdo dos simbolos de somatorio. Desta forma, um vetor
em coordenadas cartesianas na base candnica {ej, e>, e3},

3
V = Vie + Vaes + Vzes = Z Ve, (3.1)
i=1

é escrito simplesmente como
V= V,-e,-. (3.2)

A regra geral é que o aparecimento de um mesmo indice duas vezes em uma equagao
indica soma neste indice. Algumas vezes, entretanto, esta regra nao se aplica. Por
exemplo, eu posso querer me referir a Vie; ou Voe; ou V3e3. Nesse caso, usarei pa-
rénteses em torno dos indices, para informar que ndo ha uma soma implicita nestes
indices: V{; e ;.

3.2 - Continuidade

Considere um volume 7/, delimitado por uma superficie fechada .. O balango
de massa total para 7 é dado pela equagao de balango integral

o:ﬁ/ godV+]{ O(n - U)dS (3.3)
ot Jy K%

onde ¢ é a massa especifica, ou densidade, do fluido e U é o vetor velocidade do
escoamento em cada ponto.

Em (3.3), 7" é um volume material (Slattery, 1972), ou seja, o volume de um corpo
que ocupa, instantaneamente, #". Em Mecanica dos Fluidos basica, frequentemente
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as analises se concentram sobre a regido do espago definida por ¥/, que é entdo deno-
minado volume de controle (Fox e McDonald, 1981).

A idéia de volume material é talvez um pouco mais rica: se considerarmos que
cada ponto de ¥ representa um ponto material imerso no campo de velocidade U
no instante t = 0, e seguirmos a trajetoria de cada uma dessas particulas, o volume
ocupado pelas mesmas em um instante posterior é o volume do mesmo corpo nesse
ultimo instante.

O vetor unitario normal a superficie de controle em cada ponto é n. A integral de
superficie acima pode ser transformada em uma integral de volume pelo Teorema da

Divergéncia:
0 9(pU:)
- dv dv,
ARCAN
dp  9(PU)
0 = — +——] dV. 3.4
L(at R (34)

Esbog¢amos agora o argumento do Teorema da Localizagdo: o volume ¥ para o qual a
equacdo acima se aplica é totalmente genérico: de fato, (3.4) acima aplica-se a qual-
quer volume dentro de um escoamento. Mas isso so é possivel se o integrando for
identicamente nulo, ou seja:

(e}
Il

o9  A(PU) _

Uma outra forma util da equagao da continuidade é

99 , 99, U

ar U T 9%, =0
D o
—_— =0 3.6
Dt - 0xl~ ( )

Finalmente, se utilizarmos o volume especifico,

1
V=—, (3.7)
Y
obteremos uma terceira forma util da equagédo da continuidade:
ou; 1DV
L =-___ 3.8
axi V Dt - ( )

Fisicamente, (3.8) significa que a divergéncia do campo de velocidade é igual a taxa
temporal de variacdo do volume de fluido (por unidade de volume!) em cada ponto.

3.3 — Misturas

Nesta se¢ao nd6s vamos seguir a esséncia da abordagem de Bird et al. (1960, cap. 16):
ela permite entender claramente o significado de difusao molecular de uma substancia
em um fluido, e em nossa opinido evita totalmente confusdes comuns a respeito do
papel da difusdo e da advecgdo em meios continuos.

Além disso, n6s vamos considerar, por simplicidade, apenas misturas binarias,
com um soluto A dissolvido em um solvente B. A generalizacdo para misturas com
mais de 2 componentes é 6bvia.
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Em uma mistura binaria nds postulamos a existéncia em cada ponto de uma den-
sidade para cada componente, {4 e {5, de tal maneira que as massas totais de A e B
em um volume material V sdo, respectivamente,

My = / 0adV, Mg = / PpdV. (3.9
1% 14
E evidente que, em cada ponto, devemos ter

O =Pa+ 9. (3.10)

Note que a abordagem postulatdria de (3.9) é compativel com a visdo tradicional
em Mecanica do Continuo. Prosseguindo, nés também postulamos a existéncia de
campos de velocidade para cada espécie, Uy e Up, cujas integrais em um volume
material sdo a quantidade de movimento total de cada espécie, respectivamente P, e
Pg. Por analogia com (3.9)—(3.10), temos

PA=/ @AUAdV, PB:/ ©pUpdV. (3.11)
v v

Agora, a quantidade de movimento total do corpo que ocupa ¥ deve ser

P= / ouUdv, (3.12)
v
onde U ¢ a velocidade do fluido em cada ponto, de tal forma que devemos ter

YU = PaUas + 9pUp. (3.13)

O ponto fundamental agora é perceber que é extremamente dificil, sendo impos-
sivel, medir diretamente U4 e Up. Em seu lugar, ¢ muito mais simples trabalhar uni-
camente com o campo de velocidade U do fluido como um todo em cada ponto. Para
tanto, nds definimos o vetor fluxo difusivo de massa de A:

Ja=9alUs-U]. (3.14)
A concentracdo massica de A é
c,= ¥4 (3.15)
Q

e vale a lei de Fick em cada ponto:

Ja=—9vaVC, (3.16)

onde v4 é a difusividade molecular de A na mistura. Relacoes totalmente analogas
também valem para o solvente B.
Finalmente, das equagdes (3.10) e (3.13) obtém-se:

Jat+Jg=9alUa—-Ul+ @p[Up—-U]
= @PaUas+ @sUp — (Pa+ 98) U
= U — U = 0. (3.17)

Essa equacdo é valida em todos os pontos de um fluido, exceto talvez em uma superficie
onde haja um fluxo liquido de A para dentro da massa de fluido.
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Prosseguindo, por analogia com (3.3), o balango integral de A é tao simples quanto

Oz_a/QAdV"‘}{PA(n'UA) ds
ot Jy S
:—a/@AdV+]{PA(n'[UA—U+U]) ds;

0
—]{SOA(n'[UA—U]) d5=a—/80AdV+?§80A(n'U) ds,
S tJy S

0
_?g(n']A):E/VSOAdV-F]gpA(n.U)dS’ (3.18)

onde a introducéo de J 4 na tltima linha segue-se de sua definicdo (3.14). Uma deducéo
totalmente analoga vale para B.

A aplicacdo dos teoremas da divergéncia e da localizacdo para A e para B produz,
agora, duas equagdes diferenciais de balan¢o de massa:

0Pa , 09aU; __ OJai

3.19
ot Gxi (9x,~ ’ ( )
0pp  0ppU;  dJpi
En + ax, = ox; (3.20)

A soma de (3.19) e (3.20) tem que restaurar (3.5); dada a equagao (3.10), segue-se ne-
cessariamente que

0Jai N 0Js,i

Bxl- c’)xi
(3.21) vale sempre; duas coisas podem acontecer. No caso mais geral, qualquer difuséo
molecular do soluto A é compensada por difusdo molecular, também do solvente B, de
uma certa forma, “no sentido oposto”. Note entretanto que (3.21) estipula que é a soma
das divergéncias dos fluxos difusivos de massa que é nula. Uma situacao particular que
pode ocorrer é o caso em que J, = const. e Jg = 0; portanto é possivel ocorrer fluxo
difusivo apenas do soluto, desde que a sua divergéncia seja nula. E comum a confusio
entre um fluxo e sua divergéncia nas equagdes de um meio continuo, e este é um bom

exemplo para explicitar sua diferenca.

=0. (3.21)

3.4 - Quantidade de movimento

O balanco integral geral de quantidade de movimento para um volume material

YV é
F,+F, = 2/ QU dV +]{ @U(n - U)dS, (3.22)
ot 4 R

onde F sdo as forcas de superficie atuando sobre o volume de controle, e F, sdo as
forcas de corpo. A equacdo a seguir,

FSZ% tdS:% anS:f anj,-eidS, (3.23)
S S S

condensa um volume consideravel de conhecimento. A forca de superficie é dada
pela integral de superficie do vetor-tensdo t. Esse por sua vez é escrito na forma t =
n - T, isto é, como o pré-produto do vetor unitario normal n pelo tensor de tensoes T.
Finalmente, a equacdo constitutiva para o tensor de tensdes T em fun¢do do primeiro
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coeficiente de viscosidade y, do segundo coeficiente de viscosidade A e da presséo
termodinamica P é

1510)
Tﬁ = (—P + )L—k) 5]'1' + 2’115]1 (324)
ka
onde 1(0U;, o
. U
S.o= — | —L 4 =1 3.25
It 2 ( Gxi (9)(]' ) ( )
¢ a taxa de deformacéo;o delta de Kroenecker é
1, j=i,
Sij = 3.26
/! {0, j#i (3.26)

A integral de superficie correspondente a forca de superficie é transformada em uma
integral de volume por intermédio do Teorema da divergéncia:

opr 0 (0Ux 0
—— At A= 2u—(Sji) | dV | e;. 3.27
[,/( 0x; " 0x; (ka) " y@xj ( ﬂ)) ]el (3.27)

Para obter (3.27), n6s supusemos y constante, e o “retiramos” da operacio de diferen-
ciacdo. Embora estritamente isso ndo seja verdade, é usual desconsiderar as variacoes
de i (e eventualmente de A) com a posicdo na deducido das equacdes de Navier-Stokes.

A forga de corpo num referencial em rotacdo deve incluir a aceleracdo de Coriolis:
w é avelocidade angular da terra, g é a aceleracdo da gravidade (o que inclui os demais
efeitos de a Terra ser um referencial nao-inercial — veja Liggett (1994)), e

OT;;
Fs = —dV e; =
4 (93(]'

F.= / Plg-2oxU| dV = / gO(g,- - Zeijk@jUk) dV] e;. (3.28)
v | JY

Os termos do lado direito sao

- / oUdV = [ / 99U iyl e.. (3.29)
v i

%U@n U)dS = []{ Uig)njUjds] e; = / 9 (g)UU)dV] e;.(3.30)
K Kz 0x;

Reunindo todos os termos,

[L (é% (Tji) + 80(91' - 26ijk(DjUk) - 8(8;)?) - a(gngUj)) dV] e;=0. (331)

Pelo teorema da localizagdo, o integrando deve ser identicamente nulo; entao:

o9U) | IPUY) ;
ot axj = 80( ZEkaQ Uk) ax] (T],) . (3.32)

Expandindo o lado esquerdo e simplificando-o por meio de (3.5), e explicitando Tj;
com (3.24):

oU; oU; 0
(—at + Uf_axj) = 9 (g1 — 2ei;Uk ) + o (7::) (3.33)
oU; oU; 6 U 65

L rU—)=0(g - 260U p+22%) o . (3.34
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onde nds usamos (3.24) e (3.27), e
OVu = Ul (3.35)

define a viscosidade cinematica v,,.

Embora (3.34) seja provavelmente a forma mais “classica” de apresentar as equa-
cdes de Navier-Stokes compressiveis, ela ndo sera a mais util quando precisarmos
lancar mao da aproximacdo de Boussinesq no capitulo 5. Por isso, preferimos escre-
ver a equacido para quantidade de movimento na forma totalmente equivalente

0 oy 05ij
= SO(gl - zeijk@jUk) + — (—P + A.—k) + 2,Uua—xl] (336)

apuy | (9UY)
(9.7(',‘ an j

ot (9xj

3.5 - Vorticidade

As seguintes identidades serdo uteis na sequéncia: se ¢ = @(x,t) é um campo
escalar, entdo:

0 0
VxV¢= eijkaa_f-ek
i U4j
_. 0
= Gk 6x,~8xj €k
(1 0% 1 9% ]
- _Eeijk(?xiﬁxj " Eeijk axiﬁxj_ €k
(1 9*f 1 6% ]
B _Eeijk (9x,~6xj - Eejik (9xj(9x,~_ ek
(1 0% 1 0*f ]
B _Eeijkﬁxiﬁxj " Eejikﬁxiaxj_ ek
1 9%
= — | € ik| ———er = 0. 3.37
7 Lo+ 6] F e (337)
=0
Além disso,
0 ouy
V:.[Vxu]= eiﬁ_x, . ejkla_xjek
82uk
= €; i
Jklax,ﬁxj k
0%u;
ﬂl@x,ﬁx]

1 0u; 1 0%u;
= Eeﬁlm + Eejilm

1 0u; 1 0u;
= Eejilm + Eeiﬂm

1 %y 1 0y
= 29" x0x; 2 axon;
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1 0%u;
= = [6jil + Giﬂ] — L = 0. (338)
2. y axié‘x j
=0
A vorticidade em um ponto de um escoamento é definida como o rotacional da
velocidade:

Q=VxU, (3.39)
ou, em notagio indicial:
ou,
Qk = eijka_xl-ek. (340)
E facil verificar a identidade:
oy,
€ijk Q2 = eijkemnk#
m
oy,
= (5im5jn - 5in5jm) Wn
m
ou; 9y,
= — - —. 341
(?x,- 83(']' ( )

Considere agora o rotacional da equagdo de momentum, pré-condicionada com a
identidade (3.41):

%+Ujggj =gi—26ijka>jUk+éaiXi —P+AZ—Z]’: +2Vu(;i‘j;

%—eiJkUij+%6(;§]J) :gi—ZGiJkQJUk+éaixj _p+,1‘;_gl’: +2V”‘;~Z;

enlosaalue 50 e S (reaf) engt (G0 5)
S scalovaalis YD g L2 ] 2

(3.42)

Nosso proximo passo é calcular o rotacional de (3.42). Isso é natural, na medida em

que surgira uma equacgdo para DQ/Dt. Note também a presenca de dois gradientes
em (3.42), V¢ e Vi, onde

1
=5 (Uy)). (3.43)
y=-P+(@A+ vu)g—i]l;. (3.44)

O rotacional de ambos ¢é nulo, devido a (3.37). Prosseguimos agora termo a termo. O
rotacional do primeiro termo do lado esquerdo de (3.42) é
0 0U; 0  0U  0Qn

imm———— = —€limm— = —/—. 3.45
limae, 0t ot "ox, | ot (345)
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O rotacional do segundo termo do lado esquerdo de (3.42) é

elimaixleijk [QJ + 2(Dj] U, = élimeijkaixl ([QJ + 2(Dj] Uk)

= Gmllfjkiaix[ ([QJ + 2@]] Uk)

= [(Sm]ﬁlk - 5mk5lj] aix, ([Qj + zwf] Uk)
0

0
= 0_xk ([Qm + 20m] Uk) - 0_x] ([Qj + 2@j:| Um) )

Algumas simplificacoes ainda sdo possiveis. Note que a velocidade angular da terra,
@, é constante: as suas derivadas espaciais serdo nulas. Além disso, note também que,
em virtude de (3.38), V- Q = 0. Aplicando essas simplificagoes,

e,im%eijk @ +20;] Uy = 0ixk ([Qn + 20,1 Ug) — aixj ([@)+20;] Un)

0[Q, + 20, oU;
= Ukw +[Q + 20,,] Tk
oxy. Oxy
U, 0
- [QJ + 2(D]:| _8xj — Uma—xj [Q] + 2@1]
0Qy, OUy ou,
= Uk(?_xk + [Qm + 2(Dm] a_JCk - [QJ + 2(Dj] 8—xj (3.46)

Conforme ja haviamos comentado, o rotacional do terceiro termo do lado es-
querdo de (3.42) é nulo em virtude de (3.37):

o0 10UU; 0¢
A = e = 0. 3.47
“l 0x;2 0x; l o0x; (3:47)
O rotacional do primeiro termo do lado esquerdo de (3.42) é nulo:
99
imZt = 0. (3.48)
ox|

Com a ajuda de (3.44), o rotacional do segundo termo do lado direito de (3.42) é

o |10y 1 0 oy N oy o (1
€lim— | ——| = —€im—— + —€lim— | —
lm@xl © 0x; 9 lm@xl ox;  Ox; lm(’)xl )
__ L _ opoy
B 802 Lim aXI 8xl-
1 op 0 AUy
=——¢€im——|-P+ (A —. 3.49
G ( +( +vu>an) (3.49)
Finalmente, o rotacional do terceiro termo do lado direito de (3.42) é
Ry 0 oU; 9*Qp
€lim—— = =Vy— (3.50)

0x; Y dx;0x; Vu dx;0x; elima_xl Y dx;0x;
No6s agora reunimos os resultados (3.45)-(3.50) na equacdo da vorticidade:
0Q 0Q oUy, OUy

4 U2 = |Q; + 20| —= — [Qpm + 20p,] —
5 Ui = [+ 29) ox, omtoml Gl

I I
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1 99 0 AU *Qy,
i [P- (A . 3.51
* pzel 0x] Ox; ( A+ w) axk) +Vu6xj(9xj (3:51)
—_—

III v

O lado esquerdo de (3.51) é a derivada material da vorticidade, DQ,,/dt. O
termo I do lado direito é o termo de estiramento e inclina¢do de vortice (vortex
stretching/tilting): existe uma tendéncia a “esticar” as linhas de velocidade, inten-
sificando a vorticidade ao mesmo tempo em que ela ocupa regides menores (mais
“finas”) do escoamento. Veja a discussdo deste importante termo em escoamentos
tridimensionais em Kundu (1990, p. 133 (“Meaning of (w - V)u”)) O termo II do lado
direito de (3.51) s vai ser importante em escoamentos compressiveis. O termo III é
o termo baroclinico. E facil ver que

1
Il = @v@ X Vi;

a presenca de desalinhamento entre os gradientes de densidade e de pressdo altera a
vorticidade; finalmente, o termo IV é o termo viscoso.

E possivel definir para a vorticidade, uma grandeza analoga ao que é a energia
cinética para a velocidade. O nome dessa grandeza é enstrofia:

Da mesma forma que ocorre com a energia mecanica, cuja equacdo pode ser dedu-
zida a partir da equagdo de momentum fazendo-se o produto interno dessa ultima
com o vetor velocidade (ver secdo 3.7), é possivel obter uma equacéao para a enstrofia
tomando-se o produto interno de 3.51 com Q:

oQ oQ oy, OUx
Qma—t’” + QmUkaT:‘ = Qn |Q; + 20 a_;; = O [Qn + 201 52
1 dp o AUy > Qn,
Op—lim—— | P = (A + 1) —= | + Qv —.
- 0?2 €l ™ dx; Ox; ( A+ va) ka) T oem 0x;j0x;
(3.52)
O lado esquerdo de (3.52) é
Dz o0z 0z
(3.53)

— = — 4 -
Dt ot Foxg

(a derivada material da enstrofia). O tUnico termo para o qual dedicaremos algum
esforco algébrico adicional aqui sera o ultimo de (3.52). Note que (esse truque sera
utilizado repetidamente neste livro):

0’z 9 o 99n) _ 0 Qp, L 09m 0Qn
ﬁxjaxj B 8xj m 8Xj B m(?xjc')xj ﬁxj 63(]' ’
0°Qn, 0°Z 0Qm 0Q,

Q = — .
Y maxjaxj Vu@xjaxj Y 6xj ﬁxj

(3.54)

A natureza de cada um dos dois termos do lado direito de (3.54) acima é diferente:
o primeiro termo é uma divergéncia e redistribui enstrofia (por difusdo molecular),
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enquanto que o segundo termo é sempre negativo: na auséncia de efeitos de com-
pressibilidade, ele é o termo responsavel pela destruicdo (dissipagao) de enstrofia no
escoamento. Note também que o termo baroclinico deu origem a um produto triplo
entre os vetores Vg, VP e Q. Nossa equagao final para o balanco de enstrofia fica:

DZ _ AU, OUx
o = On [Q] + 2@]] i~ Qpy [Qm + 20m] e,
1 a9 0 AU 0%z AQm OQm
e L P+ v) T, + v, — v, = (355
- 80261 aXI Bxl- ( ( v )(9Xk) v (9xjc9xj s an (9Xj ( )

3.6 — Energia

A equacio de balanco da energia total (ou seja: interna e cinética) para um volume
de controle é

W/+Q+T:ﬁ/ EgadV+]§ EQ(n - U)dS. (3.56)
ot v R

onde W ¢é a taxa de trabalho realizada sobre o volume de controle pelas forcas de
superficie e de corpo, QO é o fluxo de calor por conducio para dentro do volume de

controle e I é a taxa de aporte de energia para dentro do volume de controle devido a
difusdo de massa e consequente mudanca relativa de composicdo quimica da mistura.
Os tis servem para diferenciar valores totais de valores por unidade de massa; assim
(por exemplo), W € o trabalho sobre um corpo, enquanto que W é o trabalho por
unidade de massa. A energia especifica (por unidade de massa) é

1
E = SUU +1U, (3.57)

onde U é a energia interna por unidade de massa. Note que n6s ndo incluimos nenhum
termo de energia potencial, porque W contabilizara todas as forgas atuando sobre o
volume de controle, incluindo as conservativas. O calculo de cada um dos termos do
lado esquerdo de (3.56) é feito como se segue:

Q:—%y(n-q)dSz]iﬂg{)cpvg(n-VT)dS

oT 0 oT
= i—dS = — — | dV, 3.58
\%g SOCPV(In] ﬁxj /4;/ ij (@cPVTan) ( )

onde q é o vetor fluxo de calor. Em notag¢do indicial, a equagao constitutiva para a
transferéncia de calor por conducio, ou difusdo molecular, é

oT

qi = _SOCchra_xi, (3.59)

onde ¢, é o calor especifico a pressdo constante do fluido, vy é a difusividade térmica
molecular, e T é a temperatura termodinamica.
A taxa de trabalho realizado sobre 7 é

VT/:/ (plg — 2w x U] -U) dV+7{ (t-U)dS
4 S
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= /4;/ ¥ (gl - 2€ijk(DjUk) U; dV + \%gﬂ nJTﬂU, dS

0
= [1/ (80(91' - 2€ijk®jUk) Ui + a_xj(TjiUi)) dv
OT;; ou;
= i = 260U + =2 | Uy + =—T;; | dV. 3.60
[//(80(9 €ijk@j k+axj) +(9ij) (3.60)
O lado direito de (3.56) é

I(EQP) op OE

/E dv = / Fy dv = /y/(E Fy +goat dv (3.61)

7{ Ego(n-U)dS:f Eg)njUjds:/ 9 (9UE) dV =
K K 7 0x;

/ (Wﬂ . w_) W e
” 9

Oxj x]-

Combinando (3.61) e (3.62) acima, tem-se

/ E(aﬁ + a(SOUj))ﬂo(a—E + Ua—E) dv, (3.63)
V4

ot 9x; at 1 ox;

=0

onde o primeiro termo é nulo por forca da equagdo da continuidade. O restante é

DE D (1 DU Du

Combinando-se todos os termos da equacao de energia,

/ i Cva_T +%T+U = 2ea:U +% -
» 0Xj $cp anj ax]' ji i\ 9i ijkWjYk ax]'
DU; D
(950 + 5

+ )) dV =0 (3.65)
Dt Dt

Colocando em evidéncia os termos com YU; em comum,

DU 0T
OU; gi — 260Uy + I =0, (3.66)
Dt Ox;
ja que o termo entre parénteses é a propria equagdo de balanco de quantidade de
movimento! O que resta, apds aplicarmos o teorema da localizacao, é

DU 0 (@T) aU;
§cpv T

SOD— ox; T (3.67)

. 4jis
(')xj

onde, de maneira analoga ao que foi feito com a equa¢do de quantidade de movimento
quando consideramos u constante, nés consideramos o termo gcpvy constante e o
retiramos da derivada. Novamente, embora nio seja estritamente correto, isso é usual.
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O termo 0U;/0x;T;; é facilmente calculavel:

ou; AUy oy;
=1, = ([-P+2 Sii +2uS;; | — 3.68
ox; (( ak)””’)axj (3.68)
oU; U oU;
= -p M= +2us;—. 3.69
Ox; " (6xk) K ! 0x; (3.69)

Como os indices i e j sio mudos (ambos aparecem repetidos, indicando somatorios),
eles podem ser trocados:

oU; +5Uj ou; aU; +8Ui ay; (3.70)
dOx;  Ox; axj Ax; ox; ) ox;’ '
donde
L
U(’)x] (9 (')xl (')x]
(o, du)au (v, auy oy
2\\0x;  0x;) Ox; Ox;  0Oxj) Ox;
1(8U; 8U;\*
=—|—+—] =25;S;. 3.71
2 (0)(,‘ - 83(']') Y ( )

Note que (3.71) é uma soma de 9 termos, todos eles positivos. Finalmente, obtemos

oU; U U \*
T = —P— - 2 iiOgj. 3. 2
U(?xj Oxy A(axk) + 2855y 3.72)

Os dois ultimos termos correspondem a conversao irreversivel de energia mecanica
em energia interna, e é possivel mostrar que sua soma é sempre positiva, debaixo da
hipétese de Stokes (Kundu, 1990, p. 92),

2
A+ 3p=0. (3.73)

Entdo, a equacdo de interacdo tensor de tensdes-gradiente de velocidade fica

U _ 03U 1 (0U\?
Tyor = -P22 4 28y — = (=) |, 3.74
Tox; T ox ”( 72 3((9xk)) (3749

e podemos completar o quadrado do termo entre parénteses:

1 {3U\? 2 (0U:\* AU
5”5’7_5(3_;%) - S"fsif_§(a_xk) "3\ o
AN ANRNTAS
SuSi—2 (=) = [=X) + - | =%
= (8xk)3(8xk)+3(0xk)
1(0U; OU)\ 1 ({8Uc\ 1 (U
all 2(axj+ax') f3(axk)+3(axk

OU 1 (0U\>
SijSij - 251}3 (a ) 511 + 6 (0—)(]() 5,‘]'51']'
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1 {0U;, 2
o)) 79
Finalmente, )
oU; AU 1 {0U
T2 = —p| =) 4 2u s — = [=£ 6] . 3.76
P ((9xk)+ ”( i 3(6xk) ”) (3.76)

A equacdo diferencial completa para a energia interna fica
DU d (0T U N AYES
— = — (=) - == +2u(s; - = [==]|6; 3.77
YD g‘)cf’v‘faxj(axj) (axk)+ “( i 3(6xk) ”)’ (377)

I II &=III

onde I representa o aquecimento/resfriamento de uma particula de fluido por con-
dugéo, II representa o trabalho reversivel realizado pela presséo, e III, que é sem-
pre positivo, é a conversdo irreversivel de energia mecanica em energia interna, e
denomina-se dissipacdo viscosa. Em muitos livros, a dissipacdo viscosa é denotada
pela letra grega (mindscula ou maitscula) . Essa dltima esta relacionada com uma
grandeza que vai aparecer inimeras vezes em teoria de turbuléncia, a taxa de dissipa-
¢do de energia cinética por unidade de massa, Eg. As duas relacionam-se simplesmente
por

d = €. (3.78)

Uma forma alternativa a (3.77) é facilmente obtida: utilizando a defini¢do de en-
talpia especifica (2.14), obtemos:

l%.}.BD_V — 1. i a_T +¢)
\7 Dt V Dt B g()c‘p T@xj 83('] ’
1D DP 0 (0T
—— (U+PV) - — = — (=) +o,
Vi )~ = 5 \ o
%_@ — V. i (9_T +® (3 79)
SODIL Dt B g()c‘p T@xj 83('] ' '

Por enquanto, suporemos que o fluido do escoamento pode ser suficientemente
bem descrito como uma substancia simples, e que o Gnico agente de efeitos de empuxo
é a temperatura. O coeficiente isobarico de expansio térmica, fp, e o coeficiente
isotérmico de compressibilidade, kr, sdo definidos nesse caso por

_1{av\y _ 1{dp
w=3(57),~-5(5), 550

_1{aoV 381
KT:‘V(%)T' G381

Escrevendo a entalpia especifica (por unidade de massa) H definida em (2.14) em
funcdo de T e P, e calculando seu diferencial,

i = (22 ar + (PH) gp
T ), 9P ),
OH
= ¢,dT + (W)po’ (3.82)
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onde usamos

_ (%H (3.83)
% =\357 K :
O segundo termo ¢é obtido com o auxilio das relacoes de Maxwell:
dH = VdP + TdS, (3.84)
0H oS
—| =V+T|—]|: (3.85)
OP | ; OP ),
oS oV
P = (L) = v, 3.86
), = (55), = 629
onde S ¢é a entalpia especifica, donde
0H
— | =V -ppT). 3.87
( o) =va-pm (:87)
Agora, partimos de (3.79), e utilizamos (3.83) e (3.87) para exprimir DH/Dt:
DH _DP_ 0 (31| .
Dr Dr V% "o \ox;) T
YI\ar),pr "\@p).Dr| " Dr ¥ \ax) TP
1| DT DP| D°P 0 (0T
—le,=— + V(1 - BpT)=—| - =— = —~[=]+o,
v [C”Dt FVa=pr )Dt] Dt SOCPVTaxj x; ¥
DT DpP 0 (0T
— — BpT— = — | =— d. 3.88
Peopr ~Pripr = 9oy dx; \ Ox; " (3.88)

Uma vantagem 6bvia de (3.88) é que nela comparecem apenas grandezas direta-
mente mensuraveis (em principio) tais como T e P, e ndo mais potenciais termodina-
micos mais “abstratos”, tais como U ou H.

3.7 - A dissipacao viscosa como perda de energia mecanica e fonte
de energia interna

Neste ponto, é muito conveniente nés dedicarmos um pouco mais de atencéo a
energia mecanica do escoamento. Como vimos, utilizando uma série de simplifica-
cOes baseadas nas leis de conservacio de massa e de momentum, nés reduzimos o
balango integral que corresponde a conservacdo geral de energia (cinética mais in-
terna), (3.56), a uma equacao diferencial para a energia interna, (3.77). Na sequéncia,
nds vamos seguir se ndo passo a passo pelo menos muito de perto a excelente expo-
sicdo do assunto feita por Kundu (1990). Primeiramente, note de (3.60) que o taxa de
trabalho realizado pelas forcas de superficie sobre um volume material 7" é:

- 3
W, = f[y(t-U) ds=... :/ — (T;li) dv. (3.89)

574 0xj

Kundu (1990) denomina 9 (T],Ul) /0x; de trabalho total, por unidade de volume, das
forcas de superficie em um ponto. Ja o produto escalar de U pela equagido dinamica
(3.33) é

DU, D (1 B P
YUipr = 9p; (EUiUi) = PUig + [Jlaxj (T;). (3.90)
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Note que o trabalho por unidade de volume das forcas de superficie efetivamente
responsavel pela variacdo da energia cinética, U;0Tj;/0x;, é diferente do trabalho total;
utilizando a regra da cadeia, entretanto, é elementar que

IU;

802 (lUiUi) = pUig + A (UiTﬁ)  Ox;

T;i. 3.91
Dt \2 dx; g (3:91)

O ultimo termo do lado direito da equacao acima é denominado por Kundu trabalho
de deformagdao. Ele é dado por (3.76), donde

D (1 ~ 9 U 1 (U .\
sth(ZUlU,)—gJUw 5 (UlTﬂ)+P(am) 2u(sl] 3(5Xk)5,,). (3.92)
I ———— S——
I 1II v

Nosso quadro de balango de energia fica, entado, completo. O termo I, claro, é o traba-
lho da forca peso. O termo II é um “termo de transporte”. Note que U;Tj; representa
um fluxo advectivo de tensdo total Tj;. Esse termo encontra-se sob a forma de uma
divergéncia: a sua integral sobre um volume suficientemente grande envolvendo o
escoamento de interesse anula-se. Isso significa que II ndo pode criar nem destruir
energia cinética localmente, mas representa uma redistribuicdo de energia cinética
dentro do escoamento. O interessante é o aparecimento de IIl e IV: eles sdo os termos
IT e III de (3.77), com o sinal trocado. Em (3.92), III é a contribui¢édo do trabalho rever-
sivel da pressao para o aumento da energia cinética (quando 0U;/0x, > 0),e IV é a
conversao irreversivel de energia cinética em energia interna.

3.8 - A decomposicao de Reynolds para variaveis quadraticas

Duas quantidades que vimos até aqui aparecem de forma natural como quadrados.
Elas sdo a energia cinética do escoamento (por unidade de massa),

1
Ec = SUU (3.93)

e €, a taxa de dissipacdo de E,:

1 {0U 1 {0Uk
=2v |Sii— 5 | 59 i—5|=—)09i| - .
€ v[sj 3(6xk)5j] [sj 3(axk)5’] (3.94)

Em (3.94), nds utilizamos (3.77) e (3.78) juntamente com (3.35).
Aplicando a decomposicdo de Reynolds (1.12) a (3.93), temos:

1
E. = 3 (KU + wl [KUp) + uil

= 2 U U + 20wy + ]
U (U + Uy + 22

_— g
(Ecm) €c

(3.95)

N =N —

Ha 3 termos em (3.95): uma decomposicdo de Reynolds “classica”para E., em média
e flutuacdo, ndo é possivel, porque ela é uma quantidade quadratica. Mesmo assim,
podemos identificar (E.,) acima como a energia cinética do escoamento médio. Da



46 3.8 — A decomposicdo de Reynolds para variaveis quadraticas

mesma forma, podemos identificar e, acima como a energia cinética local, no espago-
tempo, da turbuléncia. Promediando a equacdo acima, a média do termo intermedia-
rio se anula, e, utilizando os postulados de Reynolds, (1.14)—(1.16),

1 1
(Ee) = 3 Un U + 2 (uiu;) . (3.96)
(Ecm) (ec)

Note que, por ser definida como um quadrado, a “flutuacéo” e, ndo é tem média zero.

Como vimos, o primeiro termo do lado direito de (3.96) é a energia cinética do es-
coamento médio, (E.p,). O segundo termo de (3.96) é de grande importancia em teoria
de turbuléncia. Ele é, apropriadamente, denominado de energia cinética da turbulén-
cia, {(e.) , muitas vezes abreviado pela sigla ECT". A rigor, deveriamos chamar (e.)
de energia cinética média da turbuléncia, mas essa terminologia nao é usual. Mesmo
assim, neste texto nds manteremos o simbolo e, entre colchetes angulares, (), para
enfatizar o ponto. Para registro:

o) = 5 ). (3.97)

O procedimento de decomposi¢do para a taxa de dissipacdo de energia cinética é
analogo. Comece notando que, novamente com a ajuda da decomposi¢ao de Reynolds
(1.12), e de (1.18),

1[oU;  OU;
Sii==|—+ —
J 2 _an - 8xi]
_tlown , ow  AU) oy
2| 0x;  0x;  Oxi  Ox
_Ljawy AU 1o 0w
Bl 2 an 8xi 2 6xj 8xi
- —
(S
= <Sij> + Sijs (3.98)

onde <Sl-j> ¢ a taxa de deformacdo média, e s;; é a sua flutuagdo. Da mesma forma, é
imediato que

0Uc _ U O

3.99
Oxk Oxk Oxk (3.99)

Agora,

1 (oW . 1? 1 {0U) 106
=2, {|:<SU> - g (8—3611:) 5ij:| +2 [<Slj> - g (a—xlkc) 5ij] [Sjj - §0—Z_ZCSU:| +

“Em Inglés, Turbulence Kinetic Energy ou TKE.
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1 Ouy 2
[Sij - ga—xk&J] } (3100)

Prosseguimos, com a promediacao de (3.100) e (novamente) com o uso dos postulados
de Reynolds:

2
(€p) =2, [<Sij> <5ij> - % <Sij> (6(9(_[:’:)) i + é (6;—(;’]:)) 5ij5ij]

2 Ouy 1 /[ 0ux 2
+2vy [ (siys) 3<su(an)>5U+-9<(an) >505U}. (3.101)
Mas:
Uk)
<5if> Oyj = o
Ouy
$ij0ij = 6_xk’
8ij0ij = 3,
donde
1 {6U\ 1 /(0w \?
(EE) = 2v, [(51']) <Sij> ~3 ( I ) +2v, [<Sijsij> 3 <(6_xk) >} : (3.102)
<8Em> <Se>

Da mesma forma que a energia cinética (vide (3.96)), portanto, a taxa de dissipa-
cdo de energia cinética pode ser decomposta numa taxa de dissipacdo associada ao
escoamento médio (Egp,) (primeiro termo do lado direito de (3.102)), e uma taxa de
dissipagao da energia cinética da turbuléncia, (€.) (segundo termo do lado direito de
(3.102)). Essa ultima é uma grandeza muito importante. Para registro:

2
“%>ZZW[$WW>—§<(%§)>]- (3.103)

No inicio da década de 1940, comecou a ficar claro que (&.) é uma grandeza fun-
damental em turbuléncia. No préximo capitulo, nés vamos ver que, com base em
alguns argumentos simples e muito razoaveis, (€.) > (Egp,) quando o nimero de
Reynolds de um escoamento se torna muito grande. Isso por sua vez significa que
<s,~jsi j> > <5ij> <S,~j>, e que deve existir, no caso escoamentos turbulentos com numero
de Reynolds muito grande, uma grande separacdo entre as escalas macroscopicas e as
escalas microscopias da turbuléncia. As primeiras estdo associadas aos gradientes de
velocidade, e taxas de deformacédo, médios. As segundas estdo associadas aos gradi-
entes quadraticos médios (e taxas de deformacio quadraticas médias).

3.9 - O balanco do semiquadrado da temperatura

E possivel obter uma equacio de balanco do semi-quadrado da temperatura de
forma totalmente analoga a que foi usada para obter a equagao para a energia meca-
nica, (3.91). Isso é feito multiplicando-se (3.88) por T:

DT ,DP o (0T
T—— - BpT?— = T— =] + o.
Dol ~ Pl gy = v ax; (axj) i
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Mas
DT _ D (T*
Dt Dt\2)’
0 (9T _ 8 (T\_arar
dx; \0x;)  Ox;0x; \ 2 )  Oxjdx;’
portanto,
D (T? DP 2 (T? T T
_ | — +&T2_:V‘J‘ 0 —_— —V78—6—+T(I). (3104)
Dt \ 2 ¢c, Dt 0x;ox; \ 2 0x; 0x;

Observamos que, em escoamentos naturais, o segundo termo do lado esquerdo em
geral é desprezado com base em argumentos de ordem de grandeza (mais sobre isso
depois), e que o primeiro termo do lado direito é a divergéncia do vetor

a (T
8Xj 2 €

como tal, pelo Teorema da Divergéncia, esse termo redistribui, mas ndo cria nem
destroi globalmente, a grandeza T?/2 (observe a analogia com o termo III de (3.92)).
O dltimo segundo do lado direito de (3.104), VT% %, é responsavel pela dissipacao
J J

local da grandeza T2 /2. Como tal, ele é analogo ao tiltimo termo (termo de dissipacio
de energia cinética) em (3.92), dado em destaque em (3.94). Nos definimos portanto a

quantidade analoga
oT oT
Er = Vg ——.
ox j o0x j
O ultimo termo do lado direito de (3.104) ¢ um termo de fonte, geralmente desimpor-
tante, devido a dissipacdo de energia mecéanica em energia interna.

Por analogia com o que fizemos com a Energia Cinética da Turbuléncia, temos:

(3.105)

2 1
5 =z KD +TIKT) +17]
= % [(T)(T) +2(T)T + T7]. (3.106)

Promediando a equagéo acima, e utilizando os postulados de Reynolds (1.14)—(1.16),

1o\ _1 1
<§T >_ 5 (TX(T) + 5 (77) (3.107)

O segundo termo do lado direito de (3.107) é a semivariancia das flutuagdes de
temperatura. Ele é um termo importante em escoamentos turbulentos em que existem
flutuacoes de temperatura (e de densidade).

O procedimento de decomposicio para a taxa de dissipacio de T?/2 se segue.

0
P 8—)9(<T> +7) > (3.108)

_ o(T) o(T) N 26(T)£ ﬂﬂ
- (9)(,‘]‘ an ax]' ax]' 6x]'(9x]'

0
(&r) = V¢<[—(<T> +7)
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6<T>@+V7<£ﬁ> (3.109)

7 ('3xj 63(]' (9)(]‘ 6)(]'

(ETm) (Eg7)

Da mesma forma que acontece com (E.,,) e (€.), nés veremos em seguida que
(Erm) < (Egq). Esse tltimo, a taxa de dissipacdo da semivariancia das flutuacdes de
temperatura, ¢ um parametro fundamental para descrever a dinamica das flutuacdes
turbulentas de temperatura.
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As macro e micro escalas da
turbuléncia

Uma grande parte do conhecimento que temos sobre turbuléncia baseia-se nas ideias,
relativamente simples, de que ha uma grande quantidade de escalas em um escoa-
mento turbulento (reveja a discussao sobre escalas no capitulo 1).

No6s vamos chamar as maiores escalas presentes de “macro” escalas. Elas sio re-
lativamente faceis de identificar com base na geometria do problema (o diametro de
um tubo, a profundidade de um canal, a velocidade média em uma secdo, etc.). E as
menores escalas nas quais ocorre, efetivamente, a dissipacdo de energia cinética, de
“micro” escalas. Estas ultimas sdo uma das grandes contribuicdes (entre tantas) de
Kolmogorov para o entendimento da turbuléncia (Kolmogorov, 1941, 1991).

4.1 - Macro e micro escalas: uma apresentacao informal

Como observa Davidson (2004, p. 19-20), uma boa parte do que nds sabemos sobre
turbuléncia pode ser resumido nas relagdes

(Eg) ~ (Ee) ~ 1 /C, (4.1)
V3 1/4

Nu = (((C_;:>) s (4-2)

U= (v <8e>)1/4 > (4.3)
v 1/2

Ty = (<8”>) : (4.4)

O restante é como se segue: i e £ sio macroescalas de velocidade e de compri-
mento, respectivamente. Elas refletem as velocidades e comprimentos “macroscopi-
cos” que nds “vemos” em um escoamento: o didmetro da tubulacéo, a distincia da
superficie em uma camada-limite, a profundidade do escoamento em um rio, etc. (£);
e as diferencas de velocidade entre duas secoes, a intensidade das flutuagdes turbu-
lentas de velocidade, etc. (i).

Para as ordens de grandezas de termos nas equagdes, n6s vamos adotar a notagao
de Tennekes e Lumley (1972): em (4.1), o simbolo ~ significa que o coeficiente adi-
mensional que torna a relacdo uma equacdo nao é maior do que 5, e ndo é menor do
que 1/5.

Jan, (“eta”, em grego), tt e 7, (“tau”, em grego) sdo microescalas de comprimento,
velocidade e de tempo; em homenagem ao seu proponente, elas sdo chamadas atu-
almente de microescalas de Kolmogorov (Kolmogorov, 1941, 1991). i e 1, ndo podem
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Figura 4.1: Expanséo subida em uma tubulagao.

ser “vistas”; elas refletem as diferencas de velocidade e de comprimento que ocorrem
em cada ponto de um escoamento turbulento, e que s6 podem ser estimadas (na mé-
dia quadratica, como veremos em breve) em funcao da taxa de dissipacdo de energia
cinética da turbuléncia, (&.), e da viscosidade cinematica v,,.

Para o estudante que aborda Turbuléncia pela primeira vez, £ e @i sdo estranhos e
dificeis de compreender, enquanto que 7, i, e 7, sdo totalmente impossiveis. Numa
tentativa de aliviar a estranheza, a abordagem que se segue procura dar um pouco de
concretude a esses conceitos, por meio de alguns exemplos.

Em lugar de prosseguir com “escalas” arbitrarias # e ¢, considere o escoamento
classico de um fluido com densidade ¢ constante através de uma expansao subita em
uma tubulacdo, mostrado na figura 4.1. As areas das se¢des transversais antes e depois
da expansao sido A, e Ap.

Os perfis esbogados na figura 4.1 sdo idealizacdes: é bem conhecido que a velo-
cidade (relativa) de um fluido junto a uma parede sélida é zero, que é a “condicéo de
nao-deslizamento”. O significado fisico da figura 4.1, portanto, é que na maior parte
do escoamento “antes”, e “depois”, da expansao subita de area, a velocidade é aproxi-
madamente constante.

Para o volume material ¥* (com superficie .¥’) indicado pela linha pontilhada na
figura 4.1, as equagdes macroscopicas de balanco sao (3.3) (massa); (3.22) (quantidade

de movimento) e (3.56) (energia, com 1=0), repetidas aqui por conveniéncia:

o:ﬁ/godmy{ o (n-U) ds,
ot v R

R+E:2/U@Wﬁ%UmeN&

ot v R

W+Q~:£/Egodv+]{ EQ(n-U) dS.
ot Jy K%

Suponha agora perfis uniformes de velocidade nas sec¢oes de entrada (a) e saida (b),

U, = Usey,
Uy = Upe;.

Para ¢ constante, a equacdo macroscopica de conservagido de massa em regime per-
manente produz
U A, = UpAyp. (4.5)

Para a conservagdo de quantidade de movimento, é preciso supor que as forgas de
atrito tém efeito desprezivel, e que as forcas de superficie sdo, preponderantemente,
devidas a diferenca de pressdo entre as sessdes a (entrada) e b (saida), de tal forma
que

Fs:]{ tdS:]{ n-TdS:]{ n-[-PS] ds:]{ [-Pn] dS.
57 57 57 57

Na entrada, n = —ej, e na saida n = +ej, donde (para perfis uniformes de pressao na
entrada (P,) e na saida (Pyp)),
Fs1 = (Pa — Pp) Ay



52 4.1 — Macro e micro escalas: uma apresentacgao informal

Observe que A, é comum, na expressdo acima, para P, e para Pp. A interpretacio
é que, imediatamente apds a expansdo, a pressdo (na se¢do a) ainda é P,, e age de
forma aproximadamente uniforme sobre a face esquerda do volume de controle. Com
o termo transiente identicamente nulo, e F, = 0, segue-se agora que (na direcéo
longitudinal, que é a Unica direcdo relevante para os balan¢os macroscopicos),

(Pa—Pp)Ap= @ [—UaZAa + U,fAb] = O[Uy — U] (U,Aq) (4.6)

O trabalho realizado sobre a superficie de controle é preponderantemente devido a
pressdo:

W:?{ U-tds
S

- [ ver-i-ncenids s [ Uier-l-Rirenias
Aq Ap
= P,UA, — PUpAyp.
A equacio de balanco de energia, portanto, torna-se
(Pa = P)(Uad) = ¥ (UF - U2) (UaA) + (s - U (UaA) =G (47)

Tx. de Dissipacéo

Os dois ultimos termos do lado direito sdo o fluxo liquido de energia interna (U4 e
Up sdo as energias internas por unidade de massa na entrada e na saida do volume
de controle), e a taxa de calor trocada com o volume de controle. Por hipodtese, a
dissipagdo de energia mecanica deve fazer com que ambos sejam positivos, ou seja:
Up > Uy (a dissipacio aumenta a energia interna especifica do fluido) e O < 0 (parte
de energia mecéanica dissipada flui como calor para fora do volume de controle). Por
definicdo, a sua soma é a taxa total de dissipaciio de energia. Se & é a dissipacio
média por unidade de massa dentro do volume de controle, temos

PALLEE = P(Up — Ua) (U, A,) — O.

Note primeiramente que a equacio (4.7) pode ser reescrita como

[(Pa + (1/2)9U2) = (Py + (1/2)9U2) | (UaAa) = PALEE,

ou seja, a “perda de carga” hidraulica entre as se¢des a e b é igual a dissipagio de
energia. Do ponto de vista de obter uma expresséo final para £g, entretanto, ¢ mais
frutifero primero eliminar a diferencao de pressao entre as sessoes utilizando (4.6):

a

Pa - Pb = SO(Ub - Ua)Uax’
b

e em seguida substituir na equacéo (4.7):

U,AL)? —
O(U, — Ua>( o S _ %(U,? — UY)(U,A,) + PARLE,,
Ao _ (€ Aq
(Ub - Ua)UaA_b - [(1/2)(Ua + Ub)(Ub - Ua)] + Ua 1?1,’
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Figura 4.2: Escoamento classico em um tubo com perda de carga.

A_A L 5
Ay AU (U -Uy) "

1+ 1 | Ag U _Aq { z
2 2 Ap a_AbUaz(l_i_Z) E

L, _ A ? Aq
(-5

Note que (4.8) tem a mesma forma de (4.1). No entanto, ha uma diferenca signifi-
cativa: enquanto que na sequéncia nds suporemos que (4.1) vale pontualmente, (4.8)
da a taxa de dissipacdo média dentro do volume de controle. Um argumento mais
“critico” — no sentido de que de fato néo existe nada de excepcional em (4.8) — é que
as duas equacdes tém que ter a mesma forma simplesmente pelo fato de que (Eg) e
& possuem as mesmas dimensdes fisicas. No entanto, a equaco (4.1) apareceré re-
petidamente neste livro, e espera-se que a deducdo da analoga (4.8) ajude o estudante
a compreender a sua motivacéo.

Nosso segundo exemplo, mostrado na figura 4.2, é o escoamento classico ao longo
de um tubo com perda de carga. Esse problema vai ser estudado detalhadamente do
ponto de vista do perfil de velocidade, e de como a perda de carga é calculada, mais a
frente neste texto. Por enquanto, vamos supor que ha uma perda de carga linear ao
longo da tubulagio e fazer a mesma aproximacao de um perfil constante de velocidade
na sec¢ao que fizemos no exemplo anterior. Os balancos integrais de massa, quantidade
de movimento e energia entre as secdes A e B do volume de controle ¥ indicado na
figura resultam em

1
E(Ua + Ub) - Ua

A
SE = 7

(4.8)

U = constante em x,
(P, — Py)A — 19 X 27RL = 0,
(Pa = P)UA = (Up — UA)UA - Q,

PALEE

onde A = 7R? é a 4rea da secdo transversal, e 7p é a tensao de cisalhamento entre a
parede do tubo e o escoamento. Da equacéo de balanco de quantidade de movimento,

que levada a equacdo de balanco de energia produz

200 _
0ty = pLE;,
U —

p Ry
O R

Neste ponto, é conveniente introduzir o coeficiente de arrasto Cp e a velocidade de
atrito u.:

0 = PCpU?, (4.9)
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o (4.10)

donde
— 2 uf
€= ——.
\Cp R
Observe que, novamente, (4.11) tem a forma geral de (4.1). Novamente, trata-se de
uma taxa de dissipacdo média, e um observador rigoroso podera também argumentar
que em sua esséncia (4.11) é simplesmente uma consequéncia das dimensdes fisicas
de Ee.

No entato, tanto (4.8) quanto (4.11) contam uma “histéria” importante: a taxa de

(4.11)

dissipagdo de energia mecéancia € esta sendo imposta pelas escalas macroscopicas do
escoamento. Observe como o coeficiente de viscosidade cinematica ndo comparece
em nenhuma das duas equacdes. Em ambos os casos, o escoamento turbulento se
“ajustara” a essa taxa imposta pelas escalas macroscopicas.

Hoje conhecemos que o processo pelo qual a energia mecanica injetada no esco-
amento pelas escalas macroscopicas é dissipada possui dois “estagios”: no primeiro
estagio, forma-se uma “cascata” de energia, que se redistribui sob a forma de energia
cinética da turbuléncia em escalas progressivamente menores. O termo responsavel
por esse estagio nas equacdes de Navier-Stokes é o termo nao-linear, Uy dU;/0xi. Em
geral, supde-se que esse processo ¢ acompanhado pela geracao de turbilhdes sucessi-
vamente menores, e ele é bem descrito pelas equacdes de vorticidade. Em 3 dimen-
soes, o processo de transferéncia inercial de energia é compreendido como sucessivos
alongamentos de vortices (vortex stretching) e entortamentos de vortices (vortex til-
ting). Em um dado momento, as escalas espaciais que caracterizam esses vortices sdo
suficientemente pequenas para que a viscosidade do escoamento interaja diretamente
com eles.

Esse é o segundo estagio, no qual a energia desses numerosos pequenos vortices
é dissipada. As escalas caracteristicas da “faixa de dissipacdo” sdo 1y, i, € 7,. Um
argumento dimensional simples sugere que (€.) ~ v(ii/n,)*. Nessas pequenas escalas
o escoamento é “laminar”, no sentido de que o nimero de Reynolds formado pelas
escalas locais de comprimento e de velocidade que caracterizam os menores vortices
do escoamento é da ordem de 1, como veremos em detalhe a seguir.

4.2 - Uma definicao formal das escalas macroscopicas

Na sequéncia, sera necessario fazer uma estimativa de ordem de grandeza de (U)
e de seus gradientes. Também sera necessario estimar a ordem de grandeza de “cova-
riancias turbulentas”, por exemplo de <u,~uj>. Para o campo de velocidade, nds adota-
remos inicialmente as seguintes estimativas:

U ~ 4, (4.12)
o{U; i
;x? ~ %, (4.13)
J
<u,-uj> ~ 112. (414)

Uma dificuldade é que, como muitas vezes a notacdo de ordem de grandeza sera
utilizada em conjunto com a notacdo indicial de Einstein, a “ordem” de um termo
envolvendo indices repetidos pode se referir a um ou alguns dos sub-termos, ou a
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soma de todos os sub-termos. Para evitar qualquer ambiguidade, n6s usaremos ~
para indicar a ordem de grandeza do maior em modulo (e possivelmente outros) de
todos os sub-termos; e ~ para indicar explicitamente a soma de todos os sub-termos.
Portanto,

oUy
~ i/,
Oxl- u/
significa que
U
3% | o |~
enquanto que
KU .. .
~aft
ax,‘ U/
significa que
3
oUn\ -
> |~

i=1
Note que a segunda notagao, ~, s6 faz sentido quando houver pelo menos um indice
repetido do lado esquerdo. Note também que (4.12)—(4.14) ja seguem essa notacdo, ou
seja: em cada uma delas, a ordem de grandeza refere-se a termos individuais, ou ao
maior em moédulo dos termos obtidos variando-se i e j.

Apesar de (4.14) ndo ser necessaria nesta se¢ao, nds a incluimos aqui para que a
discussdo a seguir fique auto-contida. Como vimos acima, i é uma escala macrosco-
pica de velocidade. As equacdes (4.12)—(4.14), e suas generaliza¢des 6bvias para outras
variaveis do escoamento, tais como densidade, pressao, concentracido de um escalar
e temperatura, constituem-se em um poderoso instrumento de analise das equagdes
que regem um escoamento turbulento. Sua interpretacao, entretanto, é dificil. Ten-
nekes e Lumley (1972, p. 47) comentam sobre diversos erros comuns de interpretacio
de (4.12)-(4.14), e discutem em detalhe suas justificativas.

Além disso, elas ndo sdo necessariamente universais! Por exemplo, nada obriga
que haja apenas uma escala de velocidade #, e uma escala de comprimento £, macros-
copicas. Dependendo da geometria, e da complexidade do escoamento, varias escalas
macroscopicas de velocidade e comprimento (e diversas outras variaveis, é claro) po-
dem surgir.

No entanto, as relacdes (4.12)—(4.14) tendem a valer em escoamentos com cisa-
lhamento médio que possuem uma tUnica escala caracteristica de velocidade, e uma
Unica escala caracteristica de comprimento (Tennekes e Lumley, 1972, p. 47-50). O
essencial de (4.12)-(4.14) é a suposi¢do de que as mesmas escalas @ e £ comparecem
tanto na estimativa da ordem de grandeza dos gradientes de grandezas médias quanto
das covariancias turbulentas. Veremos mais a frente que £ também pode ser associ-
ada a escala integral da turbuléncia, que tem uma definicdo estatistica precisa. Como
observam Tennekes e Lumley (1972), essa suposicdo de que as escalas macroscopicas
servem a dois papéis reflete o fato de que elas sdo as Unicas escalas caracteristicas do
escoamento; consequentemente, seu surgimento (a menos de coeficientes da ordem
de 1) é uma exigéncia da consisténcia dimensional das expressoes envolvidas.

Naturalmente, essa hipotese restringe a complexidade dos escoamentos que pode-
mos analisar utilizando as equacoes (4.12)—(4.14); mesmo em situacdes ligeiramente
mais complexas, entretanto, idéias similares revelam-se uteis e em geral ajudam a
compreender ou modelar melhor o problema.
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As equacdes (4.12)—(4.13) sdo suficientes para estimarmos a contribuicdo da taxa
de dissipacao associada ao escoamento médio (g, ) para a taxa total de dissipacdo de
energia cinética, (€g). Levando (4.13) em (3.102), encontramos

(Eem) ~ T (E)2

(Egm) ~ Reg' (Ep). (4.15)

Em (4.15), nés encontramos pela primeira vez o nimero de Reynolds (na escala ¢):

Re, = u—f, (4.16)
Vu
e usamos a estimativa (4.1) para a taxa total de dissipacao.

De fato, se nés admitirmos como vinhamos comentando que a dissipacdo total é
dada por (4.1), (4.15) nos informa que os gradientes do escoamento médio sdo extre-
mamente ineficazes para produzir essa dissipacdo em escoamentos turbulentos, nos
quais o nimero de Reynolds em (4.16) é frequentemente da ordem de 10 ou maior.

A figura simples, porém extremamente util, que surge é a seguinte: se a taxa de dis-
sipag¢do total de energia cinética é imposta pelas “grandes escalas” i, £, do escoamento,
essas mesmas escalas produzem gradientes de velocidade (e consequentemente taxas
de deformacéo) que sdo incapazes de dissipar a energia cinética nessa taxa!

Isso significa que devem existir no escoamento gradientes de velocidade, e con-
sequentemente taxas de deformacdo, muito maiores. Para encontra-las, precisamos
obviamente estudar a ordem de grandeza da taxa de dissipacdo da energia cinética da
turbuléncia, (&,).

4.3 - Uma definicao formal das escalas microscopicas

Se tomarmos (formalmente) o limite Re; — oo, a contribuicéo de (E.p,) para (&)
tende a zero em (4.15). Isso nao é uma mera formalidade. Na maioria dos escoamentos
naturais e industriais, os nimeros de Reynolds sdo muito altos.

Por exemplo, a 20° C, v, [ggua] = 1,005 X 10°°m2s7 ! e, [ar] = 1,50% 10 m?s7 ! (a
pressdo atmosférica padrdo ao nivel do mar). Entéo, para um rio com uma velocidade
tipica i = I ms~' e uma profundidade tipica de £ = 1m, Re; = 10°. Da mesma
forma, para uma velocidade do vento # = 1 ms™!' a uma altura £ = 10 m, nés temos
Re, = 10°.

A equagio (4.15) entdo nos da () ~ (E.) nessas condicdes (veja (4.1)). Retor-
nando a (3.103), isso s6 pode significar que a ordem de grandeza de <sijsij> (e eventu-

almente de <(8uk / axk)2>) deve ser tal que

1/{0u\> i\?
(22}

de tal forma que devemos ter

v\2
(Ee) =y (1) ) (4.18)

Nu
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A equacao (4.17) mostra claramente que a ordem de grandeza do gradiente micros-
copico de velocidade ii/n, é definida por uma média quadratica. Por sua vez, (4.18) é
suficiente para definir esse gradiente, mas é por si s6 incapaz de “separar” as escalas
microscopicas de velocidade, i, e de comprimento, 7. Isso pode ser feito de duas ma-
neiras. A primeira é puramente dimensional: se as Uinicas grandezas disponiveis para
definir 1, e i sdo (E,) e v, entdo (4.2) e (4.3) seguem-se necessariamente do Teorema
dos IT’s de Buckingham.

A segunda é encontrar 7, ti como a solu¢do de um sistema de duas equacdes, a
primeira das quais é (4.18). A segunda equagao é obtida a partir da introvisao (insight)
de que, localmente, o escoamento deve ser laminar. O nimero de Reynolds associado
deve ser de ordem 1:

Re,, = —=1. (4.19)

u
A solugao do sistema (4.18)—(4.19) produz, novamente, as microescalas de Kolmogorov
dadas por (4.2) e (4.3).

4.4 - A cascata de energia

Conforme notado pela primeira vez por Kolmogorov (1941), (4.1) ndo se aplica
apenas a escala integral de comprimento £. Com alguma modificacéo, ela pode ser
usada para todas as escalas intermediarias de comprimento r entre ¢ e r,. Para ver
isso de uma maneira um pouco mais formal, defina a funcdo de estrutura de ordem 2
da velocidade:

r=x;—Xxi; (4.20)
Dy (r) ={[U(x2) = U(x1)] - [U(x2) = U(x1)]) (4.21)

A definigao (4.21) s6 é possivel se os incrementos de velocidade do escoamento forem
homogéneos; nesse caso, D,,, depende apenas da diferenca x, — x1, e ndo de cada um
dos dois vetores.

Se, além disso, o escoamento for isotropico, Dy, = D,,(r) apenas, onde r = |r|.
Kolmogorov (1941) formulou a hipdtese de isotropia local: segundo essa hipotese, ape-
nas parar < £, o escoamento é isotropico. Isso sem duvida é uma analogia com o caso
molecular, em que as velocidades das moléculas se distribuem igualmente em todas
as direcdes, e do Teorema de equiparticdao de energia: a energia cinética das moléculas
de um gas divide-se igualmente nas 3 direcdes x, y, e z. No caso de turbuléncia, a
situacdo é mais complicada: em escoamentos no mundo real, as “grandes escalas” ¢
quase nunca sao homogéneas, uma vez que, como veremos, existem dire¢des prefe-
renciais de producdo da energia cinética da turbuléncia. Nesse sentido, o termo local
desempenha um papel importante: aqui, a hipotese é que a natureza difusiva da tur-
buléncia tende a equalizar a distribuicdo direcional de energia cinética da turbuléncia
apenas para escalas r muito menores do que €. Apenas nessas escalas o escoamento
(segundo essa hipotese) é isotropico. Nesse ultimo caso, escrevemos

Dyu(r) = ([u(r) = u(0)F) = (5u,)%, (4.22)

e definimos uma escala de velocidade du, na escala de comprimento r.
Outra hipotese da teoria de Kolmogorov é que, para n, < r < ¢, (4.1) continua
valendo na forma

(€)=

3/2@. (4.23)
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Segue-se, imediatamente, a previsao da teoria de Kolmogorov (1941) para a faixa iner-
cial da funcio de estrutura:

Dyu(r) = a(&)3 r?3. (4.24)

Essencialmente, (4.24) é apenas a afirmativa de que (Su,)/r é invariante para uma
faixa de separacdes r que correspondem a diferencas de velocidade du,. Essa faixa,
Ny < r < {, éa faixa inercial.

4.5 - Estimativas consistentes dos gradientes microscopicos
Os gradientes microscopicos de velocidade sao
L\ 2
ou; Ou; /]
gui\ (2} (4.25)

Ox; 0x; Nu
Esses gradientes microscopicos podem, agora, ser facilmente relacionados com os
gradientes macroscopicos (sempre em ordem de magnitude), como se segue:

w2 @l
Vu— = —»
2
ot
i

( )1/2
2 a0\ 2
(52 vu)

U il 172
e\,

u
=7 Re,””. (4.26)

Para valores tipicos na atmosfera proximo a superficie, e supondo, de forma con-
servadora, £ ~ Im, i ~ I ms™', v, = 1,509x107> m?s™!, Re; = 662690, Re'/? ~ 1000.
Os gradientes microscopicos de velocidade sdo mil vezes maiores que os gradientes
macroscopicos.

Além disso, é util registrar, para uso posterior, o seguinte: de (4.1) e (4.2), segue-se

que
1/4
Nu = V3£
u ﬁ3 >
4 Ve
’7u - 113 b
() -
¢ a3’
Nu )4 3
— ] =Re™,
(7
Tu _ Re=3/4 (4.27)
4
Analogamente,

i
— =Re /4. (4.28)
u
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O mesmo pode ser feito para os gradientes microscopicos (médios quadraticos) de
temperatura T/, definidos em (??). Primeiramente, precisamos reconhecer o papel
central da taxa de dissipacdo de semi-variancia da temperatura. Em analogia com
(4.1), temos agora

i’
(C11) = (Eg7) ~ 7 (4.29)

Observe que [(€55)] = ©>T', e que para produzirmos uma escala de tempo precisa-
mos utilizar /€.

Por outro lado, os gradientes microscopicos de temperatura devem ser tais que,
analogamente com (4.18),

‘j/' 2
<83’g’> = Vg (_) . (4.30)
N
Entao,
¥ oar
Vo—F = ——»
ol

T =
I

/\/_\
5‘:1

]

t\qt\)
\—/

_

~

[\*)

T
= ZPe”z. (4.31)

(4.31) utiliza um ndamero de Péclet

¢
Pe, = %o Re, Pr (4.32)
Vg

que ¢ analogo ao numero de Reynolds Re, definido em (4.16).
4.6 — Macro e microescalas de temperatura

Macro e microescalas adicionais devem ser adicionadas a lista (4.1)—(4.3) quando a
temperatura representa um papel importante em um escoamento turbulento. Come-
camos por notar, sem demonstracio (ainda) que existe uma cascata de semi-variancia
de temperatura da turbuléncia que é analoga a cascata de energia cinética da turbu-
léncia que discutimos na se¢éo 4.4.

Na secdo 3.9, nds obtivemos

0T 07> (4.33)

Eqq) = Vo 7———
< T‘J'> T <ax] ax]
para a a taxa de dissipacdo de semi-variancia da temperatura da turbuléncia. A equa-
¢do analoga a (4.1) é
T
(Eoz) ~ . (434)

(Dizer onde isso sera feito!)
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Em (4.34), T é uma macroescala de temperatura, e estamos supondo que a macroescala
de comprimento associada a temperatura é o mesmo ¢ ja utilizado antes para a energia
cinética.

Da mesma forma, a equagao que define a microescala de gradientes de tempera-
tura analoga a (4.18) é

v

(Eq7) = V'Ifz- (4.35)

Ny

onde T ¢é a microescala de temperatura; n; é¢ a microescala de comprimento para tem-
peratura; e i é a microescala de velocidade.
Para separar T de 1y, n6s podemos recorrer ao Teorema dos Pi’s, e escrever

Ny = [(Eam] ™ v (€)Y, (4.36)
T = [(Eam)]2vs ]2 [(Ee)]?, (4.37)

Note que precisamos incluir (€.) na lista de variaveis intervenientes. A equacao (4.36)
produz

[7:] = [E+]™ [[V:T]]bl K€,
L= [62 T—1]a1 [L2 T_1]bl [L2 T—3]Cl ,

donde
a; =0,
by = =3¢y,
2(by +¢1) =1,

oua; =0,b; =3/4,c; = —1/4. Segue-se que
3\ 1/4
V‘J’
= : 4.38)
Ny (<8e>) (

um resultado totalmente analogo a (4.2), exceto que vy aparece no lugar de v,,.
Ja (4.37) produz

H‘ﬂ] = [[(83'3'>]]a2 [[V‘I]]bz [[<8e>]]cz )
O = [GZT—1]a2[L2 T—1]b2[L2 T—3]Cz’

donde
2a2 = 1,
2b2 +2¢ =0,
—ay — bz - 3C2 = 0,

ouay =0,by =1/4,cp = —1/4. Segue-se que
T = ()Pt €y, (4.39)
ou seja,

F = (Eary a2 (€)1,
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(Eqg) = ﬁZVr;l/z <8e>1/2 s
vgﬁzv;yz (c‘Ze)l/z

Y
o ol VAR N e
—_— ——

3

§2 2
]

Naturalmente, esse resultado é o mesmo que (4.35): a obtencdo de 1y por meio do
Teorema dos Pi’s em (4.37) é equivalente a definicdo (4.35).

Esse resultado, representado pelas escalas (4.38) e (4.39), entretanto, é limitado
pelas hipoteses que fizemos na aplica¢do do Teorema dos Pi’s em (4.36)—(4.37): note
que nos estamos supondo que as microescalas associadas a temperatura ndo dependem
da viscosidade cinematica v,,.

Na pratica, isso sé é verdade se o nimero de Prandtl do fluido,

Pr= -2, (4.40)
Vg
for da ordem de 1. De fato, se Pr ~ 1, apenas uma das difusividades é necessaria em
(4.36)—-(4.37): a inclusdo da outra levaria a um sistema com mais incognitas do que
equacoes, ja que ha apenas 3 dimensdes subjacentes (O, L e T).

OcasoPr>1

Se Pr > 1, entretanto, (4.38) deixa de ser verdadeira. A teoria envolvida deve,
entdo, necessariamente incluir tanto vy quando v,: ela foi desenvolvida por Batchelor
(1959) e Batchelor et al. (1959), e prevé que a microescala de comprimento 1y de-
pende de Pr. De forma muito resumida, o que acontece é o seguinte. Como v, > vy,
as flutuagdes de velocidade sao dissipadas a partir da escala 7,; no entanto, como a
difusividade molecular do calor é muito menor, ainda existe uma ampla faixa de es-
calas, abaixo de n,, nas quais as flutuacdes de temperatura ainda ndo comecaram a
ser dissipadas pela difusividade molecular do calor v;. Para esta faixa, o argumento
fundamental é que o comportamento das flutuagdes de temperatura deve depender,
também, da divusividade molecular da quantidade de movimento v,. A dissipagdo mo-
lecular das flutuagdes de temperatura devera, agora, iniciar-se em uma microescala
de temperatura n; < n,. (Batchelor, 1959, p. 120) obteve

N7
Mu

=Ppr /2, (4.41)

O resultado de Batchelor (1959) pode ser obtido com uma relativa facilidade da
seguinte maneira. Em primeiro lugar noés incluimos v, na lista de variaveis que go-
vernam a dinadmica da dissipagdo das flutuacdes de temperatura. Em segundo lugar,
nos incluimos uma nova dimensao Lg no problema. Essa dimensao vai aparecer nas
dimensdes de v;: ela corresponde portanto as escalas de dissipacdo da semivariancia
de temperatura.

A previsio do Teorema dos Pi’s para 15 e para T agora é

Ny = [(Eaa) ] VP v 19 (€N, (4.42)
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T = K€ ] [vs12[(EN, (4.43)

A equacdo (4.42) produz

[n:] = (€50 [[Vu]]bl [vs]" [[(&a)]]dl )
Le — [92 T—1]a1[L2 T—1]b1[Lg T—1]01[L2 T—3]d1,

donde
2a1 =0,
2(by +dy) =0,
2C1 = 1,

—(a1 + b1 + Cl) - 3d1 = 0,

oua; =0,by =1/4,¢c1 =1/2,d; = —1/4. Segue-se que

1/4 1/2 —
ny = Vu/ Vf_r/ <ge> 174

1/4_1/2_ -1/2_1/2 -
= v, vy PPy gy

12
e (2)

Vu

B v,f 1/4 v -1/2
_(<8e>) (v_)

= n,Pr 12, (4.44)

que é o mesmo que (4.41). Ja (4.43) produz

[7] = [En1® [v]”™ [vs]® KEMN®,
e — [OZT—1]a2[L2 T—1]b2[Lé T—1]02[L2 T—3]d2,

donde
2a7 = 1,
2br, +2d> =0,
262 = 0,
—ar—by—¢cy—-3d>, =0,
ouay = 1/2,bp = 1/4, co = 0,d, = —1/4. O resultado para a microescala de

temperatura, portanto, é
v 1/4 —
T= (€)' P v, eV (4.45)

Primeiramente, compare (4.45) com (4.39): note que agora temos v, no lugar de vs.
Em segundo lugar, se nds substituirmos (€.) em (4.45) utilizando (4.2), encontra-
remos

€ =v nl,
<8e>_1/4 = Vu_3/4’7u =

x 1/4. ~3/4
T= <8‘Iir>1/2 Vu/ Vu / Nu
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= (&) 2 v P, (4.46)

Por outro lado, de (4.41)
-1/2 _ -1/2
NuVy =nsVy
que, substituida em (4.46), produz

x -1/2
T= <87‘T>1/2 Ny vy /

v2\2
(Egq) = vy (T_) s

=

T

que nos retorna (como ndo poderia deixar de ser) a previsao de (4.35) para os gradi-
entes quadraticos médios de tempratura responsaveis pela dissipagdo molecular da
semivariancia de temperatura.

O espectro de temperatura para Pr > 1 O mesmo tipo de raciocinio pode ser
aplicado ao espectro da temperatura. No caso, estamos falando de G+ (k;), ou de
Es4(k). Vamos ficar com este ultimo. Nossa previsdo para o espectro na regido v, <
k < n; (sendo este ultimo dado por 4.44) sera

Eys(k) = agy (Eqq)? Vﬁ (Ee)f kd
ou, dimensionalmente,

LOTOGZLQI — L2b+20T—a—b92aLe—d.

Obtemos
2(b+¢) =0, a=1,
—a—b-3c=0, = b=1/2,
2a =2, c=-1/2,
-d =1, d=-1,
e
Ero(K) = ttag (Er) v/ > (€)1 2 k7, (4.47)

que concorda com a equagio (4.8) de Batchelor (1959).
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As equacdes para o escoamento
médio, e a aproximacao de
Boussinesq

As equacdes de Navier-Stokes, e da energia, podem ser consideravalmente simpli-
ficadas antes de serem usadas em problemas de interesse fisico. As simplificacoes
adotadas sdo de duas naturezas.

Primeiramente, utilizando-se uma decomposicio proposta por Boussinesq para os
campos de velocidade, densidade, temperatura e pressdao que é baseada em um estado
hidrostatico de referéncia, é possivel obter um conjunto de equacdes grandemente
simplificadas. As principais simplificacdes sdo a substituicdo da densidade variavel
por uma densidade de referéncia (que pode ser variavel de acordo com uma distri-
buigao hidrostatica, mas que néo precisa mais ser prognosticada), e a adogdo de um
campo de velocidade solenoidal. Portanto, uma aproximacao de incompressibilidade
é obtida, mesmo em escoamentos com densidade variavel. Nas proximas se¢des nos
vamos mostrar que isso ndo constituiu nenhum paradoxo.

Em segundo lugar, a equacédo da energia é essencialmente inutil na variavel depen-
dente U. E preciso manipular a equacio (3.77) e reescrevé-la em termos de variaveis
prognosticas “Uteis”, isto é, efetivamente mensuraveis ou calculaveis. Via de regra,
essas variaveis sdo ou a temperatura termodinamica T, ou a temperatura potencial ©.

Ao final do capitulo, teremos obtido um conjunto de equagdes para as variaveis
dependentes médias (U), (P), e (T) (ou (®)) as quais, por sua vez, nos dao informagoes
uteis sobre os escoamentos do mundo real.

5.1 -0 estado hidrostatico de referéncia, e a altura de escala

Nesta se¢io nds obtemos um “estado hidrostatico de referéncia” suficientemente
geral para gases perfeitos e liquidos nas condi¢des normalmente encontradas no am-
biente. Esse estado sera denominado (¢, Py, T,), e dependera somente da altura z.

Suporemos que o fluido do escoamento pode ser suficientemente bem descrito
como uma substancia simples, e que o unico agente de efeitos de empuxo é a tempe-
ratura.

Considere as duas formas para a diferencial da entalpia obtidas no capitulo 3, (3.82)
e (3.84); igualando ambas,

dH = ¢,dT + (a—H) dP = VdP + TdS.
op ),

64
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Utilizando ainda (3.87) e supondo um processo isentrdopico (dS = 0),

dH = VdP = ¢,dT + V (1 — BpT) dP, (5.1)
¢,dT = BpTVdP. (5.2)

Utilizando a equacéao da hidrostatica,

dp g
L=y = VdP = —gdz, (5.3)

e substituindo em (5.2), obtemos um resultado central e muito importante:

d—T = —ﬂP = (5.4)

p

O sistema de equagoes diferenciais (5.3)—(5.4) pode ser resolvido simultaneamente,
pois fip = Pp(P,T)e 1/ =V = V(P,T) (essa ultima é a equagao de estado). Portanto,
em principio, temos, apds a integracdo a partir das condicdes iniciais Py, Tp, o em
z = 0, os perfis do estado termodinamico de referéncia P,(z), T,(z) e §,(z).

Um parametro essencial para a analise de escala das equagdes da Mecanica dos
Fluidos aplicadas a escoamentos naturais é a “altura de escala” D (em Inglés, scale
height). Ela é definida a partir do estado de referéncia hidrostatico de densidade:

_| 1 dp )]
a Po dz

A altura de escala pode ser facilmente obtida usando (3.80), (3.81), (5.3) e (5.4):

(5.5)

_1
= V,
dg/J = _Wd,\?
dg [0V dg (dV
dv(a:r) ar+ dv(ap) ar
1
= _\7_ (Vpp) dT + = (=Vir) dP
= —@PpdT + Px7dP = (5.6)
%p = —BpdT + xrdP. (5.7)

A equagio (5.7) é um resultado (intermediario) importante para a estimativa da im-
portancia das flutuagdes de temperatura e de pressio sobre as de densidade. Por sua
vez, a divisao de (5.6) por dz produz

d
d_80 = —©Pp (—ﬁPTz) + 9xr (—99) ;
zZ Cp
1d9 _ o9
0 dz —ﬁPTcp Kr§g =
Ldp O |09 -l
= @ iz ‘ = ﬁPTocP KT 09 (5.8)
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Para dguaa Ty = 15°C = 288,15 K, tem-se
@0 = 999,1 kgm™,
Bp=15x10*K,
kr =4,9x 10710Pa.
Portanto, Dygua = 2,089 X 10495 m,
Também é conveniente relacionar os valores de ffp e k7 da 4gua com a pressdo e a

temperatura ambientes. Para os mesmos valores de referéncia acima, e Ty = 288,15 K,
Py = 101325 Pa,

Bp' ~ 23Ty, (5.9)
K7 ~ 20000P,. (5.10)

Note que Tp em (5.9) é necessariamente dado em Kelvins.
Para um gas ideal, a equacéo de estado é

P=@RT, ou PV=RT, (5.11)

onde R é a constante especifica do gas (ou da particular mistura de gases: por exemplo,
para o ar seco tem-se R = 287 kg ' K1, ¢, = 1005J kg™ K™ !, ec, = 718 Tkg™' K™),
P é a pressdo termodinamica, e T é a temperatura. Diferenciando-se (5.11), obtém-se
imediatamente:

dP = RQdT + RTdg ou PdV + VdP = RdT, (5.12)
dP dp dT dv dp dT
_ = — 4 — ou —_ — = —, (513)
P © T A% P T
Portanto, para o ar teremos
v=RT
P
10V R R 1
=—|l—=| =—=—=—, 5.14
Pr v(aT)P po RT T (5.14)
__1{ov) _1RT 1 (5.15)
“T="y\op), T VPR T P '

29 Kg g g
L _YJ-J I
b cp A% c,T RT

_g(l 1)
Tcp R

1)
T\ ¢R
_ w9
¢RT
Para o ar seco, com Tp = 15°C = 288.15K, R = 287Jkg'1 K1, ¢, = 1005 Jkg'l K1
ec, =718 Jkg_1 K~ !, obtém-se D,, = 1,180 x 10" m. Note também, das equacdes
acima, que para um gas ideal teremos

BeT = 1. (5.16)
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5.2 - O estado de referéncia em uma atmosfera adiabatica seca

O valor da taxa de variacdo de temperatura em (5.4), com fp = 1/T, é a taxa

adiabatica seca. Em uma atmosfera adiabatica e hidrostatica, portanto, a temperatura
cai a partir de z = 0 segundo

T.(z)=To - L. (5.17)
‘p
A partir do perfil de temperatura, obtém-se facilmente o perfil de presséo:

P

dz 9.
P Pg
dz  RT’

9
dP gdz ¢ —, 9%
P~ RT RT-Z7
P

In

[Ty — 22
A K
0

TO _ Ci CP/R
P.(z) = Py z . (5.18)

Analogamente, fazendo-se dT = —gdz/c,, obtém-se, para o perfil de g,

P T’

dp dP dT

Pr(2)

(5.19)

I
S
/\
!
Sl
£ |
N
\_—/
o
Q
~
=
[ |

Relacdes diretas entre P, ¢) e T também podem ser obtidas. Por exemplo,

VAP = ¢,dT,
RT
p

dr _ RdP

T ¢ P

b
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Figura 5.1: Dependéncia da pressao de referéncia P, e da densidade de referéncia @,
em uma atmosfera hidrostatica e adiabatica com a altitude z.

P, R/cp

To=T (—0) . (5.20)
P

A equagdo (5.20) relaciona os valores de T e P em uma atmosfera adiabatica seca e

hidrostatica cujos valores de temperatura e pressido na superficie sdo Ty e Py. Ela

também serve para definir a temperatura potencial em uma atmosfera qualquer:

R/c
=T (@) - (5.21)
P
Portanto, segue-se a defini¢do “verbal” frequentemente encontrada nos livros, de que
a temperatura potencial © é a temperatura de uma parcela trazida adiabaticamente (e
hidrostaticamente) do nivel de pressdo P até o nivel de pressdao Py na superficie.
O mesmo pode ser feito com ¢, P, naturalmente:

—PdV = ¢,dT,

RT
—Vd\? = CUdT,
ﬂ_ cdl ¢, RdP

V  RT R ¢ P’

_ ¢pdP
a ¢, P’
dp ¢, dP
9 ¢ P’
PO co/Cp
m=9(2) (5.22)

Novamente, (5.22) relaciona §) com P em uma atmosfera adiabatica seca e hidrostatica
cujos valores de densidade e pressdo na superficie sdao @y e Py. Para uma atmosfera
qualquer, ela é usada para definir a densidade potencial Qq:

PO cu/cp
P =@ (?) . (5.23)
A Figura 5.1 mostra os perfis de Pressio (a) e Densidade (b) do estado hidrostatico
de referéncia em uma atmosfera seca. Na figura 5.1, a intersecdo da tangente em z = 0
com o eixo das ordenadas marca a altura de escala D.
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5.3 - Hipoteses para a magnitude das flutuacoes de densidade

Para um fluido cujo estado hidrostatico de referéncia tem uma altura de escala
D, suponha que o escoamento turbulento de interesse ocorre em uma camada cuja
espessura ¢ é tal que { < D. Para um ponto qualquer com 0 < z < ¢, a variagio

A, = |pr(z) — 9-(0)] é

¢ ¢ ¢
dgp, dgp, / dg, ¢
AQ, < —_— < —_— < —_— = Dy— .24
50,_/0 e dz _/0 e dz < ; max |~ dz gOOD, (5.24)
Segue-se que
A
i < £ < 1. (5.25)
Yo D

Faca agora cada um dos campos instantaneos do escoamento ser decomposto na
soma de um estado de referéncia hidrostatico e de uma flutuacdo de Boussinesq (cui-
dado: essa nao é a decomposicdo de Renolds, e a flutuacdo nao é uma flutuacdo turbu-
lenta):

U=0+U, (5.26)
P=9+¢, (5.27)
P=P +P, (5.28)
T=T +T, (5.29)

etc..

Um nivel adicional de formalizacdo pode ser obtido da seguinte forma: na regiao
0 < z < ¢, a densidade de referéncia é muito proximamente igual a expansao de g,
até o primeiro termo de sua série de Taylor; de (5.5),

Pr o1 Z (5.30)
$0 D
donde 99 0
r 0
-~ (5.31)

No6s pretendemos avaliar a ordem de grandeza dos termos que comparecem na
equacao diferencial de conservacio de massa (3.6). Para isso, nos precisamos estimar
a ordem de grandeza dos gradientes de densidade, d¢)/0x; e dos gradientes de ve-
locidade, 0U;/0x;. Em ambos os casos, é preciso decompor o escoamento tanto em
termos de estado hidrostatico/flutuacido dinamica (Boussinesq) quanto em termos de
média/flutuagio turbulenta (Reynolds). O processo, para densidade, é como se segue:

=9 +¢, (5.32)
() =9 +(¢). (5.33)
P =(Q)+p, (5.34)
P =@ +(@) +p. (5.35)

A aproximacdo de Boussinesq consiste, primeiramente, em supor que na regiao
0<z< tvale

¢
¢ ~ Py < Or (5.36)
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Em outras palavras, estamos supondo que as flutua¢des de densidade sdo, no méaximo,
da mesma ordem que as variacdes na densidade de referéncia.

Conforme vimos acima, entretanto, nao basta avaliar a ordem de grandeza das
flutuacdes de densidade; é preciso também estimar a ordem de grandeza dos seus
gradientes. Ja temos uma estimativa da ordem de grandeza do gradiente vertical de
¢, em (5.31).

Na sequéncia, sera necessario fazer uma estimativa de ordem de grandeza de ()
e de seus gradientes. Também sera necessario estimar a ordem de grandeza de cova-
ridncias turbulentas, por exemplo de (u;p). As estimativas que nds adotaremos sio
analogas as feitas em (4.12)—(4.14):

()~ p, (5.37)
Ng) P

el (5.38)
(uip) ~ @p. (5.39)

Como vimos no capitulo 4, & é uma escala macroscépica de velocidade, e é natural
que p, agora, seja uma escala macroscopica de densidade. Note que, de (5.36) e (5.37),

4
p~ oo (5.40)

Aqui, valem as mesmas consideracdes feitas na secdo 4.2 a respeito da validade
das estimativas (5.37)—-(5.39), e uma releitura daquela se¢io é recomendavel para que
o leitor reforce seu entendimento da utilidade desse tipo de estimativa, mas também
de suas limitagoes.

5.4 - A aproximacao de Boussinesq para a conservacao de massa

Comece agora com a equacao instantanea de conservagdo de massa, (3.5), e tire a
média; entdo, utilizando a decomposicéo e os postulados de Reynolds, obtém-se

ap  o(pU) _
o T o 0,
) 0 \
5t 8—xi<80Uz> =0,
oY) 0 _
—0 a—xi<[<80> +plU) + w;]) = 0,
0 0
% + g([(@ (U +{9) ui + p{Us) + pu;]) = 0,
Hpy 0 o pui) _
ot tox [{©) U] + pra 0. (5.41)

A equacio (5.41) é a equacdo de conservacdo de massa exata para as médias. Note o
aparecimento das covariancias {pu;): a primeira licdo é que em um escoamento com
flutuagdes de densidade a equacdo da continuidade média contém um termo envol-
vendo as covariancias de densidade com a velocidade. Aplicando agora (5.35),

KD 4y 29 iy KD o IO oy U Hpu) s g
ot 0x; 0x; 0x; 0x; 0x;
e~ ——— —m —— — ' —,— — N——

II I v \% VI
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A ordem de grandeza de cada termo pode ser facilmente estabelecida:
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E importante frisar que I-VI referem-se as ordens de grandeza dos termos individuais,
e ndo de suas somas. Em particular, note que IV significa, por extenso, que

U1 ot HUp) ot A Y 2\
ox t’ 0x> t’ 0x3 ¢’

A estimativa da soma 21.3: , 0(U;) [0x; vira na sequéncia. Além disso, Em II, usamos
(5.40). Em fungao de que /D < 1, p/§o < 1, é evidente que cada um dos 3 termos
em IV é muito maior do que todos os outros; nesse sentido, podemos escrever agora,
para a soma,
U puu o
U) _pa_i_ oU)
Bxl- SO() 4 4 8xl-
Portanto, uma primeira consequéncia das hipoteses da aproximacdo de Boussi-
nesq para as macroescalas é que o escoamento médio (U) é aproximadamente sole-
noidal, ou seja: V- U = 0.

~ 0. (5.43)

5.5 - A aproximacao de Boussinesq para a equacao de quantidade
de movimento

Em notagdo indicial, a equacdo da hidrostatica (5.3) pode ser escrita

OP,
Bxi

Introduza agora a decomposi¢do de Boussinesq na forma de (5.27) e (5.28), por en-
quanto apenas nos termos envolvendo a pressao e a aceleracdo da gravidade, na equa-
¢do para a quantidade de movimento, (3.34), e simplifique utilizando (5.36) e (5.44):

a(pu;) O(PU;
(bpt[j) + ( axj j) 80r + 80,) [ 261Jk(DjUk:|

P+ P)+ 222 42
BxI(( tP) ak)+ SO”ax]
ouy  APUY) [ op,

6t 0xj r

+80Igi - 2806ijk@jUk

=0
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0 U N
— |-+ 21— 20V, ,

" Ox; ( " axk) tep Ox;

apuy  9(pUL))
o1 ! + axj x gdgl — ZSOrEUk(DjUk

0 U 0S;j
— |-+ 21— 20V, —. 5.45

M 0x; ( * axk) TPy Ox; ( )

A hipotese fundamental da aproximacao de Boussinesq para a equacdo de quanti-
dade de movimento consiste no seguinte: em (5.45), nos fizemos

P+ 9~ O (5.46)

em todos os termos em que § aparece fora das derivadas, com base em (5.36), exceto
no caso do termo de empuxo §’g;. Esse ultimo fica como esta. A justificativa para esse
procedimento tem base na fisica que estamos querendo representar (e, num sentido
matematico muito concreto, preservar!). Em escoamentos com estratificacdo de den-
sidade, esse é justamente o termo que produz conveccio: é mais ou menos 6bvio que,
se o desprezarmos, a equacio resultante ndo sera mais capaz de representar nenhum
efeito de empuxo devido a variagdes de densidade dentro do fluido.

Além disso, a substitui¢do de §) por §, apenas nos termos fora de derivadas é um
outro ponto crucial, ja que " < @, ndo implica d¢’/dx; < 0§, /0xk! Isso significa
que ndo podemos fazer essa aproximacio aindano lado esquerdo de (5.45). Muito pelo
contrario, como ¢’ inclui as flutuacdes turbulentas, seus gradientes incluem também
os gradientes locais dessas flutuagdes, os quais, conforme vimos no capitulo 4, sdo
muito maiores que os gradientes das grandezas médias.

Portanto, a equacéo (5.45), nessa forma, é pouco util, ja que todos os gradientes
que aparecem na equacao envolvem tanto as macro quanto as microescalas que foram
introduzidas no capitulo 4: nédo é possivel fazer uma analise de escalas de (5.45). O
proximo passo é promedia-la:

apuy , ¥9UY)

ot 0x;j ={(¢) g - 29r€ijk@;j (Ug)

) + 2g),vu@. (5.47)
Ox;

9 ,
+a—Xi(—(P)+)L

O(Uk)
Oxk

Os termos do lado direito de (5.47) estdo prontos para uma analise de escalas, mas
o lado esquerdo precisa ser “aberto”, com o uso, como sempre, da decomposicao e dos
postulados de Reynolds:

HpUi) _ 0 N
HID) _ 2 (14 + pllws + )
0
:E<[<SO><UL'>+<80>W+p<Ui>+Pui]>

0
= 2 PO + o]

oPU) 5

dx; 0x; <[<80> + plKU + ul][<Uj> + u]_]>
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<[<so><U>( i) +{9) U + (@) wi (U) + p U (U)])
+ % <[<@> Uil + (Ul)puj + <U]> pu; + puiuj]>

[<go> WU (U} + () () + U {pus) + (U)o + {pusu; )|

Substituindo em (5.47),

I([(g) (Up) 6<pul>
ot ot

o) o) () _olciipu) o)) _spu)

ij 6xj an (9}(']' (9)(']'

) AU a(sy)
A—L| +20,v, . (5.48

ox; ™ ox; ( Oxk ) Prv Ox; (5.48)

E possivel simplificar essa expressio utilizando a equacio da continuidade promedi-
ada, (5.41):

=(¢) 9 — 29r€ijk@; (Ur) —

(0 2900 208 iy {201 2[4 o)+ )] +
=0
owy . Huiw) o) | O(U)pw) | puay)
O (U) T+ (9 =g+ () 5=+ =+ =0
, a(S;
:<8d>gi_280r€ijk@j <Uk>_%+% (Aa;i]:>) 200 vy éxj>.

O surgimento de varios termos envolvendo () fora de derivadas permite, mais uma
vez, usar (5.46) (na forma promediada, que utiliza (5.33)):

8Orag:',-)+a<§ul> U { <s?> [<50>< )+ <puj>]}+
=0
oy 0w o) , O(U)pwy)  ofpum)
S{)r<U]> axj + 8)(]' +<uiuj> axj + 6x] 3xj'

) (P O(U) 3(Sy)
= <KJI>91 - ZSOreijk@j <Uk> - axi + a_xl (A a)(k ) 2807‘1/1,{ axj .

Finalmente, expandimos 0 (§) /dx; usando mais uma vez (5.33):

U + A pu;) N r<Uj> HU;) 8<uiuf>

+ +
4 (9t 6t an 80}’ 6xj

————— e

I I I v
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20, oy O({(U)pw))  d{pus
<uiu]-> g +<u,~uj> <80>+ < > N < >

(9Xj 8Xj ij 8XJ'
N—————
v VI VII VIIT
Py 0 (.U A(Sij
=(¢) 9i = 29r€ijx@; (Ug) — DA AL/ +250,qu. (5.49)
~~ S e axi axl- (9Xk axj
IX X S~——
XI XII XIII

Se estendermos as estimativas de ordem de grandeza que ja fizemos para velocidades
e densidades para as pressdes (em analogia, por exemplo, a (5.37)-(5.39)), devemos
ter:

'y ~ B, (5.50)
HpP) p
~ = 5.51
o O (5.51)
(uip) ~ ap. (5.52)
As ordens de grandeza de cada termo se seguem:
1’12
I~ 80075
)
pii
I~—,
t
ﬁZ
III ~ 5007,
ﬁZ
IV ~ $o=7
90 > it i’
V~ —i"=@Qo=— ~p—,
D" ~WpT TP
)
pii
VI~ —,
t
)
pii
VII ~ —,
t
)
pii
VIII ~ —
f b
IX ~ pg,
__Pofl, 1 @
X ~ =800
Pof r it TRV T
p
XI~ =,
t
1[pa pove @ p 1 i
XII ~ @ovy= |—=| = —=$o— = —=—
oy [g{)oé’] P TAL RN T
I i v @ 1 i@
~ V) — = — _— = — —_
D = 27 TR, T

Os termos de maior ordem sédo I, IIl e IV (todos os trés da mesma ordem), IX, e XIL.
Esses dois tultimos sdo os “forcantes” da equagio de quantidade de movimento, e con-
sequentemente tém que produzir a ordem de magnitude observada em L, IIl e IV. Em
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X, f =2 sen(¢) é o parametro, ou frequéncia, de Coriolis; ¢ ¢ a latitude; e

Ro

il
7 (5.53)
€ o nimero de Rossby. Na escala ¢ do escoamento, o numero de Rossby é muito
grande, e podemos desprezar X vis-a-vis I, IIl e IV. Da mesma forma, em escoamentos
turbulentos na natureza, Re, ¢ muito grande, e podemos desprezar XII e XIII vis-a-vis
[ OIelV.

A equacao aproximada de quantidade de movimento resultante é

r<9<Ui> N gOra(<Ui> <U1>) Lo, 6<u u]> = (¢ gi - 6<_P’> + 0 (ﬁﬁz) . (5.54)
ot Ox; Xi ¢

Uma ultima simplificacdo é possivel abrindo a derivada do 22 termo a esquerda e
tomando ordens de grandeza:

a(wn (u)) U o)
Sora—xj = 80r< j> axJ + O <U> xJ
Utilizando (??),
Uy i
r <U]> (?Xj ~ QOu?’
‘9<U> i pEt i
( 1> X ~ SOO SO f f 800 P

e portanto, alternativamente a (5.54), podemos escrever

&) oy Hua)
T+<U]> Ox; " Ox;

=(9)gi -

(5.55)

’ ~~72
Or 6<P>+ﬁ(pu).

t

Ficamos entdo com as seguintes relacdes de ordens de grandeza em (5.54) ou (5.55):

aZ

9p ~ 0> (5.56)
= ~2
u

I{-f ~ s = (5.57)

P~ pgt. (5.58)

Flutuacdes de pressdo sdo extremamente dificeis de medir na atmosfera. Wyn-
gaard (2010) da a estimativa p ~ @Qoii’> para escoamentos com densidade ) constante
(segundo o autor): note que isso é o mesmo que (5.57), que foi obtida sem exigéncia
de constancia da densidade do escoamento. Hauf et al. (1996) observaram valores de
p da ordem de 2,5 Pa, ou seja: da mesma ordem que a estimativa de Wyngaard e de
(5.57). Esses dados observacionais reforcam as conclusdes desta se¢ao de que é razoa-
vel desprezar os efeitos das flutuagdes de pressao sobre as flutuagdes (tanto no sentido
de Boussinesq quanto no de Reynolds) de densidade.
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Levando (5.58) em (5.7), obtém-se as seguintes ordens de grandeza:

P BoT + k1P (5.59)
800 —_—— ——
I 1

onde I representa a ordem de grandeza dos efeitos das flutuacdes de temperatura
sobre as flutuagdes de densidade, e II representa a ordem de grandeza dos efeitos das
flutuagoes de pressao sobre as flutuacdes de densidade. Utilizando os valores listados
nas paginas 66 e 66 para fp, kr, To, §0, Po; @i = Ims L, ¢=10m F=1K, e (5.56)-
(5.58), obtemos as seguintes estimativas:

dgua: 1~ 1,500 x 107%, 11 ~ 4,900 x 10797,
ar: T~3,470x 10793, 11 ~ 1,184 x 1079,

O efeito das flutuacoes de pressao sobre as de densidade é cerca de 100 vezes (no ar)
a 1000 vezes (na agua) menor do que o efeito das flutuacdes de temperatura. Isso
permite simplificar (5.6) com (5.59) para

¢ ~ -9 fp, T, (5.60)
() ~ =9 Pp, (T'), (5.61)
p~ —(9) PrnT- (5.62)

Observe que ao escrevermos (5.62), estamos de fato supondo que as flutuacdes turbu-
lentas de densidade (e de temperatura e pressiao) sdo no maximo da mesma ordem de
magnitude que as flutuacdes de Boussinesq de densidade (e de temperatura e pressio).
Em (5.60)—(5.61), o coeficiente isobarico de expansao térmica é calculado em (7, P,):

pe, = Pp(T;, Pr),
porque se trata das flutuacdes em torno do estado de referéncia; em (5.62), ele é cal-

culado em ((T),(P)):
Brn = Br(KT) . (P)),

porque se trata das flutuacdes turbulentas. Uma notagao analoga vale para k7.

5.6 — Incompressibilidade: efeitos de pressao e temperatura sobre
as flutuacoes de velocidade

O primeiro resultado que obtivemos com a aproximacio de Boussinesq foi que
o campo de velocidade médio é aproximadamente solenoidal (veja (??)). Nos nada
afirmamos, entretanto, sobre o campo instantineo

.
Oxi’

em que sentido podemos afirmar que ele também é solenoidal, e em que ordem de

magnitude? Facamos
0Ux  (Uy) N Ouy

8xk (9xk 8xk

De (??), ja temos uma estimativa da pequenez de 9 (Uy) /9xy. Para duy/0xy, podemos
utilizar os 3 critérios estabelecidos por Batchelor (1967) (equagdes (3.6.16), (3.6.17) e
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(3.6.18)) para levar em conta os efeitos das variacdes locais de pressio. E muito im-
portante notar que, para as flutuagdes turbulentas de velocidade, as escalas de com-
primento e de velocidade que devemos usar sao as microescalas de Kolmogorov cor-
respondentes, 1, e i, dadas por (4.2) e (4.3). Além disso, a frequéncia n que aparece
em (3.6.17) de Batchelor é aqui, simplesmente, #/n,. Nesse caso, as condi¢des todas
elas resumem-se a condicao

|2<
o] o

< 1. (5.63)

o

Dada a pequenez das microescalas # no ar e na agua, aparentemente as flutuacdes
turbulentas de velocidade sdo “mais” incompressiveis do que o proprio campo médio.
Um segundo conjunto de condi¢des provém dos efeitos das variac¢des locais de
temperatura sobre as variacoes locais de densidade. Novamente, utilizamos as micro-
escalas de Kolmogorov; agora, vamos precisar também da microescala de temperatura
. O critério de incompressibilidade de Batchelor (1967), equagéo (3.6.21), torna-se

B < 1. (5.64)
mz

E instrutivo comparar (5.63) e (5.64) na natureza. Vamos fazer inicialmente as
contas apenas para o ar. Considere

E)y=w/=1ms ) /Im=1m>s3;
)y = a7/ =(1ms " (1K)?)/1m=1K>s"";
Ve = 1,45 x 10 m?s7!,
vy =2,02%x 102 m?s7!,
N = 2,350 x 107% m,
1=6,171 %1072 ms™,
Ny = 2,773 x 107% m,
F=6,171 x 1072 K.

Entéo, de (5.63) e (5.64),

1N
N}

=3,294 x 10798,

<
o
<

v

PpT—= = 4,835 x 1079,

Nui

Desse exercicio, aprendemos o seguinte: o critério de incompressibilidade mais
restritivo no caso de escoamentos na atmosfera nao é o ntimero de Mach, mas sim
aquele que resulta da analise do efeito das flutuacdes de temperatura sobre as flutua-
coes de densidade. Mesmo assim, 4,8 X 1073 <« 1, de forma que, a partir deste ponto,
no6s vamos adotar a hipotese de que, para as flutuacdes locais de velocidade, vale

ouy

— ~0. 5.65
I (5.65)
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5.7 - A correlacao pressao-temperatura

Ainda de (5.7), obtém-se

p
= —Bp, T+ KTmp: (5.66)
() "
onde, conforme ja vimos,

ermpl < BT (5.67)

Uma forma de ver melhor a ordem de grandeza dos termos em (5.66) é reescrevé-la
como

S S & (5.68)

() (T) Py

Em (5.68), f e k sao duas func¢des adimensionais de T e P definidas por

p

Br,, = Br(KT).(P)) = ay (5.69)
kr, = kr((T),(P)) = % (5.70)

Para a agua, segundo (5.9)-(5.10), f ~ 1/23 e k = 1/20000. Para um gas ideal, de
acordo com (5.14)-(5.15), B =k = 1.

Sob a validade da hipdtese de Boussinesq, pressdo e temperatura sao muito fraca-
mente correlacionadas (em termos das ordens de grandeza em (5.68); as flutuacdes de
densidade respondem basicamente as flutuacdes de temperatura (densidade e tempe-
ratura sdo quase que perfeitamente anti-correlacionadas), e as flutuacdes de pressao
respondem essencialmente ao campo de flutuacoes de velocidades, apenas.

Recentemente, Gerolymos e Vallet (2013) propuseram uma linearizacio simples
para calcular as correlacoes (pT), {pp) e (Tp) em um escoamento turbulento com-
pressivel. Essa abordagem ¢ adaptada e simplificada, aqui, para a estimativa da ordem
de grandeza da correlacdo pressdo-temperatura em escoamentos naturais debaixo da
aproximacado de Boussinesq. [Eu nunca vi ninguém ]

i fazer isso, mas nao sei se
Ela consiste em reescrever (5.68) na forma e

P _ P T
B oy TPy

multiplicar sucessivamente por p/(P) p/ () e T/ (T); e promediar, obtendo-se assim
um sistema de 3 equagdes:

(pp) _ {pp) (Tp)
e oy ey G71)
(pp) _ {pp) (pT)

Ko ® o oy (572
(Ip) _ {pT) +ﬂ<frfr> (5.73)

Ty Py~ ()T

E possivel simplificar (5.71)-(5.73) um pouco mais reconhecendo que ha apenas 6
variaveis (adimensionais) envolvidas, todas elas da forma

(ab)
b) = ———;
@) = ayB)

(TY*
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Portanto,
k(pp) = (pp) + p(7p), (5.74)
k(pp) = (pp) + B(p7), (5.75)
k(1p) = (p7) + B(TT). (5.76)

Ha portanto 6 variaveis em (5.74)-(5.76), e cada uma pode ser escrita em funcao de
outras 3. Podemos escrever (Tp) em func¢io das variancias (adimensionalizadas) (pp),
(pp)  (77); 2 2

p=(77) — (pp) + x~(pp)

(Tp) = 2pr :
ou
(Tp) _ B2 (TT) {pp) 2 (pp) (5.77)
(TY<P) 2 | (THXT) (80><Q> (P){P) '

5.8 - As ordens de grandeza da equacao para a temperatura

Inicialmente, procuraremos escrever a equacao da energia em uma forma que
atenda a dois requisitos importantes:

1. Ser expressa em termos de grandezas mensuraveis em principio (note que tanto
(3.77) quanto (3.79) estdo dadas em termos de fung¢des termodinamicas (U e H)
que nio sio diretamente mensuraveis).

2. Ter validade tanto para liquidos quanto para gases.

Para tanto, partimos de (3.79), e utilizamos (??) e (??) para exprimir DH/Dt:

%_D_P— i 6_T +
YDr ~ i _Socpviraxj ox;|
OH DT+ OH\ DP\ _DP _ 90 (9T} &
YI\ar), 9P),Di| Dt ¥ g \ax) T
L1 or DP o (0T

—epy= + V(A = BpT) = | - — = Peyry— o= | + @
V[ +V ﬂP )Dt:| Dt pcPV{Iaxj' axj e

DT D2 00Ty

YrDr ~ P D T 9% o \axg ) T |

Daqui para a frente, uma primeira aproximagao (no sentido da aproximacéio de
Boussinesq) consistira em supor que ¢, é avaliado no estado hidrostatico de referéncia.
Com isso, poderemos supor ¢, “constante” e manté-lo fora das derivadas.

Para um gas ideal, fpT = 1, o que simplifica bastante a analise subsequente
de (5.78); para agua, entretanto, fpT varia consideravelmente com a temperatura.
Isso pode ser visto nas figuras 5.2 and 5.3, onde essa fungao esta plotada para agua
a pressdo atmosférica (http:www.physchem.kfunigraz.ac.at/sm/Service/
Water/H20thermexp.htm).

Para T, na faixa 10-20° C (que é um exemplo razoavel de condi¢des encontradas
em escoamentos de dgua liquida no ambiente), tem-se

(BpT) = §(T) = $(T;) + bT’


http:www.physchem.kfunigraz.ac.at/sm/Service/Water/H2Othermexp.htm
http:www.physchem.kfunigraz.ac.at/sm/Service/Water/H2Othermexp.htm
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Figura 5.2: Dependéncia de fpT com a temperatura para agua liquida
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Figura 5.3: Dependéncia de fpT com a temperatura para agua liquida na faixa 10-

20°C.
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= ¢(Ty) + b(T") + bT
= ¢((T)) + b7

= (H(T)) + bT
= (BpT) + bT. (5.79)

(pois ¢ é aproximadamente linear), onde b = 0.00356 K~! é obtido por regressio
linear através dos pontos na figura 5.3. O Gnico objetivo de (5.79) é proporcionar uma
base concreta sobre a qual estimativas de ordem de grandeza podem ser feitas.

Em seguida, nds aproximamos a densidade do lado direito por ¢, (novamente,
uma aproximacio de Boussinesq) e utilizamos a equagao da continuidade:

T T oQU; D T
0 +Ua] TP[SO+ gJ]]-ﬁpTD gorcpqé)a (6 )+CI>;

¢ | =7

19 ot Ox; Ox;
®7) | d(pTU;) o (0T
Cp [ 5 o, - Bp T X PrcyV g’a 0x] + O. (5.80)

Prosseguimos para promediar. A hipotese fundamental que simplificara extraor-
dinariamente a algebra é a auséncia de correlacdo entre a temperatura e a pressao.
Como acabamos de ver, para um gas fpT = 1, e nesse caso ficamos simplesmente

com Q no termo correspondente. Para agua, devido a dependéncia de fp com T,
temos formalmente
D
<ﬁPT—> <ﬁPT>< > <‘TD—I;> (5.81)

Estimativas da ordem de grandeza das correlagdes entre as flutuagdes de temperatura
T e os gradientes de pressdo ndo estdo diretamente disponiveis, mas parece muito ra-
zoavel supor que elas ndo devem exceder as correlacdes entre pressdo e temperatura,
das quais temos uma excelente estimativa em (??) em termos dos valores ambientes
(i.e., “médios”) de P e T. Adotando essas estimativas em (5.81), devemos agora ter:

b ~ fp/10,
(720) = 100 (B0):
b (o752 ) = o (B) = 300 ()

Os efeitos da correlagdo temperatura-(gradiente de pressdo) na agua sido portanto
despreziveis, e adotamos

Dp
(b5 ) = BT () (5:82)
Com (5.82) em méos, retornamos agora a (5.80) e promediamos:
o1y | HPTU) (2 o)
T ~ —_— D) ; 5.83
Cp 6t Bx] <ﬁ ) r pv{T(?Xj 8xj * < >, ( )
Os termos do lado esquerdo sao expandidos da maneira usual:

o9T) _ 0
S = 2 () + pID) + )
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= —([{@)T) +{P) T+ p(T) + pT])

B
2 o+ o

<<50>+ PICT) + TI{U;) + 1)
‘9 5= ([ D () + D D+ () + 00 (U)])
+ 81] <[(g{)> Ju; +(T) puj + <Uj>p7+ p‘Iuj]>

[<go> (T () +49) {73) +<T) {puy) + (V) (p7) + ()]

Substituindo em (5.83),

p[3(<80> D) , 9p7)

ot ot
Ao m ) o () alm(pu) o)) alprw)
Ox; " Ox; " Ox; " Ox; " 0x;
- <ﬁP ><DP> X P P fraxj (6[)(3:) + (D).

Novamente, é possivel simplificar essa expressdo utilizando a equacdo da continui-
dade promediada, (5.41):

[( >@ 6<P‘I> <T>{(?<§;)> ai[<80>< U)+ <puj>]}+

=0
TJu P (U (pT)) pTu;
L L

DP o(T)
_<ﬁPT><D> SOrp‘I(,j (a—xj)+<(1)>

O surgimento de varios termos envolvendo () fora de derivadas permite, mais uma
vez, usar (5.46) (na forma promediada, que utiliza (5.33)):

D), 0pT) _ry [39)
[gor L+ =2 <>{ s x[<go>< i)+ (puj>]}+

(U )

ot

=0

omy o) ey 9(U)em)  oerw)
©r <Uj> Ox; t e 8ij +<Tuj> Ox; " Z?xj " ax,]
Dp o(T)

_<ﬁP >< >~80rp76xj(axj)+<q)>-
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Mais uma vez, expandimos d (§) /dx; usando (5.33):

KTy  {pT) o <U]> «T) 8<‘J'uj> N

C +cC +C
BTN, %, Y o
—_———— ——

I I I v

P, N’ a\(Uj) {pT) O pTu;
Cp <‘Iuj> a;i +¢p <‘Iuj> ;8;)]> +cp (< Z9>x] ) +cp <6xj]>
\% VI VI VI
DP o (o(T)
- <ﬁPT><E> ~ @rcpvcra—xj (a—x]) +%. (5.84)
IX X

Todos os termos de (5.84) estdo prontos para uma analise de ordem de grandeza, ex-
ceto pelo ainda ligeiramente problematico termo IX. Aqui, observe que

<@>_ D(P, + P’)

Dtl Dt
= U% + a_P,+Ua_P/
~\ Y ox; at 7 ox;
_ P, (P P’y ap
(G + a0 5 (w3

apP, (P’ a(P") ap

ot +(U;) 5 +<u]6xj> (5.85)
S./-/

J
! I iii iv

=(W)

Em primeira aproximagao, (W) =~ 0. Uma analise de ordem de grandeza mais con-
sistente com o que é feito usualmente em camadas-limite, utilizando a equacgéo da
continuidade (5.43), é supor 0 (U) /0x < 0 (W) /dz; mais especificamente, utilizare-
mos a altura de escala D para estimar os gradientes horizontais de velocidade média
(isso é, infelizmente, uma hipotese adicional):

) W) 4 p

—_—~— W)~ =il = —1i.
D 7 = (W) Du SOOu

Retornando a (5.85), descobrimos que todos os termos sdo da mesma ordem:

p _ P, P _PE
1 @Ougoog—s{)ugooﬁg— 7’
ii~1£;

€

pi
i ~ —;

4

il i’
IV~=—=¢)—.

¢

Em (i), usamos (5.58); (ii) e (iii) sdo simples. (iv) é obtido supondo-so que as flutuacoes
turbulentas de velocidade e do gradiente de pressio sio bem correlacionadas. A luz
da equacdo nao-promediada da quantidade de movimento (por exemplo, (5.45)), isso
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parece razoavel e bastante natural, ja que os gradientes de pressao por unidade de
volume devem ser da mesma ordem que as aceleracdes. Na segunda igualde de (iv),
usamos (5.57).

Com isso, as ordens de magnitude de todos os termos de (5.84) estdo estabelecidos:

Ve v, Ti 1 T
= Cp——— = cp—,
P0G 7 T PrRe, VP 7

O parametro adimensional
Gag = fp,To (5.86)
¢ o numero de Gay-Lussac; para o ar (como ja vimos), Gag = 1; para a agua, um valor
conservador para sua ordem de magnitude (vide Figura 5.2) é p,Tp ~ 0,1.
Claramente, I, III e IV sao os termos dominantes; II, V, VI, VII, VIII, sad todos da
mesma ordem de magnitude, e bem menores; assim como X, uma vez que o nimero
de Reynolds Re, em escoamentos turbulentos é muito grande. IX e XI podem ser
comparados com (LILIV) por meio do numero turbulento de Eckart,
~2
i
Ec= —; (5.87)
cpT
obtemos |
LILIV ~ —@oii’ /¢,
Ec o’/

onde Ec = O(1073) tanto para ar quanto para agua. Portanto,
LILIV > IXXI.

Finalmente, tanto para ar quanto para agua, a equacao simplificada para a tempe-
ratura termodinamica T que se obtém com a aproximacido de Boussinesq é

U () 60 A7) (277,

5.88
ot an ax]' SO() 4 ( )
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Observe que ndo houve necessidade, ainda, de introduzir a temperatura potencial: na
regido onde supomos que a aproximagao de Boussinesq é estritamente valida, {/D <«
1, é suficiente trabalhar com a temperatura termodindmica T, mesmo no caso do ar.

5.9 - A equacao para a temperatura potencial

Uma formulacio alternativa para a equacao da energia utiliza o conceito de tem-
peratura potencial. Para um gas ideal, H = H(T), e (3.79) com (??) torna-se

DT DP 0 (0T LD (5.89)
Cp—— — c . .
SOPDt Dt = 9% "ax, ax]
Utilizando a temperatura potencial introduzida em (5.21) e diferenciando,
dT _de RdP
T © ¢ P’
1D6 1DT R DP
@Dt TDt c,PDt’
P DO DT DP (5.90)
R Dt Y*Dr " Dr '

Comparando (5.90) com (5.89), chegamos finalmente a equacédo para a energia interna
em termos da temperatura potencial,

PO _ 0 (9] 1o (5.91)
reDr V%5 \ax ) T '
O termo
cpP cpP T
RO ~ RT©
¢ muito proximamente igual a
cpP
RT -9V

de fato,

= ~ = (0.9966,
To 288.15 %9

9
_(P)R/C” To-¢,2  287.15

para Ty = 288.15K, g = 9.81m*s™!, ¢, = 1005Jkg™'K™! e z = 100m. Para z =
1000 m, que é a ordem de grandeza da altura da camada-limite atmosférica, o valor
acima muda para 0.9661: ainda proximo de 1, mas com diferencas maiores do que 1%.
Debaixo das hipdteses da aproximagao de Boussinesq, portanto, podemos aproximar
(5.91) por

[9) b® = Pc 0 (8T)+c1> (5.92)
C - 3 . .
P Dt P Ox;

Podemos agora manipular o lado esquerdo de (5.92) exatamente como fizemos para
ir de (5.80) até (5.84), s6 que com O no lugar de T. Basta, portanto, copiar os termos
dessa tltima com © em lugar de T:
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0(0) 9{p0) P <U]> 0(O) 8<9uj> N

AT ox, Y o,
———————

I II I v

o0, N a((U;){p0) O pOu;
cp <9uj> (9;‘;)] +¢p <9uj> ;S:) +¢p (< j9>x] ) +¢p <8xj J>
\% VI VIl VIII
~ gOrcpvgaixj (%Sf) +i§)_/. (5.93)
IX

Claramente, as mesmas escalas macroscopicas T e £ aplicam-se a (5.93); as ordens
de magnitude séo:

X Vo vy, Tl 1 Tl
~ PoCpVe— = PCp— —— = cp—,
Pocpvain = 0% 70T T PrRe, 0P 7

a?ﬁ
X ~ 8007
Mantendo-se apenas os termos de maior ordem de magnitude, o resultado é uma
equacao analoga a (5.88):

00 , () %O, A%) _ o(270)

ot 1 ox; 9x; '
A equacdo (5.94) é um pouco mais robusta e parcimoniosa de hipoteses do que (5.88):
em particular, ndo precisamos nos preocupar com a interacdo entre os gradientes de
pressao dP,/0z e a velocidade vertical média (W): ndo precisamos supor portanto que
(W) < (U), e (5.94) é aplicavel mesmo em regides de alta velocidade vertical, como
por exemplo dentro de térmicas. Por outro lado, continuamos restritos a £ < D: na
analise de escalas que estamos fazendo aqui, para a atmosfera, £ ~ 1000 m ja esta
claramente violando aquela condicéo, e ndo ha garantia (sob esse aspecto) de que as
equacoes para as médias obtidas com a aproximacao de Boussinesq valham para toda
a camada-limite atmosférica.

(5.94)
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5.10 - Os gradientes microscopicos de densidade

A equacdo (5.62) nos permite obter microescalas de Kolmogorov para densidade.
Definimos

5\ |ap o 2[ 0T 07 2[5\
() = (5 de) = (oma) (52 )= (0ma) () =
p =) Br,7, (5.95)

para 17, = ny. A linearidade entre as microescalas de densidade e de temperatura
produz agora as estimativas de ordem de grandeza, a partir de (4.31) e (??):

Uﬁ _ %pe;/z, (5.96)
p

p 174

5 Re,'/*. (5.97)
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As equacoes de ordem 2

6.1 - As equacoes locais de conservacao de massa e de quantidade
de movimento com a aproximacao de Boussinesq

Com base na discussao da sec¢do 5.6, n6s vamos supor que o campo local de velo-

cidade é solenoidal:
u,

=0. 6.1
e (6.1)
Uma equacdo local para a quantidade de movimento pode ser obtida como se se-
gue. Primeiro, reescreva (3.34) substituindo ¢ por ¢,:
oU; oU; 0 0Uy 0Sik
A § M N = 26Uk ) + — [P+ A== | + ly
o ( ot "axk) Pr (9~ 26k Ui) + 5 ( Dk
Note que, como nao ha derivadas de ¢ em (3.34), a sua substitui¢do por ¢, ndo acar-
reta problemas. Agora (como sempre), a subtragdo do estado hidrostatico de referén-
cia (5.44) produz
( aUl oU; 0 Uk ) 051 j
; 2
Oxy

0
— +Up—| » i — 20r€iik@iU + — | =P+ 1— oV —.
o1 + Uk x) Vg Pr€ijk@j k+6xi( + O Orv dx;

Ha dois termos viscosos, e suas ordens de magnitude podem ser comparadas da se-
guinte forma: primeiro, note que localmente os gradientes de velocidade sdo comen-
suraveis com as microescalas de Kolmogorov. Devemos entéo ter (lembre-se de (5.65))

1 9
i (A—aUk) ~ Povy— (Gi) 5 (6'2)
ox; \ Oxp Nu \ Mu
dS; 2
20V ~ Povu— 6.3)
Xk Nu

onde € < 1. Podemos, portanto, desprezar o termo envolvendo A.
Pelo mesmo argumento ou, o que da no mesmo, utilizando 6.1,
U ay; OUr  0(Uily)

U— =1 + U; =
k oxy k Oxk " Oxy Oxy

A equacdo local para quantidade de movimento fica, finalmente,

ou;  oUly) ¢ 1 or OSik
— = —g; — 2¢; U, — — + i .
ot Oxr SOrgz €ilk O] Uk 0, Ox; V(i) Oxr

(6.4)
A mudanca para v(;) sera explicada na sequéncia.

38
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Generalizacao para escalares.

Interessantemente, a equacido (6.4) também representa o transporte de diversos
escalares, desde que se adote uma convencao um pouco mais geral. Essa convencao é
sugerida por Kader e Yaglom (1989), e também é adotada por Dias (1994). Lembrando
da convencéo alternativa classica que usa (U, V, W) para o vetor velocidade, e (x, y, z)
para o vetor posicao, ela consiste em fazer

U =U, X1 =X, (6.5)
U, =V, X2 =1, (6.6)
Us =W, X3 = z, (6.7)
Uy =0C, x4 =0, (6.8)
V) T V@) = VE) T Ve (6.9)
V) = Ve (6.10)

Dessa forma, além de representar as 3 equacdes para a quantidade de movimento,
(6.4) também representa o transporte de um escalar regido pela equagao da adveccéo-
difusao (o que inclui a temperatura termodindmica para a agua, e a temperatura po-
tencial para o ar), com difusividade molecular v,. De fato, fazendo i = 4 em (6.4), e
interpretando a convencdo da maneira 6bvia com g4 = 0, e = 0 e dP'/0x4 = O,
tem-se

660;4 N 8(3UikUk) _ %% — 2eqyUp — égi + 2V(4)%,
AU, .\ O(Uslr) _ 954k
ot Oxy v Oxi’
0U;  OUU) _, 9 1(6U4 N 6Uk)
ot Ox; o2\ " o)
oU, N OUsly) _ 0 (%)
ot Oxy @ Ox \ Oxy |
oc | ICU) _  ¥°C

ot oxp Ve Oxi0xy’

que é a equacdo de transporte para o escalar cuja concentracdo é C. Portanto, nos
também podemos utilizar (6.4) para o transporte de escalares, o que nos proporciona
uma consideravel economia. Na proxima secdo, deve-se ter a notagao definida em
(6.5)-(6.10) em mente.

6.2 — As equacdes para as flutuacoes e para as covariancias <u,-uj>

Desejamos agora obter diretamente as equacdes para as flutuacdes turbulentas u;.
Comecamos pela equacdo da continuidade, na forma

ouy
— =0. 6.11
I (6.11)

Substituindo a decomposicido de Reynolds na equacéo (6.4), nés obtemos

Uy | Ou;

0
e (U + w) (Ui + ug)] =
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(@) +p 1 (o)  0p O(Sik) 9Sik

Ly - 26 -— | = 2 2.

o 9= 26 (Ui + ] = - s 4 g m 4 2vp =+ 2
(6.12)

Note que a média de (6.12) destroi todos os termos que dependem linearmente de uma
flutuacdo. O tinico “problema” é com os termos nao-lineares:

([CUD + ui) (Uk) + ug)]) = (Us) (Ur) + (wiug) (6.13)

donde se deduz novamente as equacdes para as médias,

ooy o RO T 1 (P 0*(Uy)
TR e [KU) (Uk) + (uiug)] = o gi — 2€ix 1 (Ug) — o o + V(i) Txrons”
(6.14)

O Unico termo “novo” é o fluxo cinematico turbulento (u;u;). Subtraindo (6.14) de
(6.12),

(911,‘ 0

— + = [wi (Up) + (Up) ug + ujug — (ujug)] =

ot Oxy
P 1 dp dsik
L g -2 — P 0y (615
gOrgl Eilk DU o 9 "0 3 (6.15)

que é a equacao resultante dos principios de conservacao de quantidade de movimento
e massa de um escalar para as flutua¢des. Sua pré-multiplicacio por u; resulta em

Ou; Ou; Uy Oujuy Oujuy)
— 4 U + U — . —
T i PO )
ujp 1 dp 0six
_rgl' - 26ilk(Dlujuk — auja_xi + 21/(1')1,1]' 0x10. (616)

E 6bvio que uma equacio igual a (6.16) vale se trocarmos os indices. Para registro, ela
é:

u-% +{u )u-% + uju 8<U]> + u-aujuk — u-a<ujuk> =
Yor T ok T T o ok oxe
uip 1 8p aZSjk
Egj — 2€jk@ it — P Wiz (6.17)

Essas duas equacdes irmas, (6.16)—(6.17), devem ser combinadas agora. Note que

G(uiuj) _ aui 6uj

=Uj—— i 1
ot Yar TH ey (6.18)
O (ujujuy) :u‘a(uiuk) tu %
Ox T Oxy lkﬁxk
0 (ujuy) O0u; Ouy
=Uj 8xk + uiuka—xi + uiuJH—Xk
O(ujur) 9 (ujug)
=Uu; + u; 6.19
Y Oxx Ui Oxp (6.19)
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O(ujp) 8(ulp) op Ou; 8p Ou;
=Uj— +p ;
0x; Ox; 0x; ox; (9x]

op op _ Oup)  O(wp) du; Oy
Ly = + -p|l—=+ ). 6.20
Yoxi  Yax; x| ox ox; o (6.20)
O trabalho com o termo viscoso é um pouco mais sofisticado; note que
0 0S-k au
V(i)a_xk (ujs,-k) = V(i)uja_xl'k + V(i)a—xljcsik; (6.21)
por simetria,
0 0sjk ou;
v(j)(')_xk (uisjk) = VUi — D + V() ax; k- (6.22)
Somando-se as duas, obtém-se o resultado importante:
Dsix Osjk 0 Ou; ou;
V(,)uja—xlk + VU)uia_xk = H—Xk (v(,-)ujsik + VU)uiSjk) — V(i)sika—Xk + VU)Sjka_.‘)qi (6.23)

Somando-se (6.16) e (6.17), e utilizando-se os resultados intermediarios (6.18)—(6.23),
obtém-se finalmente a equacio para os momentos de segunda ordem:

O{u;u; O(u;u; o{U; iU
S0 e s 0
I il I v %
—@i (83 (wip) + O3 (wip)) — 201 [k (wjue) + ejue ()|
- N VII
1 0 Ou; Ou;
g [l enan]+ (5 (55 )
VIII X
0 ou; ou;
2 6_xk (v(l-) <ujsik> + V() <u,-sjk>) -2 [v(i) <Sik8_::;]<> + V() <sjk8_;<>] . (6.24)
X XI

A denominacéo de cada um dos termos ¢é a seguinte:
I. é a derivada local de <uiuj>;
II. é a derivada advectiva de <uiuj>;

III. é (menos) um dos termos de producédo por gradiente;

IV. é (menos) um dos termos de producéo por gradiente;
V. é (menos) o transporte turbulento de <u,-uj>;

VL é a producido/destruicdes pelo fluxo de flutuabilidade, (u3p) (note a presenca de
613 e de Jj3);

VIL é o efeito (sem nome) da rotagdo do referencial;
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VIII. é o termo de transporte de pressio;

IX. é o termo de desvio, ou termo de retorno a isotropia;

X. é o termo de transporte molecular difusivo de <uiuj>;

XI. ¢é a dissipagdo molecular de <u,~uj>.

6.3 - Energia cinética da turbuléncia

Fazendo i = j em (6.24), e impedindo a soma em i,

O ugyu O ugyu (U O ugyu
Arara) g 20y B0, o)
Ou ou;
B santont- 3 [0 ol ()

0 Ou;
+ ZV(i)a_xk (2 <u(i)sik>) - 21/(,-) [2 <sik ab;(k) >] .

Dividindo por 2, obtém-se

ﬁ<“(i)“(z’)>+<U>i<ﬂ<i>“(i)>+<u . >5<u<i)> s lé’(u(i)”(i)uk) _
or\ " 2 oxe \ 2 O o T2 oxy
1

1 (uwp) +< P (au(,.))>
r Ox; r Ox;
du;
+ 2V(i)aixk (<u(i)s,~k>) - 21/(1-) |:<Sik%(k)>] . (6.25)

A equacdo (6.25) representa 4 equagdes distintas, parai = 1, 2,3 e 4. As 3 primeiras
sdo as equacdes para as semivariancias (ujuy) /2, (upuz) /2 e (uzuz) /2. A quarta é a
equacio para a semivariancia de um escalar, (cc) /2.

Somando as 3 primeiras (i = 1,2, 3) e utilizando (3.71) para o Gltimo termo acima,
obtém-se a equacdo para a energia cinética da turbuléncia, que foi definida em (3.97):

- 151'3 <u(i)p> — E€ilk @] <u(i)uk> -
r

O(Ecr) (U O(Ecr) ) oUy) +13(uiuiuk> _
ot Oxy Oxp 2 Oxg
~—
I Il 11 Y
1 0 U
— L (usp) — ey wiug) - — [ ¢ p)]
©r —_ @ Ox;
_— VI
v VI
+ ZV(i)M - 21/(,-) (siksiky . (6.26)
N— e
VII IX

Em (6.26,
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I. é a derivada local de (E;);
II. é a derivada advectiva de (E;);
III. é (menos) o termo de produgao por gradiente;
IV. é (menos) o transporte turbulento de ECT;
V. é a producdo pelo fluxo de flutuabilidade, (u3p);
VI. é o efeito (sem nome) da rotacdo do referencial;
VIL. é o termo de pressdo;
VIII. é o termo de transporte difusivo de (E.;);
IX. é a dissipacdo molecular da energia cinética da turbuléncia, (&.;).

Observe que, com a soma, um dos termos de (6.25) desaparece, a saber:

55 (- (32)-
=1 ©Or \ Ox; ©Or \0x;
Os termos acima sdo termos de redistribuicdo de energia cinética entre as compo-
nentes 1, 2 e 3. Eles sdo negativos nas dire¢oes ao longo das quais energia cinética
é produzida (com maior intensidade), e positivos nas demais, e somam zero. Dessa
forma, seu efeito é o de redistribuir a energia cinética entre as 3 dire¢des, no sentido
de equaliza-la (ou seja: de isotropizar a turbuléncia).
(6.26) é a equagdo que antecede (1-111) de Hinze (1975) (p. 74). De (3.103), nds re-
conhecemos que, para um escoamento incompressivel nas flutuacoes (duy/dx;x = 0),

o dltimo termo de (6.26 é (E,;). Além disso, também utilizando incompressibilidade,
o termo VIII de (6.26) é

et 2)
8xk 6xk 2 \0xr  Ox;
0 6ul auk
~ 0 o <”’a > i < 0_x>]
o i ou; 0 Ouy ou; %
B V(l) Xk < ‘0 k> < ' 0x; (9xk> i <6xk Ox; >]
01 ou; Ouy,
o] <a—5<"l o) (55 )
iU; ou; Ouy
6xk(?xk < > <6xk Ox; > (6.27)

Da mesma forma, o termo IX de (6.26) pode ser reescrito como

aul auk 1 au,- 6uk
<31k51k> ZV (i) [< (axk " 8xi) 2 (GXIC * 0x; )>]

_ 7) [<6ul Ou; N Ouy Ouy +2%8uk>]

Oxy Ox  Ox; G_x, Oxy 0x;
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_ oy [ OM O [ Oui O (6.28)
- O0xy Oxy (@) Oxi Ox; | :

Subtraindo-se (6.28) de (6.27) e levando-se em (6.26), teremos

0 [uju 0 |uju; Uy 1 Huuwug)

6t< 2 >+<U"> axk< 2 >+<”"”’<> o 2 om

1 i 2 iU i Ou;
[6(up)]+ 0 <uu>_v(i)<0u Ou;

— €ilk @) (Uill) — — Ax; ") Ox0xp \ 2 Oxy Oxy

r

> . (6.29)

€,

Em um certo sentido, (6.26) é mais “correta” do que (6.29) porque nela (E,;) aparece
explicitamente, e extamente. Agora, se a turbuléncia for homogénea, os dois penulti-
mos termos de (6.26) e de (6.29) sdo nulos, e o Gltimo termo de (6.29) para €, torna-se
exato. Em turbuléncia homogénea portanto, vale

ou; N ouy \ Ou; ou; 0u; R ouy. Ou; 0 (630)
e=vil|lm—+—|—)=vi{ —— — =0. .
¢ @) Oxr  0x; ) Oxx (@ Oxy Oxy Ox; Oxy
A equacdo (6.30) é uma entre varias relacdes similares que podem ser obtidas em

turbuléncia homogénea e incompressivel. Sua dedugio pode ser feita diretamente a
partir das hipoteses de homogeneidade e incompressibilidade:

O
ox; k@xk -
ouy 0u; 0u;
i, B =0,
< Ox; (9xk> " <uk (9x,-0xk>
ouy 0u; 0 Ou;
e, B — )=,
< Ox; axk> i <uk Oxyc (9xi>

Ouy Ou;
= 31
<8xi 8xk> Om (6.31)

Resultados um pouco mais gerais também se aplicam:
0 au,-
—(y—) =0,
an <uk ﬁx]>
e 0%y, . Ouy % _0,
O0xy 0x; Oxy Ox;

< O u > =0m (6.32)

Uk
aJCkan

Finalmente, usando (6.32),

0,

9 [, 2n

Ox; k Oxk
Ouy Ou; 0%u;
S 0,
< Ox; axk> " <uk axjaxk>

Oux s
ax]' an

Om (6.33)
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6.3.1 - A semivariancia de um escalar

No caso i = 4, (6.25) torna-se a equacio para a semivariancia de um escalar, e 1é-se

0 UqUy 0 Uquy 8<U4> 10<u4u4uk) _
E<T>+<Uk>a_xk<7>+<““”’<> e T2 ome
_9 _ _ L [up)| [ (Ous
80r543 (uap) — eqrp (uguy) gor[ om | Vo \am
0 Ouy
+ 2V48_ ((uasar)) — 2v4 [<S4k—>] -
Xk Oxy

As simplificacdes com i = 4 agora levam a

0 UqUyg 0 Uquy (9<U4> 16<u4u4uk) _
6t< 2 >+<Uk>6x < 2 >+<”4“"> I 2 o

21/4i ((ugsar)) — 2v4 [<S4k%>] -

Oxy Oxy
Os termos envolvendo s4 ainda podem ser simplificados:
1 ({0us Ouy 1 0uy
sgp == |—+—|==—.
2 \0xr  Oxy 2 Oxy
Finalmente, com u4 = c,

0 [cc d Jcc o(C) 10{ccuy)
— — U — ({— — =
6t<2>+< ">axk<2>+<cu"> ox 2 oxy

0 dc dc dc (6.34)
ve—le— )| —vel —=—). (6.
“oxe \\ Oxx “\ Oxi O
Para um escalar, portanto, (6.25) é idéntica a (6.34) acima, e nao ha a diferenca notada

(para a energia cinética da turbulenta) entre (6.26) e (6.29). Em particular, a taxa de
dissipacdo da semivariancia do escalar é, simplesmente,

Eee = Vc< Oc oc > (6.35)

xyc O

6.4 — As ordens de grandeza dos termos das equacoes de ordem 2

A escala integral .7 de um processo estocastico u(t) estacionario com média zero
é definida por meio da integral da funcao de autocorrelagio:

+00

TRu(0) =T <u2(t)> = / Ruu(7) dr. (6.36)
—00
No caso de turbuléncia tridimensional, a rigor existiriam diversas “escalas” integrais
para as diferentes func¢des de correlacdo R; j, R; jx, etc. Por simplicidade, vamos definir
uma escala integral de comprimento £ supondo (provisoriamente) que a turbuléncia
seja homogénea, e escolhendo as flutuacdes u; na direcao xi:

(uuy) € = / Ri1(xy) dxy. (6.37)

o0
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Existem diversas formas de se escolher uma escala de velocidade u (por exemplo,
a velocidade de atrito é sempre uma candidata); para os nossos propdsitos (e também
porque em turbuléncia isotropica esta é uma variavel particularmente frequente) pro-
vavelmente basta usar o desvio-padrao:

U= \/<u1u1>. (6.38)

Uma escala de tempo agora se segue naturalmente,
t={/a. (6.39)

Em geral os textos e artigos cientificos mencionam as “escalas integrais”, sem serem
precisos nem atentarem ao fato de que em processos estocasticos multidimensionais
existem muitas possiveis escalas integrais, e ainda que quando a turbuléncia for néo-
homogénea a definicdo classica baseada na funcédo de autocorrelacdo é simplesmente
inaplicavel, ja que neste tipo de turbuléncia a funcédo de autocorrelacdo simplesmente
nao existe.

Prosseguindo, define-se a microescala de Taylor A por

8°R11(x1,0,0) (uiuy)
’ =-2 . 6.40
(93(1(9)(1 x1=0 /12 ( )
Teorema 1 Em turbuléncia homogénea,
Ouy Ouy (uruy)
— ) = . 6.41
<8X1 (9x1 > A2 ( )
Prova:
R1,1(x1,0,0) = (u1(0,0,0)u; (x1,0,0)),
OR ,0,0 ,0,
1,1(x1 ) — (11(0.0.0) Ou1(x1,0,0) ,
0x1 Ox1
0Ry,1(x1,0,0) 0%u; (x1,0,0)
_ = 0,0,0)——————=). 6.42
o2 <u1( ,0,0) 10, > (6.42)
Mas em turbuléncia homogénea, vale (??), na forma
<u1 %> - 0; (6.43)
(9)(1
derivando novamente esta ultima expressio,
82u1 aul aul
<ul ax12> <(9X1 (9)(1 ( )

donde se segue (6.41).
Vamos agora estudar as ordens de grandeza dos termos de (6.24). N6s comecamos
por admitir que, em geral,

O ((uiy)) =12, (6.45)
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Os termos I e II tém que ter (no maximo) a mesma ordem de grandeza dos demais, ja
que juntos eles formam uma “derivada material” seguindo o escoamento médio,

5<uiuj> B 0<u,-uj> 8<uiuj>
Dt Ot oxp

(6.46)

Note que (6.46) pode ser interpretada como a derivada material seguindo o escoa-
mento médio, ja que é formada com (Uy), e ndo com Uy. A barra sobre o D serve para
explicitar a diferenca.

Vamos também supor que as escalas integrais (ou, como dizem os russos, externas)
sdo impostas fisicamente ao escoamento, e por conseguinte estdo relacionadas com
os gradientes de velocidade média:

oU) u
~—. 6.47
Oxy. < (6.47)
Neste caso, \
u
O(LIV,V) ~ — 6.48
(ILIV. V) ~ = (6.43)

no maximo, porque na verdade nao temos muita idéia sobre o comportamento das
correlacdes triplas. Continuando,

u
o ~ £ (6.49)
r
onde p é a escala externa das flutuacdes de densidade. Isto na verdade define uma
nova escala de comprimento,

0 u3:$ go

gu— = —- = s
O L ’u2p,

(6.50)

o que nos deixa a um passo do comprimento de estabilidade de Obukhov.
A ordem de grandeza das covariancias com a pressdo vem a seguir. E razoavel
supor que

p~ P, (6.51)

mas ainda é necessario estimar o nivel de correlagdo entre p, u; e du;/dxy. Note que,
se u; e Au;/dxy fossem bem correlacionados, entdo (u;0u;/dxi) ~ u?/A em virtude de
(6.41); no entanto, seguindo a linha de raciocinio de Tennekes e Lumley (1972, p. 70):

Ou; 10 o u? - u? (652)
Ui— ) = ——— (Uju) ~ — < —. .
Oxx 2 Oxy < A

O motivo para esta discrepancia é que u; e du;/dxx nao estdo distribuidos na mesma
faixa de numeros de onda. De fato, se pensarmos nos espectros respectivos,

D ou, o, ~ K>y, (6.53)

(’)Xk ’ (’)Xk

ou seja, as faixas de niimeros de onda das derivadas é bem mais alta. Daqui somos
capazes de deduzir que o nivel de correlacdo entre u; e suas derivadas espaciais é

r u; ~ — . (6.54)
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Note que o coeficiente de correlagao é identicamente nulo em turbuléncia homogénea.
A ordem de grandeza dos termos envolvendo a aceleracdo de Coriolis é:

O(VII) ~ 20u°. (6.55)

Note que se os termos dominantes da equacdo de momentos de ordem 2 sdo de ordem
w3 /L, o niimero de Rossby turbulento é

2
ou L

= =— ~0,007 <« 1, 6.56
0 w3/ u (6:56)

donde se conclui que a influéncia destes termos na turbuléncia propriamente dita é
desprezivel.

Da mesma forma que no caso de (u;0u;/0xy), VIII é nulo em turbuléncia homogeé-
nea; alguns autores (Stull, por exemplo) sugerem que VIII é desprezivel na camada-
limite atmosférica. Neste ponto, parece razoavel partir da idéia de que se um termo é
nulo em turbuléncia homogénea, ele deve ser relativamente pequeno em turbuléncia
ndo-homogeénea real. E claro que isto ndo resolve a questio do nivel de correlagdo en-
tre flutuagdes de pressido e as derivadas das flutuacdes de velocidade. Talvez o melhor
que se possa fazer a esta altura (alguma contribuicdo para os modelos de fechamento
dos termos de pressdo?) seja mencionar que um modelo classico de fechamento é
(Hinze, 1975)

p (0w Oy e V{ugug) 1 w
(o (F ) =2 () - ) ~ o

Isto significa que os termos de correlagao de pressdo sdo importantes, da mesma ordem
que os termos de producao e (possivelmente) de correlacdo tripla.

Continuamos a analise de ordens de grandeza, atacando agora os termos que en-
volvem viscosidade. Ao olhar para X, vemos imediatamente um termo que é identica-
mente nulo em turbuléncia homogénea; é de se esperar portanto que sua importancia
em geral seja pequena; nossa estimativa é

1 w2
X)=—=(v—=) =— 6.58
enquanto que
w\2 oy o
O(XI) =v (I) > E sei=j! (659)

Esta rapida analise mostra que o termo difusivo X é muito menor que o termo dissi-
pativo XI. Neste ponto, ¢ interessante definir uma taxa de dissipacdo de covariancia,

ou; ou; 2
2eij = (v +v(j) <(9xk 8_x;]<> ~ §5ij€e- (6.60)

Segundo Wyngaard (1981), a 2% equacdo é estritamente valida se a turbuléncia for
isotropica. Ver também Hinze (1975, p. 189).
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6.5 — Consideracoes adicionais sobre modelos de fechamento

Speziale (1991) define um tensor que pode ser importante para nos: o tensor de
anisotropia,

1 2
bij = m [(uiuj> — § <€c> 5ij] . (6.61)

Observe que, em turbuléncia isotrdpica,

<uiuj> = % (ec) 5zj;

entao,
2
<u(i)u(i)> =3 (ec) -

Consequentemente, em turbuléncia isotropica, bl-j = 0.
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Solucoes laminares das equacoes de
Navier-Stokes

A maioria das camadas-limite encontradas em escoamentos industriais ou naturais é
turbulenta. Além disso, é nessas camadas-limite que ocorrem os fluxos mais intensos
de quantidade de movimento, calor e massa. Por exemplo, e para citar o mais 6b-
vio, a assim chamada “perda de carga” em tubos e canais esta ligada diretamente ao
atrito entre paredes e escoamento, e a dissipacdo de energia cinética da turbuléncia
em calor que lhe esta associada. Para os engenheiros ao fim do século XIX e inicio
do XX, este era um problema de grande importancia, pois dele dependiam critérios
de projeto de tubulacdes industriais e canais. Os primeiros resultados de engenharia
foram obtidos de forma “empirica” (um fisico diria: “fenomenoldgica”) e antecederam
os resultados mais fundamentais de Mecanica dos Fluidos e Teoria de Turbuléncia.
Frequentemente, usamos a palavra “Hidraulica” para caracterizar essa abordagem,
que produziu, entre outras, formulas empiricas tais como a de Hazen-Williams e a de
Manning. Entretanto, também desde o século XIX ja se conhecia o suficiente da fisica
de fluidos para saber que, em principio, qualquer escoamento pode ser obtido como
uma solucdo das equacdes de Navier-Stokes. Blasius obteve a primeira solucio das
equacdes de Navier-Stokes de interesse real em engenharia. Nosso objetivo neste ca-
pitulo sera procurar entender da forma mais fundamental possivel o comportamento
das camadas-limite turbulentas.

7.1 - Algumas solucdes laminares

O escoamento em um duto com secdo retangular de larguar infinita em y e de
espessura h = 26 em z, em regime laminar sob a acdo de um gradiente de pressao, é
regido pelas equacdes de Navier-Stokes em duas dimensdes,

ou  ow

Zi o, 7.1
ax oz (7.1)
Ua_U+ 8_U—_l@+v 82_U+a2_U (72)

dx 0z @ Ox ox? 0z’ '
Ua_W + Wa_W = _lg - _aZW + azw (7 3)

Ox 0z 9oz ox2 022 ] '

As condicdes de contorno sao

U(0) =0, (7.4)
W(0) =0, (7.5)
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W(26) =0, (7.6)
W(28) = 0. (7.7)

Para escoamento plenamente desenvolvido na dire¢io x, d(-)/0x = 0 (exceto, é claro,
para a pressdo) e a solucao de (7.1) é W(z) = 0. Este resultado por sua vez anula
todos os termos envolvendo W em (7.3), cuja solucdo entdo sera simplesmente uma
distribuicdo hidrostatica em z:
oP oP  dP
— =—99 = P(x,z) =—9gz+ Py(x) = — = =2
0z ox dx
Observe que Py(x) é, por defini¢do, a pressao na parede em z = 0.
Em (7.2), as condicoes de escoamento plenamente desenvolvido em x e velocidade
vertical nula anulam os termos néo lineares, e usando-se (7.8) obtém-se
1dpy,  9*U
— L =" =g, (7.9)
0z

(7.8)

p dx

onde a constante g/ deve-se ao fato de que o lado esquerdo de (7.9) é (no maximo)
funcédo somente de x, e o lado esquerdo de z. ] é a perda de carga unitaria, constante
em x. A introducdo da aceleracdo da gravidade na defini¢do da constante em (7.9)
objetiva tornar J adimensional. Obtém-se portanto os resultados

dP,
- = rdl (7.10)
x
e (aplicando-se as condi¢des de contorno para u)
U(z) = ‘g—]z (26 —2). (7.11)
v

Essa altima equacdo é o bem conhecido perfil parabdlico de velocidade em um esco-
amento de Hagen-Poiseuille; sua integracido produz a velocidade média na secao do
duto:

— 52
g=%" (7.12)
3v
a qual pode ser reescrita em termos de um fator de atrito f:
—2
fuU
=== 7.13
J=53 (7.13)
onde 6 6
f= S (7.14)
Us Re

é o fator de atrito que depende, em um escoamento laminar, do nimero de Reynolds
aqui definido em termos da semi-espessura 6:

Uus
Re = —. (7.15)
v
O fator numérico em (7.14) depende, naturalmente, das definicdes de f em (7.13) e de

Re em (7.15)". Todo o desenvolvimento acima é classico e muito bem conhecido. O

“E interessante notar que (7.14) tem um coeficiente numérico dez vezes menor que o da férmula
similar para o fator de atrito de Darcy em tubos de se¢do circular, fp = 64/Rep, onde o nimero de
Reynolds neste caso é Rep = UD/v, e D é o diametro do tubo.
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Figura 7.1: Escoamento laminar sobre uma placa porosa

ponto importante aqui é que vamos utilizar um desenvolvimento totalmente analogo
para escoamentos turbulentos, recuperando diversos resultados obtidos para escoa-
mento laminar, inclusive a constancia do gradiente de pressao. A obtencao do perfil
de velocidade em funcédo da perda de carga unitaria em (7.11) é claramente o passo
fundamental, que precisara ser repetido, ainda que com mais dificuldade, em escoa-
mentos turbulentos.

Considere agora um escoamento bi-dimensional sobre uma placa porosa, com ve-
locidade U, horizontal longe da placa, e um campo de velocidade vertical uniforme
—Wp (figura 7.1). As equagdes governantes (para um fluido com densidade constante)
sdo novamente (7.1)—(7.3). As condi¢des de contorno sao

u(0) =0, (7.16)
u(00) = Us, (7.17)
w(0) = —Wp. (7.18)

Para escoamento plenamente desenvolvido na dire¢édo x, 9(-)/dx = 0, e a soluga de
(7.1) é W(z) = —Wp. A solucdo de (7.3) é simplesmente uma distribuigao hidrostatica
de pressdo na vertical, e finalmente (7.2) conduz a equacéo diferencial ordinaria

d*U du
— + Wy— =0, 7.19
Y dz? - %4z (7.19)

cuja solugdo para as condi¢des de contorno em U é

Woz

U(z) = Us(l —e 7). (7.20)

Observe que (7.20) é uma solucao laminar, e em principio sem utilidade para a
solucdo de problemas reais turbulentos. Ela tem, entretanto, a caracteristica interes-
sante de depender do “niimero de Reynolds”

Re, = @; (7.21)

v

quanto maior Re,, mais “reto” fica o perfil — em outras palavras, mais delgada se torna
a camada-limite viscosa proximo da parede. Este é exatamente o tipo de comporta-
mento que ocorre em escoamentos turbulentos reais. Em retrospecto, o responsavel
pelo “achatamento” do perfil de velocidade u(z) é o fluxo advectivo de quantidade de
movimento —U(z)Wy. Em escoamentos turbulentos, a grandeza equivalente sera o
fluxo turbulento de quantidade de movimento (ou tensdo de Reynolds) — (uw).

7.2 - A Solucao de Blasius

Considere a figura 7.2.
Desejamos resolver o sistema de equagdes

oUu ov
R + [
0x Oy
— —
I 1I

=0, (7.22)
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e o

e &

Figura 7.2: A camada-limite laminar

oU _dU 1P 0°U 06°U

Ut Ve = —— +V— + vV ——, (7.23)
0x dy Qox _0x2  0y?

~— —_— T/
I v \% VI VI

u ., 0V 1oP *v . *V (7.24)
— — =t V—+V— )
Ox dy oy _0x2  Oy?

A — ——
VI IX X X1 XII

12 Observacao: uma analise linear, que nao é necess

ariamente facil, deve indicar

que, devido & presenca da derivada segunda em relagdo a y, 8% - /0y?, este é um
sistema elitico, que requer condi¢des de contorno na extremidade direita da placa.
Isso é, em um certo sentido, ndo-natural. O primeiro passo, portanto, é modificar as
equacdes, por meio de uma analise da ordem de grandeza dos termos. A observagéo
fundamental, de natureza experimental, é que a espessura da camada-limite é muito

em comparagdo com as distancias em x:

o)
- < 1.
L
Da equacéo da continuidade, temos
U © o
— +=-=0=> v ~ —Us.
L o) L

Seguem-se as seguintes ordens de grandeza:

[~ Us/L,
Uy
~ ==
I ~ U2 /L,
SUso/L

I

IV ~ Uy

=U2/L

Com a hipoétese adicional
P~ QUS.

(7.25)

(7.26)

(7.27)

(7.28)

(7.29)

(7.30)
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nos prosseguimos nas estimativas de ordens de grandeza:

V ~ U2/L, (7.31)
Uso uz o1
Viev—2= L 2o 2 2y (7.32)
12 UsL L ~Rep
VUso
VII ~ = (7.33)

Claramente, VI é muito menor que todos os demais termos em (7.23). Observe entre-
tanto que VII possui uma escala a primeira vista “independente” das demais. Na regido
de interesse, entretanto, proximo da parede, VII é o Unico termo que ressa que inclui
os efeitos viscosos. Para que estes efeitos sejam da mesma ordem que a aceleragéo
convectiva dada por I, e IV,

VUso UOZo vL
2R 5~ —. 7.34
52 T 0 (7.34)
E conveniente observar que
6 1 [vL 1 (7.35)
L LV Uy, \/RCL' '

Finalmente, devemos explorar “até o fim” a tltima equacao, de balango de quan-
tidade de movimento em y (utilizando em todos os casos (7.34)):

1

5 2 2
VII ~ —U2/L = U2 /L, 7.36
I Re, (7.36)

Y 2 1 2
X ~ -U2/L = —U2/L, 7.37
I R (7.37)
X ~ —U2 2 /L = \Re U2 /L, (7.38)

SUso sU2 1

Xi~ 220 o Y 0% 2, (7.39)

> L  ULLL ReP

U VU LU? 1
XM~ - 2% Y ! - U2/L. (7.40)
2L " 8L UsL6 L  Re

Estes resultados mostram que, em primeira aproximacio, nds podemos re-escrever o
sistema (7.22)—(7.24) como

BU ov
=0, 7.41
8x By (7.41)
S R i o)
Ox dy  pox oy’ '

1 0P
0=—-——— (7.43)

P dy

Varios pontos sao dignos de nota aqui. Em primeiro lugar, n6s observamos que
(7.43) significa que o gradiente de pressdo dP/dx observado no escoamento longe da
placa é “imposto” pelo escoamento sobre a mesma. Em outras palavras, é possivel
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Figura 7.3: Volume de controle para a defini¢do da espessura de quantidade de movi-
mento 0*.

substituir OP/0x, em (7.42), por 0P« /0x, sendo que este ultimo é a solucio do pro-
blema inviscido longe da parede.
Em segundo lugar, existe um estranho problema de 22 ordem (uma perturbacio?)

U +V— = y——. (7.44)

Se essa equacgdo é ou ndo identicamente atendida pela solucao de Blasius, que vira a
seguir, é motivo de investigacgao futura.

7.2.1 - Espessura de deslocamento

Dada uma distancia h da parede, pode-se definir uma escala de comprimento J,

via
h h
0= [(vta= [ v

h

= Uo(h-8) =

h
Un) = /0 (U — U(y)) dy;

h
5 :/0 (1 —%Z)) dy. (7.45)

Note que h foi necessario, como um “andaime” para construir o resultado (7.45); agora,
entretanto, podemos passar ao limite, e definir

o [T U(y)

Para definir a espessura de quantidade de movimento 6%, nés precisamos de um
volume de controle adequado; tal volume é mostrado na figura 7.3.
A equacdo de balanco de massa é

0 :f Pn-U)ds
7
_ / O(~Uo) dy + / OU(L,y) dy + / OV (x, h) dx =
1 2 3
M = /Sg)V(x,h) dx = /lgO(Uoo)dy—/ngU(L’y) dy;
h
P6;Us = M = /0 PUs — U(y)) dy.

Disso resulta a mesma expresséo ja obtida para &,,

h
S5, :/0 (1 —%Z)) dy. (7.47)
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O balango de quantidade de movimento é

-D = / Upn-U)dS
4

= / U (~Uso) dy + / OIUL, y)1* dy + / UV (x, h) dx
1 2 3

= /Uwgo(—Uoo)dy+/gO[U(L, )1 dy+Uoo/g/JV(x, h) dx
1 2 3

= /Uoogo(—Uoo) dy+/gO[U(L, y)]2 dy+Uo<,M
1 2

h
:/%w%w@+LMWLm%wﬂgé@@wﬂwwMy
1

h h
:/0 80[U(L,y)]2dy—Um/0 PU(L,y)dy =

h
D= [ Uty W U ) 9y
Defina agora a espessura de momentum:
D = pU2 6%,

donde, fazendo h — oo:

9*:/ v 1—E dy.

Finalmente,

D:%fm@m5=

dD
0= —,
0 dx

, 6"
0 = SOUoo

dx

7.2.2 - A solucao de Blasius

Tente

=g(n),
y

LTSN

U
Uso

Procure uma solugdo em termos de uma funcao-corrente ¥:

_ov

=3
O¥

=

U

V =

y
‘I’:/ udy
0

Segue-se que

(7.48)

(7.49)

(7.50)

(7.51)

(7.52)

(7.53)

(7.54)

(7.55)
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y n U
:5 dn = 005 —d .

(x)/o Udn =U. (x)/0 - H (7.56)

U
= Uoo6(x)/ g(H) dH, (7.57)

0

onde q
9(n) d—f- (7.58)
n

Note que a adocdo de uma fungdo-corrente faz com que a equacio da continui-
dade (na sua forma incompressivel) seja atendida automaticamente (remember Lo-
renz); portanto, restou a equacido de momentum em x, na qual (lembremo-nos)

oY
=——. 7.59
V= (7.59)

A equacio diferencial parcial em ¥ que precisamos resolver é, portanto,

oY 0*¥ oY 9'Y 9V

-— - — = . 7.60
dy dxdy  Ix Oy? Y oy’ (7.60)
Nossa proposta de adimensionalizacdo para ¥ é
Yy
Y(x,y) = Usd — 7.61
(v.) = Unb(x)f ( 5(x)) (7.61)
Vamos tentar fazer com Maxima, mas por enquanto temos:
oY ds dfds
-— - 7.62
ax [f dx  Tdy dn dx] (7.62)
0*Y  Uond®fds
_ _Usend fds (7.63)
dxdy 5 dn?dx
¥ d
oY _ oo—f, (7.64)
Jy dn
?¥  Und®
_Usd'f : (7.65)
oy: S dn?
3PV U.df
= — . 7.66
oy> 8% dp? (7.66)

Detalhadamente, para aprendermos a derivar:

oY 0
I Fx [UsS(x) f(1)]
df
v | o]
S4f 9 ds
[f_ dn 06 dx]

mas
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oY f@— df ds
ax dx Udr]dx
62‘If L0

UsS
_ 9 y
x 0 [U‘”a(x)f (5)]
9 df 1
0 (4
- Vx| dp
it
% dy? 95 dx
mas
on _ 1
PR -
0*% _ Uwnd’fds
dx0y § dn?dx
oY 0
- - Us
3 "3 [UsS(x) f(m)]
.Y
= Ung,
Y 9?
e ﬁ [Usod(x) f (17)]
df
(9y dn
_ . dfon
T dn? by
_ Und*f
C 5 dp?
P _Usdf
ay> 8% dnd

Substituindo-se todos os termos, encontra-se

Uanf” 46 Unf”  Usf”
o' |- | - oty - R VL
2
‘;jj[ 0 f = FF ] = v
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U005d5 "y _
——;—a;[ff]-—f :
Mas
5= =,
Uso
ds 1 (vx -z,
dx 2 \Us U’
Usd dé 3 1
v dx 2
Entao,

11/ 1 44
7 3ff =0,

Agora com Maxima, para verificar:

load(pdiff)$

eq : U * (nuxx/U)~(1/2) * F(y/(nu*xx/U)~(1/2))$

diff(eq,y) * diff(eq,x,1,y,1) - diff(eq,x)*diff(eq,y,2) - nuxdiff(eq,y,3)$
ratsubst (w,y/sqrt ((nu*xx) /U),%)$

factor (%) ;

resulta em:

Maxima 5.22.1 http://maxima.sourceforge.net

using Lisp GNU Common Lisp (GCL) GCL 2.6.7 (a.k.a. GCL)
Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.

The function bug_report() provides bug reporting information.
(%i1) batch(psiblasius.max)

read and interpret file: #p/home/nldias/work/posgraduacao/tx752-metmatengamb/psiblasi:

(%hi2) load(pdiff)
nu x 1/2 y
(%13) eq : U (-—--) F(-——————- )
U nu x 1/2
(==--)

(%i4) - nu diff(eq, y, 3) - diff(eq, x) diff(eq, y, 2)
+ diff(eq, y) diff(eq, x, 1, y, 1)

(%15) ratsubst (w, -———--———-—- S
nu x
sqrt (----)
U
(%16) factor (%)
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2
2F ) +FWwF )U
(3) (2)
(%06) o
2 x
(%06) psiblasius.max

Essa expressdo significa

2fl// + ff// UZ
2x 7
que é a mesma equacdo que nods obtivemos “na mao”. Novamente, nds fomos
capazes de reduzir um problema em equacdes diferenciais parciais a um problema em
equacdes diferenciais ordinarias. Mas cuidado: isso nem sempre é possivel.

7.2.3 - Blasius: solu¢cao numérica

Como vimos, uma camada-limite laminar sobre uma placa plana sem gradiente de
pressdo longitudinal pode ser resolvida com

7+ % ff"=0 (7.67)
sujeita as condi¢des de contorno
fO =0,  f(0)=0  f(o)=1 (7.68)
onde
_ Yy
1 = 55 (7.69)
U
1= 50 (7.70)
e
5(x) = % (7.71)

As condicdes 7.68 nao configuram um problema de valor inicial classico, mas sim
um problema de valor de contorno. Mesmo assim, vale a pena a seguinte abordagem.
A mudanca de variaveis

w=f w=f, w=f (7.72)
produz o seguinte sistema auténomo de equacdes diferenciais ordinarias:
d Uuj us,
—wl| = us, (7.73)
dn " 1
3 FUIU3

Este sistema pode agora ser resolvido com 3 condi¢des iniciais

w0 =0, w0 =0  u0)=y (7.74)

onde y é um valor inicial arbitrario para f”(0). A solucéo de 7.73 pode ser obtida
com o programa blasius.py:
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#!/usr/bin/python
# -*- coding: utf-8 -*-

from __ future__ import print_function
from numpy import array
from sys import argv

gamma = float(argv[1])

h =0.01

t = [0.0]

x = [array([0.0,0.0,gamma])]

n = int(20.0/h) # numero de passos

# __________________________________________________________
# sistema a ser integrado

# __________________________________________________________
def ff(t,x):

return array( [ x[1],x[2],-0.5*xx[0]*x[2] 1 )
def rk4(t,x,h,ff):

)2

rk4 implementa um passo do método de Runge-Kutta de ordem 4
)

k1l = hxff(t,x)
k2 = h*ff(t+h/2,x+k1/2)
k3 = h*ff(t+h/2,x+k2/2)
k4 = h*ff (t+h,x+k3)
xn = x + k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0
return xn
for i in range(0,n): # loop da solucdo numérica
tn = (i+1)*h
xn = rkd4(t[i],x[i],h,ff)

t.append(tn)
x.append (xn)

fou = open(’blasius.out’,’wt’)

for i in range(O,n+1): # imprime o arquivo de saida
fou.write( ’%12.6f J12.6f %12.6f %12.6f\n’ 7%

(t[i],x[i1[0],x[i] [1],x[i1[2]) )
print (°%12.6f %12.6f° % (xn[1], xn[2]) )
fou.close()

Sucessivas rodadas de blasius. c produzem a seguinte tabela:
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Y f'(e0)
0.1 0.449
0.2 0.731
0.3 0.934
0.4 1.132
0.35 1.035
0.32 0.975
0.33 0.995
0.335  1.005
0.334  1.003
0.333  1.001

0.3325 1.0008
0.3322 1.0002
1.0 2.085409

Se o processo todo estiver certo, entdo a ultima saida deve ter gerado o perfil de
velocidade

u
"(n) = — 7.75
f =0 (7.75)
O seguinte script de gnuplot deve plotar o resultado:

set terminal postscript eps monochrome "Times-Roman" 18
set xlabel ’eta’

set ylabel ’u/Uoo’

set output ’blasius.eps’

set grid

plot ’blasius.out’ using 1:3 notitle with lines 1t 1 1lw 2
exit

O resultado pode ser visso na figura 7.4

blasius.pdf

Figura 7.4: Perfil de velocidade adimensional de Blasius.

7.2.4 - Uma alternativa

Liggett (1994) sugere a seguinte alternativa para definir condi¢des de contorno em
n = 0, e consequentemente produzir um problema de valor inicial desde o inicio:

f=ag, (7.76)
&=pn (7.77)

Agora, em ¢ = n = 0, a derivada segunda de f (que nés acabamos de determinar
por tentativa-e-erro acima) é f”/(0) = y. A derivada segunda de g em relacéo a & sera

d*g _ddg
de?  dE d¢
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_ddgdnp 1ddg

dédpdé  pdEdy

_ldgdy
- Pdp?d¢
1 d%g
N B2 dn?
__1dy
 ap?dp?
1 d*f
= ——. 7.78
2 dn? (7.78)
Entao, ) )
d 1 d
&9 _ fl o (7.79)
d&?|y  ap*dn*ly ap?
Agora, imponha y/(af?) = 1, de tal modo que d?¢(0)/d&? = 1.
d d 1d
dg _d(f/e) _ 1 df (7.80)
¢ d(fn)  afdy
d? 1 d
a9 _1at (7.81)
dé*>  af? dy?
d? 1 &
dg _ L df (7.82)
de3  ap? dn’
Voltando a equacio diferencial original,
2flll + ffl/ — 0’
20839" + agap’q” =0 (7.83)
E conveniente agora fazer & = 3, de modo que a equacéo (7.83) torna-se
29" + 99" =0. (7.84)

Trata-se evidentemente da mesma equacdo de Blasius, porém com condig¢des ini-
ciais diferentes. A sua solucéo levara a obtencao do valor de a: de (7.80),

(7.85)

Rodando blasius de novo com f”(0) = 1 (na verdade, g”(0) = 1!), g’(c0) =
2.085409 (veja a ultima linha da tabela, convenientemente inserida a espera deste
momento); a = 0.69247544534044858, e y = a® = 0.33205737835621146 = f”(0),

o que concorda com nosso resultado anterior obtido por tentativa-e-erro.
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Camadas-limite turbulentas

8.1 - Escoamento turbulento em um duto

Nesta se¢do estaremos estudando o escoamento sob pressdo em um duto segao re-
tangular. Por simplicidade, vamos supor que a densidade g é estritamente constante,
e vamos desprezar efeitos de rotacdo do referencial (ou seja: o termo de Coriolis ndo
existe: @ = (). Neste caso, a promedia¢do das equagdes do movimento (por exemplo,
(3.34) ou (3.36)) produz

e =0 (8.1)

HU: 9 1 o(P XU,
L + _[<Uz> <Uk)+(u,~uk)] =g — < >+ < >

— ” . 8.2
ot Oxk © Ox; g OxOx 82)

Considere agora essas equacdes em um duto com se¢io retangular “infinita” na dire-
cao y e espessura na direcdo z dada por h = 24, para um escoamento plenamente de-
senvolvido em x. O “plenamente desenvolvido” significa que as médias turbulentas —
exceto pela pressao, como vai ficar 6bvio — néo variam em x: 9 (-) /0x = 0; da mesma
forma, a secdo “infinita” em y implica homogeneidade nessa dire¢do: d¢-) /dy = 0.
Substituindo essas condi¢des na equacao da continuidade, obtém-se

oWy
dz
pois as condicdes de contorno em (W) sdo (W) (0) = (W) (h) = 0.

A solugdo obtida (W) = 0 e a homogeneidade da turbuléncia em x e y simplificam
a equacgao de momentum em z para

0 = (W)(z) = constante = (W) (z) =0, (8.3)

% (ww) = —g — é% (8.4)
Assim, um dos efeitos da turbuléncia é desviar a distribuicdo vertical de pressdo média
do estado hidrostatico! Note que a imposi¢do de homogeneidade da turbuléncia em
x e y significa que (ww) é uma funcio de z somente; tendo isso em mente, integre
(8.4) entre 0 e z e imponha (ww) (0) = 0 (essa condicio de contorno significa que a
intensidade da turbuléncia “morre” na parede), para obter

(Www) (z) + gz + 810 (P)(x,2) = é (P)(x,0) = 8lOPO(x), (8.5)

114
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Figura 8.1: A distribuicdo da tensao cisalhante total em um escoamento turbulento
em um duto.

onde Py(x) signifca a pressao média medida na parede do escoamento (teoricamente,
também néo ha flutuagdes de pressdo na parede). Um resultado importante pode ser
obtido derivando-se essa ultima equagdo em relacio a x:

o(P) dPy
=l =" 8.6

ox dx (8.6)
ou seja:

O gradiente longitudinal da pressdo média em todos os pontos do escoamento é igual ao
gradiente de pressdo na parede.

A homogeneidade em y faz com que a equacdo de momentum na direcdo y seja trivial:
0 = 0; na diregao x teremos

9 1Py o)

E<UW>——§ Ox +v 922 , (87)
9 dX Uy  1dPy _
v e — Y &9

O lado esquerdo dessa equagao é uma funcéo so de z, e o lado direito, uma fungao so6
de x. Os dois portanto devem ser constantes, donde se segue que, assim como no caso
do escoamento laminar em um duto, a perda de carga J (para usar uma terminologia de
engenheiros) é linear com x — um fato geralmente apresentado sem muita discussao
em cursos de graduacdo. Note que (7.10) e (8.8) sdo essencialmente a mesma equagao,
que portanto se aplica tanto para o regime laminar quanto para o turbulento.

Integrando (8.8) entre O e z (e lembrando que (uw) (0) = 0 devido ao fato de que
a intensidade da turbuléncia é nula na parede),

2 dp, ) _ &)

T pdx (uwy +v dz U Tdz ), (®.9)
onde dU) v dU)
_ 1% _ T() _ 2
v 0) = _80 e 0) = _80 = ug, (8.10)

e 79 € a tensdo cisalhante na parede. Pela primeira vez, aparece explicitamente uma
escala de velocidade especifica do problema, a velocidade de atrito u..

O resultado,

- E@ —(uw) + vd<U> =u?

@ dx dz *
/9

(8.11)

permite determinar analiticamente a tensao total 7 (turbulenta + viscosa) de cisalha-
mento em funcio de z:

T =1+ —2, (8.12)
dx

com o resultado mostrado na figura 8.1.
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A distribuigao de tensdes 7 é antisimétrica, com 7(25) = —7p". Segue-se entdo que
7(8) = 0, donde

gO_dx =u, = (8.13)
dU) _ »(, 2
—(uw) +v o (1 5). (8.14)

Este resultado é muito importante, pois foi obtido a partir somente da hipotese de
essacionariedade e homogeneidade em x e y do escoamento. Dividindo por u?:

)
—(uw) y d ( . ) z
— + =1-2. (8.15)
u? ud ¢ (%) )
Observe o aparecimento do numero de Reynolds Re. = u.8/v. Quando Re. — oo, 0
gradiente
)

4 (%)

d(3)
desaparece (isto é, anula-se) de (8.15). Para analisarmos o que acontece proximo da
parede, devemos encontrar uma forma de “preservar” o gradiente; ei-la:

wwy 4(2) v
_ uf + d(%) =1- P (8.16)

Esta claro que nos aplicamos duas adimensionalizacdes diferentes para o gradiente
de velocidade. Em ambas, a velocidade adimensional é (U) /u.. Na primeira adimen-
sionalizacdo, que corresponde a equacdo (8.15), a variavel adimensional é

n=z/5; (8.17)

na segunda, a variavel adimensional é

ZU,
Zy = . (8.18)
v

As equacdes (8.15) e (8.16) nas variaveis acima sdo

(ww) 1 d (O _,
B u% * Re*d_ry ( Uy ) =1 G (8.19)
d (U 1
_%?wzmﬁ:pmf. (8.20)

Em ambas, além de 1 ou z,, aparece o nimero de Reynolds Re.. Essas adimensiona-
lizagdes sugerem que tanto (uw) / u? quanto (U) /u. dependem de 1 (ou z.) e também
de Re,.

*Tanto em z = 0 quanto em z = 28, a componente x do vetor de tensdo é —7p; em z = 0 o vetor
normal ao fluido é n = —e,, e em z = 26 ele é n = e,. Da relagio entre o vetor de tensio e o tensor de
tensoes, t; = n;T;;, para um estado bi-dimensional de tensdes deduz-se que T12(z) = 7(2) e 7(26) = —1o.
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Note agora como o efeito de Re,. — oo é diferente em cada uma delas. Obviamente,
para z/8 < 1, 7 ~ constante. Essas condi¢cdes definem a regido inercial da camada-
limite turbulenta. Por outro lado, para Re, — o e ~ 1, (8.19) produz

uw)
Uy B

1-g. (8.21)

Tennekes e Lumley (1972) observam que essa equacdo nao pode ser valida em = 0.
Sua regiao de validade é o core layer (camada central).

Alguma espécie de argumento dimensional agora é necessario para que possamos
prosseguir. Tennekes e Lumley (1972) usam a equacéo de balanco de energia cinética
da turbuléncia (6.26) para argumentar que d (U) /dz ~ u./J; isso é uma forma parti-
cular do argumento mais geral utilizado no capitulo 6, onde mostramos que o termo
IIT (producéo por gradiente) da equagio para os momentos de 2* ordem é da ordem
de @ /L.

Alternativamente aos argumentos de Tennekes e Lumley (1972), e talvez de ma-
neira mais direta, observe que, de acordo com (8.19), o gradiente da velocidade adi-
mensionalizada (U) /u. deve ser uma fungio de 1 (embora ele desapareca da equacio
quando Re, — o). Suponha que a velocidade adimensionalizada também dependa
de 1 nessa regido, na forma

(U)-Us

U

(8.22)

onde Us é o valor de (U) no centro do duto, em z = §. A inclusio de Us é necessaria
porque o gradiente de velocidade deve ser integrado do centro do duto em direcéo
a parede, uma vez que a relacdo de similaridade (8.24) nado pode valer até a parede
porque, em sua proximidade, as escalas de comprimento tipicas do escoamento sdo
diferentes de (na verdade, sdo muito menores do que) § (Tennekes e Lumley, 1972, p.
148). De acordo com Wosnik et al. (2000), a inclusdo de Uy elimina a necessidade de le-
var em consideracéo efeitos viscosos proximo da parede quando o processo de tomada
de limites que se segue for realizado. Isso significa essencialmente que ndo podemos
esperar que a adimensionalizagdo com 7 seja capaz de “ver” a condi¢do de contorno de
nio-deslizamento na parede; a sua condigio de contorno “natural” é (U) /u. = Us/u.
em 1 = 1. Entéo,

U) - Us

= Fy.re (E;Re*) . (8.23)
Uy

)

Os argumentos de Fj g, sao sugeridos, obviamente, pela equacéo (8.19).

Um fato experimental amplamente conhecido é que os escoamentos turbulentos
tornam-se assintoticamente independentes do nimero de Reynolds a medida que este
cresce. Isso significa que Fs Rre (%;Re*) em (8.23) deve tornar-se assintoticamente
independente de Re,. Chamamos a forma assintotica de Fs, e escrevemos

i U wdFs
Re,—»oo  dz B o) dn’

(8.24)

onde Fs(n), a “lei da diferenca de velocidade” (velocity defect law), é uma func¢io adi-
mensional a determinar que s6 depende, como indica a notagéo, de 7, e ndo mais de
Re..

De forma totalmente analoga e simétrica, em (8.20) vemos que o gradiente da velo-
cidade adimensionalizada é uma funcio de z,; dessa vez, é este ultimo que desaparece
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da equacgdo quando Re, — oo. A adimensionalizagdo “natural” para o gradiente de
velocidade média agora é
U) &U) i dF,

= F, re(z+;Re,) = lim
Uy ’ Re.—oo  dz v dz,’

(8.25)

que é conhecida em Mecénica dos Fluidos como “lei da parede”. Como aconteceu
acima com Fy, F, é a forma assintotica de F, re para Re, — oo, que s6 depende (agora)
de z,.

As variaveis z; e 1 descrevem o balanco de quantidade de movimento sob duas
“oticas” (na verdade, duas escalas) diferentes: z, é a variavel adequada proximo da pa-
rede, e n a variavel adequada na regido central do escoamento. A técnica denominada
asymptotic matching (“ajuste assintotico”) permite utilizar uma analise de multiplas
escalas para obter um resultado analitico adicional. O argumento é que, embora F,
e Fs descrevam a velocidade em regides diferentes do escoamento, deve haver uma
regido onde ambas as descricdes sao validas. Historicamente, essa abordagem surgiu
apenas para o limge, _,o; dai sua presencga em (8.24) e (8.25). Na regido de “casamento”,
ambas as equacdes devem valer, e essa regido deve corresponder aos limites z, — oo
en— 0

u? dF, i u, dFs

lim — = . 8.26
Z+1£>noo v dz, ry—r}(l) 6 dn (8.26)
Multiplicando por z ambos os lados e rearrumando os termos:

« dF, dF,
lim 2250V i 2559 (8.27)

zi—o0 v dzy 7—00 dry

dF, dFs 1

li =li —_— = 8.28
2+1£>nf>o “ dz, ’71_1)1’(1) T dn K (8.28)

Note que cada lado de (8.28) depende, respectivamente, de z,; e de 7, e por um argu-
mento semelhante ao usado no método de separagdo de variaveis para a solucdo de
equacoes diferenciais parciais, os dois devem no limite ser iguais a uma constante,
aqui definida como 1/k (x é a constante de von Karman). Assim, obtém-se, imediata-
mente,

1
Fs(n) = —Iny+C, (8.29)

1
FV(Z+) = ; ln Z4 + CV' (830)

Essa regido de “casamento” é denominada regido inercial. Os argumentos aqui utili-
zados para mostrar que, nessa regido, o perfil de velocidade é logaritmico guardam
uma semelhanca intrigante com os argumentos que levam a “faixa inercial” do es-
pectro na teoria classica de turbuléncia de Kolmogorov (que sera vista com detalhe
no capitulo ?? a frente). Segundo Pope (2000), C, = 5,2, e, como é bem conhecido,
a constante de von Karman é k = 0,4. Por consisténcia com (U) (§) = Us, devemos
ter Cs = 0, embora valores pequenos e diferentes de zero possam ser encontrados
experimentalmente.

Uma regido diferente permite também uma integracao analitica do perfil de velo-
cidade: em (8.20), quando z; — 0, a tensdo de Reynolds (uw) tende a zero, donde se
segue imediatamente que o perfil adimensional de velocidade é linear em z.:

) _
U,

Zy. (8.31)
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Essa previsdo parece a primeira vista conflitar-se com a previsdo de um perfil pa-
rabdlico no caso do escoamento laminar em dutos (Hagen-Poiseuille) com a mesma
geometria. Entretanto, é facil reescrever o resultado laminar na forma

U 1,
— =z, - z2
u, 7 2Re, "

(8.32)

é evidente que, sendo o escoamento para o qual essa equacao foi deduzida laminar,
é proibido que Re, atinja valores muito altos, ou tenda para o infinito. O lim,, ¢ de
(8.32) para valores finitos de Re., por outro lado, reconcilia-a com (8.31).

Considere agora (8.20) com Re, — o0, z;, — ©o; para remover a indeterminagéo

z+/Re,, note que
ZUy

. Z4 Vv z
lim — = =—-=p=0. 8.33
Re,—0 Re* U0 5 n ( )
Z4—00 v
n—0
Além disso, nessa regido, em virtude de (8.28)
dF 1
lim — = lim — =0; (8.34)
zy—o0 dzy  zy—0 Kz
portanto, na regido inercial, (8.19) fica
uw
LN (8.35)
U

ou seja: a tensdo de Reynolds nessa regido é aproximadamente constante.

Para cumprir um programa semelhante ao realizado com o escoamento laminar
em dutos, é preciso integrar o perfil de velocidade ao longo da secéo, para entao obter
uma equacao para a perda de carga. O perfil previst o por (8.30) ndo pode ser integrado
desde z = 0, pois essa equagdo possui uma singularidade logaritmica ai. Alternativa-
mente, nds podemos usar (8.29), e integrar sobre toda a se¢do. Naturalmente, a lei da
diferenca de velocidade nao pode ser valida proximo da parede (Tennekes e Lumley,
1972, p. 148). No entanto, para escoamentos turbulentos em dutos, na regido proxima
a parede onde a lei ndo se aplica a contribuicédo para o calculo da velocidade média é
desprezivel (Pope, 2000, p. 278). Entdo, a velocidade média é

U, 1 %
—5+—1n5] dz = Us — 2. (8.36)
U. kK O K

T=
[ z=0

Para que uma expressdo para a perda de carga possa ser encontrada, é preciso ainda
eliminar Us. Isso pode ser feito, por exemplo, supondo-se que (8.30) vale até o centro
do duto; este ponto, naturalmente, esta fora da regido de validade de (8.30), porém no-
vamente as diferencas para escoamentos em dutos sdo relativamente pequenas (Pope,
2000, figura 7.9). Faca portanto

1. Su.

Us=u,|—1In +C,| = (8.37)
K 1%
1 5 %

U=u [— (m e _ 1) +C, (8.38)
K 1%
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Observe que o problema de projeto de engenharia de uma tubulagéo esta essencial-
mente resolvido: para uma vazao por unidade de largura 2U§, (8.38) determina o valor
correspondente da velocidade de atrito u,; entdo, o gradiente de pressido que precisa
ser impresso ao duto para que se atinja o valor prescrito de U é dado por (8.13).

O procedimento de calculo para projeto pode ser otimizado da seguinte forma: ini-
cialmente, note que J pode ser relacionado diretamente com u. eliminando-se dPy/dx
entre (8.8) e (8.13):

gJ8 =u? (8.39)

que, juntamente com (7.13), produz

= =4/ 8.40
= =3 (5.40)
O uso dessa ultima equagido em (8.38) produz
— 1
U = u, [— (ln (Re J—C) - 1) +Cy|. (8.41)
K 2

Finalmente, levando-se (8.41) de volta em (8.39) e eliminando-se u, obtém-se uma
equacao padrdo para o fator de atrito, na mesma forma que (7.13):

j- 2 1T _ (6.42)
- 2529 '
[% (ln (Re Jg) - 1) + C,
!

2 1

? = |:; (hl (Re g) - 1) +C,|. (843)
A equacdo (8.43) pode ser descrita como uma equacdo de Prandtl para escoamento
turbulento com paredes lisas em dutos de secdo retangular e largura infinita. Ela

define implicitamente a funcdo f = f(Re). Em engenharia, os diagramas que plotam
essa funcio sdo denominados “diagramas de perda de carga”.

8.2 - Escoamentos turbulentos com parede rugosa

Na definicdo de z, em (8.18), esta implicita uma escala de comprimento viscosa

z, =~ (8.44)
Uy

Para o ar a 20°C, v = 1,5 x 107°m?s7!; para a agua a 20°C, v = 1,0 X
10~*m? s_l(Batchelor, 1967, apéndice 1, p. 594). Portanto, se u, ~ 107 'ms™!,
z, ~ 107 a 1073 m. Tanto em tubulacdes industriais quanto em escoamentos sobre
superficies naturais, ha imperfeicdes ou “elementos de rugosidade” na superficie cuja
ordem de grandeza ¢ zj.

A tabela 8.1 ilustra alguns valores tipicos de z( para diferentes materiais: embora
o valor de u, que usamos seja uma estimativa que obviamente variara de escoamento
para escoamento, fica claro que em muitas situacgdes zg ~ z,; de fato, segundo Morris
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Tabela 8.1: Rugosidade equivalente de areia. Fonte: (Morris e Wiggert, 1972, Tabela
3-1)

Material zo(m)
Aco muito corrugado 0,001
Aco pouco corrugado 0,01

Concreto liso 0,0003
Concreto rugoso 0,003
Madeira lisa 0,00018
Madeira rugosa 0,001
Aco laminado 0,00026
Aco galvanizado 0,00015

asphalted castiron 0,00012
Aco comercial novo 0,00004
Aco soldadon 0,00004
Vidro 0,0000015

e Wiggert (1972), a maioria dos escoamentos em tubos sio deste tipo. E de se esperar
que estes sejam os casos mais dificeis para se lidar. Por outro lado, também é de se
esperar que existam casos em que zop >> z,; para eles, é possivel desenvolver uma
teoria de “escoamento turbulento rugoso”. De fato, tudo é uma questio de quéo alto
¢ o numero de Reynolds Re: para um valor suficientemente alto, a camada viscosa
deve se tornar tdo delgada que, no limite, toda a parede de qualquer material se torna
“rugosa” no sentido de que seus elementos de rugosidade se estendem além da sub-
camada viscosa.

Se zp > z,, é natural tentar adimensionalizar (8.14) com z(, em vez de z,. Portanto,
para as variaveis adimensionais

Us20 20

Rep = ==, (8.45)
v Zy

z, = — (8.46)

(Reg é um numero de Reynolds de rugosidade (Brutsaert, 1982)), (8.14) admite a adi-
mensionalizacio

(w)
wwy 1 d(2) 2

_ + —1-2.% 8.47
u% Re() dL< z o) ( )

De forma totalmente analoga aos resultados obtidos anteriormente para paredes li-
sas, nOs esperamos que para uma regiao relativamente proxima da parede valha uma
adimensionaliza¢do com a forma

U U « dF
v = Fy(z+,Re,) = lim v - 0.
Uy Re.—o0  dz zp dz.

(8.48)

Essa equacdo é analoga ao par (8.24) e (8.25): de fato, desde que zp < &, basta substi-
tuir z, por zp na analise de ajuste ou casamento assintético. O argumento padrdo que
conduz a um resultado analogo a (8.28), portanto, sera

O h(ZRey) = (8.49)
Uy 20
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d(U » AF
<>:”__0:>

li 8.50

Reir_r}w dz zo dz ( )
dF dF, 1

lim z,—2 = lim 17—5 = (8.51)

z—o0  dz, n—0 di] K
O perfil na regido influenciada pela escala zy portanto sera novamente logaritmico:

Uy 1
W_l 2. (8.52)

Para os experimentos classicos de Nikuradse de perda de carga em tubos muito lisos
aos quais uma rugosidade artificial foi adicionada com graos de areia, o limge, oo
produz Cp = 8.5. Nao ha na literatura (tanto quanto seja de nosso conhecimento)
valores especificos para escoamentos em dutos muito largos sob pressao, portanto
vamos admitir que este valor também se aplique. Com este valor para Cy, a previsao
de (8.52) para a anulacao de (U) é
1nzi = 234 = (U)(z = 0,0334z) = 0. (8.53)
0
O objetivo agora ¢é obter uma equacdo para o fator de atrito em escoamento ple-
namente rugoso. Para este fim, vamos usar novamente (8.36) e supor agora que us
pode ser calculado com a nova lei da parede “rugosa” (8.52); o resultado é

1 )
U) = u, [— (ln — - 1) + CO] (8.54)
k\ 2o
— note que ndo ha nenhuma dependéncia do nimero de Reynolds Re,. — e a equagao
correspondente para o fator de atrito é

2 1 o)
FI TR

7= leng . (8.55)

8.3 -0 regime de transicao

Considere agora o caso “mais complicado”, zg ~ z,; ambas as escalas podem ser
usadas em um ajuste assint6tico com a sub-camada externa, e é de se esperar que na
camada inercial o perfil de velocidade dependa de ambos. Em termos de variaveis
adimensionais:

(8.56)

Note que o segundo argumento, é o nimero de Reynolds de rugosidade Rey, a razdo
entre zp e z,: veja a equagdo (8.45). A idéia é que o regime “liso” seja recuperado
quando Rey — 0, e o regime “rugoso” quando Rey — oo:

lim F, (i,ReO) - F, (Z”*), (8.57)
Rep—0 20 1%

lim Fy, (i, Reo) =F (i) . (8.58)
20

Reg—o0 20
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Nosso objetivo, portanto, deve ser procurar uma forma analitica para a funcdo das
variaveis z/z( e Reg que “colapse” ambas em zu,. /v no primeiro caso, e que seja assin-
toticamente independente de Rey no segundo. A propriedade do logaritmo do produto
sugere que para escoamento liso devemos ter

1 * 1 *
Foy ~ — [lni +1n zou ] = —1In 2 , (8.59)
K 20 v

onde “~” deve ser lido “comporta-se como ... a menos de uma constante”. Para esco-
amento rugoso, por outro lado, Reg deve desaparecer. Uma forma de obter ambos os
comportamentos assintoticos é fazer

(8.60)

De fato, para Rey — 0, (8.60) é praticamente igual a (8.59), enquanto que para Rey —
oo ela se torna, como desejado, assintoticamente independente de Re(. Falta ainda
garantir os valores exatos das constantes C, e Cp em (8.57)—(8.58); isso pode ser obtido

com |
B
Fy, = — [lni—ln( L 1)
K 20 Reo

+ Co. (8.61)

Claramente, (8.61) atende a constante Cyp em (8.58): veja (8.52). Por outro lado, para
que (8.61) também atenda a constante C,, basta escolher By, de tal forma que

1
— —1InBgy, +Cy =Cy, (8.62)
K
donde se obtém, para dutos, que By, = 3,74. Um procedimento totalmente analogo

ao feito anteriormente para escoamentos lisos e rugosos permite obter uma equagéo
para o calculo de fatores de atrito em escoamentos em regime de transicéo:

2 |1 s 2 By, &
—z—lm—%nJ;o—+l—1+Q% (8.63)

f K 20 Re z

Em (8.63) f depende, convenientemente, tanto de §/zyp como de Re; em principio,
essa equacdo pode ser usada para calcular f em qualquer regime. Uma equacéo to-
talmente analoga a (8.63) foi obtida pela primeira vez por Colebrook e White para
escoamentos transicionais em tubos de secdo circular (Morris e Wiggert, 1972, p. 67):
os coeficientes numéricos, naturalmente, sao diferentes dos fornecidos aqui por conta
da geometria diferente da secao; a rugosidade relativa de Colebrook e White é dada
na forma zy/D, e o nimero de Reynolds na forma UD/v.

O diagrama de fator de atrito para o escoamento em um duto de secdo retangular
e largura infinita versus o nimero de Reynolds para zp/d = 0,05, 0,005 e 0,00005 esta
mostrado na figura 8.3.



124 8.4 — A formula de Manning

Figura 8.2: Fator de atrito f em funcdo de Re e da rugosidade relativa zp/d em um
escoamento turbulento em um duto

8.4 - A formula de Manning

A formula

R PRy ST
V=RV, (8.64)

foi proposta por Manning em 1889. A menos que se atribua uma dimensao fisica a n,
ela é dimensionalmente inconsistente. Ela é uma equacdo “empirica”, ou seja: ela foi
proposta sem base em uma dedugéio a partir de equagdes mais fundamentais.

Chen (1991) mostrou entretanto que ela pode ser deduzida. A vazdo volumétrica
através da secdo, por definicdo, é

B Z
Q= / / (U) (y,z)dzdy (8.65)
y=0 Jz=z7(y)

onde B ¢ a largura da secéo, zy(y) sdo as cotas do fundo e Z é a cota da superficie.
Deducéo (Chen, 1991)

W) (4.2) = auu(y) (lf(y))m (8.66)
auy (y) y)\"

0= / e (M) ) ay .67)

h(y) = Z - 2/ (y) (8.68)

A velocidade de atrito média ao longo da sec¢do transversal, u,, deve satisfazer a rela-
cao

1 [F 1 (B
% = = * ’ d '~ — * d '
u P/y,ZOu (y') dy B/:Ou (y) dy (8.69)
n=2, g(n) = ur(y) (8.70)
B U
_aw R (RyP) B ! h(n)\™"!
Q= m;/ g(n) (R_h) dn, (8.71)

Ui = A[gRRSf, (8.72)

h m+1
_V9 B / g(n)(ﬂ) dn

Rm+1/251/2 .73
(m + l)Zm P Ry, ( )

h f

1/n

que é a formula de Manning para m = 1/6.
Dias (1995) — ajuste de um perfil de velocidade ao longo da se¢do por minimos
quadrados ndo-lineares:

ug(n) | (Z - Zf(’7))
- :

20

U)(n,2) = (8.74)
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u

——k = —aon(y — 1) (" = 2a17 + a3) (8.75)
g9(n)
U
= 8.76
m=— (8.76)
Alguns resultados no Iguagu
Estimativa de u, (contra medidas usando a declividade da linha d’agua):
Expoente m da equagdo de Manning
Funcdes poténcia?
Suponha (por pura conjectura) que
F, = AZM, (8.77)
Fr = AZ" = (8.78)
dF, _dFg
=z— 8.79
“dz, @z (8.79)
A
— =R 8.80
=R (5.50)

Resultados modernos

De volta aos dutos retangulares sob pressao. Wosnik, Castillo e George (2000)
— as equagdes para os perfis nas variaveis z; e z representam o mesmo campo de
velocidade:

UR

F, — = = Fg, (8.81)

* "
G(Ry) = —, (8.82)

UR

1
FV(Z/ZV’ R+) - G(R+) = FR(Z/R’ R+)’ (883)
z dF, z dFy

d/0z; — = ——. 8.84
[0z Xz = z,dzy R dz (8.84)

Aproximacao assintoética local

Este é o mesmo resultado de casamento de perfis de antes, mas dessa vez para
valores finitos, ainda que suficientemente altos, de R;.

Um resultado novo e diferente é obtido do processo de aproximacio assintotica
local (near asymptotics):

zy =ZR", z=ZR"10<n< 1 (8.85)
F(RLER) - G = Fr(RY'Z,R,), (8.86)
+
_dFg 1
a/d — = -, 8.87
/02 = 2 = TRD (8.87)
1 d1/G
_ 4/ (8.88)

k(Ry) _ dInR,’
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Evidéncias de uma meso-camada
Sejay = x +a, x,y > 0; entdo, se f = Inx,

g_l

x—=x—=1; (8.89)
dx X
df o ﬂ

yd_y_(x+a)(x+a) _l_xdx. (8.90)

Isso significa que o processo de casamento de perfis de Milikan, que envolve a cons-
tante de von Karman, admite solu¢des um pouco mais gerais:

W-ue 1 [z +a(R,)] + C(R.), (8.91)
U, k(R,)
<Z> = @ In [z+ + as (Ry)] + C4(R,). (8.92)

Conclusoes

« Ao contrario do que as vezes se pensa, resultados analiticos sdo possiveis a partir
das equagdes de Navier-Stokes e Reynolds para escoamentos turbulentos.

« Ao longo do século XX e até os dias de hoje, novos resultados analiticos e ex-
perimentais continuam a esclarecer diversos pontos sobre “velhos” problemas.

« A equacdo de Manning, por exemplo, pode ser entendida como o resultado
de uma aproximagao em “lei de poténcia” para o perfil de velocidade em uma
camada-limite turbulenta.

« As teorias analiticas existentes ainda dependem de constantes empiricas, nota-
damente a “constante” de von Kdirman — numero de von Karman: k = k(R,).
Obter previsoes tedricas diretamente a partir das eqs de N-S é um desafio para
os dinamicistas de fluidos.



A

Identidades vetoriais

Para qualquer funcéo escalar ¢(x, t) razoavelmente bem comportada, devemos ter
VXxV¢p=0. (A1)

Prova:

<
=

00 _ 1[0 &Y
eUk@xl- (9)(']' Bl 2 8xl~8xj (9xj8xl~

( 3% 0%¢ )
€ijk o T €ijk

6xi6xj - ﬁxjaxi

( 8% 9% )
€ijk oo T i

N = = =

Para qualquer funcao vetorial u...
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B

Difusao em sistemas binarios

Considere um pequeno volume 87 no qual hé instantaneamente .43 moléculas da
substancia A, e .43 moléculas da substancia B. As velocidades macroscopicas de A e
de B, v4 e vp, no centro de massa de 67 sdo definidas como

(B.1)

M=
3
b
Q
L E‘} N
1]
M=
3
-~
Q
=

(B.2)

gD

3

o]

s

1]
—
gD

3
\Oi/

7

onde vy; € a velocidade individual da i-ésima molécula de A, e my4 é a massa de cada
molécula de A, o mesmo valendo para a substancia B.
A velocidade macroscopica do fluido como um todo no centro de massa de 67, u,

M
3
Q
S
+

g
3
o]

s
|

g
3
b
+

M
3
o]
=

Na N Na B
ZmA s+ ZmB v = ZmA+ZmB u (B.3)
i=1 j=1 | i=1 j=1
A divisao deste resultado por § 7 produz
pava + ppvp = (pa + pp)u = palva —ul + pplvg —u] = 0. (B.4)
Os vetores resultantes representam os fluxos difusivos de massa de A e de B:
Ja = palva —u], (B.5)
Js = pplvp —u] = (B.6)
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C

Constantes fisico-quimicas

1 cal = 4,1868 J.
R = 8.3144598(48)J mol! K! Constante universal dos gases
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D

Equacao de estado para a agua

A equacdo de Tumlirz adapatada por Fischer e Dial (1975) é
AT)
Oo(T) + P’

onde T estd em °C, V e Vo, estdo em cm?, gm_l; ) esta bars cm? gm_l, e Iy e P estdo
em bars. Vo, 4 e Iy sdo fun¢do da temperatura de acordo com

V=V(T) + (D.1)

A =1788.316 + 21.55053T — 0.4695911T2 + 3.096363 x 107373

—0.7341182 x 10T, (D.2)
Iy = 5928.499 + 58.05267T — 1.1253317T2 + 6.6123869 x 107373
—1.4661625 x 107°T*, (D.3)

Voo = 0.6980547 — 0.7435626 x 107>T + 0.3704258 x 10712
—0.6315724 x 107573 + 0.9829576 x 1073T* — 0.1197269 x 10~°T>
+0.1005461 x 107117° - 0.5437898 x 10~4T7 + 0.1699460 x 1071678
- 0.2295363 x 107"°1°. (D.4)
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E

Solucoes dos problemas

De S; j(—=n) = 5 .(n) (S;; é hermitiano), faca

L]

S;ij(n) = a(n) +ib(n),
b(-n) = =b(n),

+00 0 o
/ 3[Sij(n)]dn :/ b(n) dn+/ b(n) dn
n=—oo n=—oo n=0

0 00

:—/m:wb(—m)dm+/nzob(n)dn
:/n:()b(—m)dm+/n:)b(n)dn

= ) [b(—=n) + b(n)]dn
n=0
=0m

donde:
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