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Prefacio

Este livro € o resultado de minhas atividades de docéncia em diversas disciplinas
relacionadas ao ensino de Matemadtica para Engenharia. O livro baseia-se em duas
disciplinas de Matematica Aplicada (I e II) lecionadas para o 32 ano do Curso de
Engenharia Ambiental da Universidade Federal do Parand (UFPR), mas h4 bastante
material proveniente das disciplinas semelhantes de pds-graduagcdo que ministrei
ao longo dos anos nos Programas de Pds-Graduacdo em Métodos Numéricos em
Engenharia (PPGMNE) e Pés-Graduacao em Engenharia Ambiental (PPGEA) da
UFPR.

O material se presta tanto ao ensino de graduacdo quanto de pds-graduagdo
em cursos de Engenharia, Geociéncias e, talvez como material adicional, de Fisica
e de Matematica: por um lado, procurei incluir as definicdes e os conceitos que
permitem que um aluno de graduagio se sinta confortavel, e possa recordar o que
aprendeu em seus cursos de Célculo; por outro, ndo hesitei em apresentar as ideias
e 0s conceitos mais abstratos, tipicos de cursos de pds-graduagdo, que tornam o
assunto tio poderoso e tio indispensivel em Engenharia. E bom lembrar que os
alunos de graduagdo sdo capazes de compreender e dominar esses dltimos, tanto
quanto os de pos.

O material é o “classico” de cursos de “Matemdtica Avangada”, ou “Matematica
Aplicada para Engenharia”, ou “Fisica Matemdtica” (entre outros nomes), mas com
os vieses inevitdveis do autor. Os dois grandes focos sdo a solugdo de equacdes
diferenciais, e os conceitos de Algebra Linear tteis e necessarios para isso. Existe
uma certa falta de contetido de Mecénica dos Fluidos em livros desse tipo, que
procurei remediar (veja por exemplo minha preocupacdo com Anélise Dimensional
e o Teorema dos Pis, e com o método das carateristicas). Sempre que pude chamar
a atencdo do leitor para dimensdes, escalas, e as vezes para o puro bom-senso,
procurei fazé-lo: com atengdo a essas coisas, € possivel evitar uma boa parte dos
erros que os alunos de Engenharia cometem em Matematica.

O uso de niimeros complexos é uma parte integral do livro. Eles s@o usados
do comeco ao fim, e fiz um esfor¢o para mostrar que seu uso muitas vezes € mais
“natural”, e que outras € a Unica alternativa. Outros elementos importantes para a
“caixa de ferramentas” que um Engenheiro deve possuir, e que procurei ressaltar,
s30 a Regra de Leibnitz (e sua conexdo com o Teorema do Transporte de Reynolds);
a idéia de resolver um problema em um espago “transformado”; o uso pratico da
“delta de Dirac” e dos elementos correspondentes da Teoria de Distribuicdes (usados
aqui sistematicamente para obter fun¢des de Green); e o enfrentamento, ainda que
episddico, de problemas ndo-lineares.

Uma parte considerdvel dos exercicios propostos t€m solu¢do no apéndice C.
Isso é bom, e é mau. E mau porque pode desestimular o aluno a buscar as solucdes
com seu proprio esforco. O aluno deve estar ciente de que, sem dedicacdo, ndo
haverd aprendizado, e de que sé deve consultar a solu¢cdo de um problema depois
de ter investido bastante esforco buscando-a sozinho (trabalhar em grupo também
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¢ uma boa estratégia). E bom porque pode ajudar o aluno a ver o pequeno passo
que faltava para obter uma solugao, relembra-lo de algum conceito importante, ou
mesmo ensinar-lhe algum truque novo.

Neste século XXI, ja ndo é mais possivel evitar as ferramentas computacionais
disponiveis, e decidi, apds bastante consideracdo, incluir apenas duas: Maxima,
uma linguagem de processamento simbdlico, e Python, uma linguagem procedural
moderna e ficil de aprender. Os exemplos com ambas apenas tangenciam o seu
potencial, mas permitem incursdes, algumas razoavelmente profundas, em métodos
numeéricos e em sua combinacdo com métodos analiticos. O uso de ferramentas
computacionais ndo torna necessariamente o ensino, nem a aprendizagem, de Ma-
tematica Aplicada mais faceis. Mas os torna mais realistas e concretos, o que me
parece algo inevitdvel para a boa prética de Engenharia.

O uso de computacdo permeia todo o texto. Por sua importancia, métodos
numéricos sdo introduzidos bem cedo, no capitulo 4 para o Calculo univariado, e
no capitulo 14 para a solucdo numérica de equacdes diferenciais parciais. Minha
decis@o de colocé-los antes de capitulos que detalham a obten¢do analitica de so-
lucdes equivalentes — por exemplo, solugdes analiticas de sistemas de equagdes
diferenciais ordindrias s6 aparecem pela primeira vez no capitulo 5 — foi delibe-
rada: nos cursos em que leciono esses capitulos, eles aparecem logo no inicio do
periodo (semestre ou trimestre), para dar tempo ao aluno de aprender a ferramenta
computacional, eliminar os erros de seus programas, e chegar ao fim do periodo
com pelo menos alguns programas feitos por ele mesmo funcionando.

Essa ligeira inversdo da ordem “natural” das coisas justifica-se ainda mais pela
natureza do texto: este ndo é um livro de Cdlculo nem de Algebra Linear, e nio
se propde a substituir, nem mesmo parcialmente, uma boa formacdo em Célculo
Diferencial e Integral. Este é um livro, e um assunto, que deve ser ensinado depois
do Célculo: o livro faz uma ponte importante para as aplicacdes em Mecanica dos
Solidos e dos Fluidos, Termodindmica, e Eletromagnetismo, que compdem a base
daquilo que poderiamos chamar de “Ciéncias de Engenharia”.

O que mais importa, talvez, seja o angulo de abordagem: os problemas de
Matemadtica que o Engenheiro encontra sio o resultado de concepgdes e defini¢des
de projeto, e também da formulacdo correta da Fisica necessdria. O objetivo deve
ser resolver os problemas (ou compreender como sua solugao foi obtida); o melhor
método, muito pragmaticamente como deve ser o pensamento de um Engenheiro,
¢é aquele que “funciona”. Por esse motivo, eu evitei a0 maximo “compartimentar”
o livro. Referéncias cruzadas entre Andlise e Computacdo, e entre as diferentes
partes do livro, sdo frequentes. Quanto mais ampla for a “caixa de ferramentas”
mencionada acima, maiores serdo as chances de encontrar a solucio desejada. E
minha esperanca que tanto os professores quanto os alunos vejam o poder e a
utilidade dessa abordagem, e que a adotem tdo entusiasticamente quanto possivel.

Todos os grandes engenheiros foram proeficientes em Matematica (0s nomes
de Joseph Valentin Boussinesq, Osborne Reynolds e Ludwig Prandtl vém rapida-
mente 2 memoria), e muitos dos grandes matematicos nos legaram contribui¢cdes
fundamentais para a Fisica e para a Engenharia (por exemplo, Leonhard Euler, John
von Neumann, e Andrei Kolmogorov). Seria tolo entrar no debate entre “Teoria e
Prética”, ou sobre a “utilidade” de Matematica em Engenharia. E mais produtivo
ensinar Matematica para alunos de Engenharia, e para estes dltimos aprendé-la, com
entusiasmo e confianca. As recompensas, em termos de melhores projetos, e de
uma melhor compreensdo do mundo natural, sdo certas.

Curitiba, 11 de agosto de 2025.
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Formalismos matematicos

Este é um livro sobre formalismos matematicos, € como eles podem ajudar vocé,
estudante, a resolver problemas mais rapidamente, e mais facilmente. O uso de ma-
temadtica para resolver problemas cada vez mais sofisticados e realistas relacionados
ao meio fisico, quimico e biolégico que nos cerca € um fato: o caminho do futuro
é com certeza um caminho em que o conteddo matemético serd cada vez maior na
solucdo de problemas de Engenharia.

Novos formalismos permitem resolver mais rapidamente problemas mais difi-
ceis, mas muitos estudantes t€m dificuldade de ver as vantagens. No curto prazo,
o aprendizado € (algumas vezes) dificil. O ponto fundamental, entretanto, € estar
disposta(o) a entender que o formalismo € novo, e que ele precisa ser aprendido
antes que o retorno medido na solu¢do de problemas de seu interesse possa Vir.
Pense nisso como um investimento.

0.1- Aritmética e Algebra

Como qualquer aluno que completou o ensino médio antes de ingressar em
um curso superior, isto ji aconteceu na sua vida: um dia, vocé€ aprendeu um novo
formalismo matemaético, muito dificil de entender (naquela ocasifio), mas que lhe
deu um gigantesco poder de resolver novos problemas. O poder € tdo grande, que
vocé quase certamente esqueceu a forma antiga.

Exemplo 0.1 Maria possui o dobro das macas de Jodo, e duas magds a mais que José. O
nimero total de macas que os trés possuem ¢ 18. Quantas magas Maria possui? Resolva
esse problema sem usar Algebra.

SOLUCAO

Sem Algebra significa com Aritmética apenas. A tnica forma possivel é por enumeragio.
Na tabela abaixo, nds vamos aumentando o nimero de magas de José, e calculando as macas
que Maria e que Jodo tém, até que a soma produza o valor do enunciado. Observacdo: o
nimero de magas de Maria € par; logo, o nimero de macas de José também €. Variamos
portanto o nimero de magas de José de 2 em 2.

José Maria Jodo Total

0 2 1 3
2 4 2 8
4 6 3 13
6 8 4 18

Portanto, Maria tem 8 macas. Era assim que vocé fazia até aprender Algebra. Também era
assim que o mundo inteiro fazia, até a Algebra ser inventada. Hoje, ela € tdo corriqueira,
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que ninguém mais se lembra de que, um dia, ser matemadtico era ser aritmético e gedmetra,
mas ainda ndo era ser algebrista.

E claro que existe uma outra forma. Se x é o niimero de magis de Maria, y o de
Jodo, e z o de José€,

x = 2y,
X=z+2,

x+y+z=18.
Ou:

Xx+x/2+ (x—2) =18,
2x +x+ 2x — 4 = 36,
5x = 40,

XxX=8nm

A superioridade da abordagem algébrica € tdo gritante que a maioria de nds se
esquece da solucdo aritmética que aprendemos. A dlgebra é um formalismo novo,
que nos d4 tanto poder que vale a pena aprendé-la ainda bem cedo, e utiliz4-la para
resolver quase tudo que aparece até o fim do ensino médio. Nesse ponto, entretanto,
o poder da dlgebra dd sinais de cansaco. Novos formalismos sdo necessdrios.
Esses formalismos sdo o Calculo, e a Algebra Linear. Este livro trata do seu
uso sistemdtico, e intensivo, para resolver todo tipo de problema. Mas eles sdo
formalismos novos. Suas regras sio diferentes das regras da Algebra elementar.

Esse fato precisa ser aceito, para que o contetido do livro seja proveitosamente
aprendido.

Exercicios Propostos

0.1 Resolva o mesmo problema, substituindo 18 por 33599999998.
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Uma breve introducao a analise
dimensional

Em cursos de engenharia, matemaética e fisica (entre outros), é frequente encontrar
afirmagdes do tipo: “a dimensdo de trabalho é ML2T™2”, mas a defini¢io do que
sejam “dimensdes” é raramente, ou nunca, encontrada. O nome que se dd ao
estudo das dimensdes fisicas das varidveis de um problema, e dos pardmetros que o
governam, é andlise dimensional. A andlise dimensional tem um impacto profundo
em todos os problemas de Engenharia. Este capitulo apresenta uma breve introducéo
informal ao assunto. As idéias aqui apresentadas sdo uma adaptacio da introdug¢io
a anélise dimensional de Barenblatt (1996, Capitulo 1).

1.1 - Primeiros exemplos

Nosso primeiro exemplo € tdo importante que ele ndo serd denominado, neste
livro, um “Exemplo”: ele faz parte da narrativa principal.

O periodo de um péndulo mostrado na figura 1.1 € T. O comprimento da corda
€ L. A massa do péndulo € m. A aceleracdo da gravidade € g.

As dimensdes fundamentais deste problema sao M (massa), L (comprimento),
e T (tempo), porque todas as varidveis do problema possuem dimensdes que podem
ser expressas como produtos de poténcias dessas trés. Conforme veremos a seguir,
esse fato na verdade é um teorema, mas por ora é razodvel aceitd-lo, como o fazem
a maioria dos livros de fisica ou de engenharia. A Unica varidvel da lista acima
que envolve M € m. O fato de que m € a tnica varidvel com dimensdo M nos faz
desconfiar de que m ndo pode fazer parte da “lista” de varidveis que intervém no
célculo de T. Por qué? Porque, conforme também veremos, todas as equacdes da
Fisica devem envolver apenas grupos de varidveis adimensionais. Por enquanto,
acredite, e continue.

Com T, L e g, temos:

[T]=T.
[L] =L
[g] =772

Na lista acima, o simbolo [ -] significa “dimensdo de”. Confirme a afirmagio feita
acima: todas as 3 varidveis tém dimensdes expressas como produtos de poténcias
delLeT.

Com a ultima “equacdo dimensional” acima, podemos construir uma varidvel
adimensional facilmente:

g=c’LT ™%
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Figura 1.1: Anélise dimensional do periodo de um péndulo.

T2_2

L

;:
\:
g.

A variavel adimensional acima € c. Se nds a chamarmos de II;,

C
Cc

Uma solugdo analitica (aproximada) do problema do péndulo pode ser obtida, e nos
leva ao valor numérico
Hl = 27[,

onde m = 3,141592.... A andlise dimensional ndo permite a obtencdo do valor
numérico de I1;. Ele poderia ser obtido, entretanto, experimentalmente, realizando-
se diversas medidas de L e T; cada uma delas produziria, por exemplo, um valor
experimental para IT;. A média desses valores seria uma boa estimativa do valor de
Hl.

Exemplo 1.1 Suponha um escoamento de um fluido com massa especifica p e viscosidade
cinemdtica v em torno de um cilindro com didmetro D, com velocidade U. Suponha que a
for¢a do escoamento sobre o cilindro seja F. O que a andlise dimensional pode nos dizer?
As dimensodes fundamentais sdo, novamente, M, L, T. Mas nem sempre isso serd assim! As
dimensdes das diversas varidveis sao

[p] = ML,
[v] = L*T,
[D] =L,

[U] =LT 7Y,
[F] = MLT2.

Temos 5 varidveis, e 3 dimensdes fundamentais. Devemos ter 5—-3 = 2 grupos adimensionais
(na verdade, esse € um caso particular do teorema dos ILs ! O caso geral utiliza o conceito
de posto da matriz dimensional; veja a secdo 5.8). Vamos escolher 3 varidveis que estardo
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(potencialmente) presentes nos 2 grupos. Por simplicidade, escolhemos D, U e p. Note que,
entre elas, temos presentes todas as dimensées fundamentais. Faca

I, = FDU"p°,

[T = [MLT2] (L@ [LT!]° [ML3)¢,
1= M1+cL1+a+b—3cT727b.

Nas equacdes acima, note que nés impusemos, sem perda de generalidade, que o expoente
de F é 1: de fato, qualquer poténcia de II; serd novamente adimensional, e portanto essa
escolha nio tira a generalidade do célculo de IT;. Note também que nés estabelecemos que
uma varidvel adimensional tem “dimensdo 1”: [[II;] = 1. Temos um sistema de equagoes
ema,b, c:

0 1] |a -1
1 1 =3[ [b]=]-1
0 -1 0| |c 2

A solugdo do sistema é a = —2, b = —2, ¢ = —1, donde

F

m=——.
1T pU2D?

Procuramos, da mesma forma, o segundo pardmetro adimensional:
I, = vD*U®p°,

[T] = [T (e [uT!]” [ML3]¢,
1= MCL2+a+b*36T*1*b’

dondea=-1,b=-1,¢c=0,¢
v

- UD
No6s acabamos de encontrar IT, = 1/Re, onde Re € o nimero de Reynolds em Mecanica

dos Fluidos. Na verdade, tanto faz IT, ou 1/II, (porque qualquer poténcia de um nimero
adimensional €, novamente, um nimero adimensional), e nossa relacio em uma roupagem

“classica” é
F UD
1%

I,

pU?D?

A fungdo f é desconhecida, e a Andlise Dimensional ndo nos permitird obté-la, da mesma
maneira que ndo foi possivel encontrar o valor numérico de II; no exemplo anterior. Ela
precisa ser encontrada experimentalmente. Mas em vez de irmos para o laboratdrio e
variarmos aleatoriamente 5 varidveis (digamos, com 10 valores de cada, produzindo 10° =
100000 experimentos), nés agora podemos fazer um nimero bem menor de experimentos, e
variar aleatoriamente apenas 2 parametros, I1; e IT, (por exemplo, escolhendo/medindo 100
pares de (I11,I1,): a economia no esforgo experimental é substancial).

Exemplo 1.2 Refaca o exemplo 1.1, utilizando como varidveis comuns D, v e p. Obtenha
dois novos grupos adimensionais IT] e IT}. Esses grupos ndo sdo independentes de IT; e II,
obtidos no exemplo 1.1: obtenha ay, by, az, b, tais que

b
I = I IL,",
’ b
IT) = II{°I1,2.
SOLUCAO
A varidvel F comparecerd apenas em II7, e U apenas em IT,. Faca

IT, = FD p¢,
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[ ] = [MLT2] (e [L2T1]" (ML),
1= M1+c L1+a+2b—3c‘-|——2—b

Temos um sistema de equagdes em a, b, c:

0 0 1] |a -1
1 2 =3||b|l=|-1
0 -1 0 2

A solugéo do sistema é a = 0, b = -2, ¢ = —1, donde

;L F
Hl —_ W.
Da mesma forma,
I, = UD%V"p",
[ = (L] (e [T ML),
1= McL1+a+2b73cT717h

Temos um sistema de equagdes em a, b, c:

0 0 1| |a 0
1 2 =3||bl=|-1
0 -1 0f |c 1

A solu¢do do sistemaéa=1,b = -1, ¢ = 0, donde

_UD

I
! 14

Agora podemos facilmente escrever (II7,1I) em funcéo (I1;, IT;) como se segue:

wo F__F UD
V7 pv2 o pU2D? 42
F  (UD)?
" pUD? (7)
=ILIL? = a; =1, by = -2.
H;=Q=H;1 =a,=0, by=-1.

14

Existe uma relacdo vetorial entre os dois conjuntos de grupos adimensionais. Considere os
expoentes das varidveis p, v, D, U e F para grupo adimensional organizados como entradas
de um vetor pentadimensional. Por exemplo, em II; o expoente de p € —1, o expoente de v
€ 0, etc.. Para cada grupo temos:

H1 > u; = (—1, 0, —2, —2, 1),
HZ = u; = (0> 1’ _1’ _1’ 0);
I, = u} = (-1,-2,0,0, 1),
I, = u; = (0,-1,1,1,0).

Organizados desta forma, os vetores u] e u;, sdo linearmente dependentes de u; € u;. De
fato,

’
u;

aju; + b1u2

1u1 - 2112
=1(-1,0,-2,-2,1) = 2(0,1,-1, -1, 0)
=(-1,-2,0,0,1),
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= asuy + bzllz

3
oo
|

Oul - lug
=0(-1,0,-2,-2,1) — 1(0,1,—1, —1,0)
=(0,-1,1,1,0).

Os vetores u; e u, geram um subespago vetorial do R> (assim como u} e u)) e quaisquer
dois vetores linearmente independentes nesse subespaco equivalem a um par de grupos
adimensionais que podem ser usados para descrever completamente o escoamento em
questao.

1.2 - Definicao formal de Dimensao

Um sistema de unidades é formado por um conjunto de padrdes para as suas
grandezas fundamentais, em termos das quais todas as demais grandezas do sistema
podem ser escritas. Dado o conjunto de grandezas fundamentais, isso define a classe
do sistema. Por exemplo, o sistema internacional de unidades (SI) € um sistema de
classe MLT (se circunscrito a grandezas mecanicas). As grandezas fundamentais
do sistema sdo massa, comprimento e tempo. Os padrdes (unidades) sdo, respecti-
vamente, o quilograma (kg), o metro (m), e o segundo (s), donde o nome, também
utilizado, MKS. Dois exemplos de grandezas derivadas no SI sdo a velocidade (com
unidades ms™!), e a forca (com unidades kgms~2). Outros sistemas de mesma
classe sdo possiveis. Dois exemplos sdo o sistema CGS (centimetro — grama —
segundo), que € métrico, e o sistema MLT britanico (pé — libra-massa — segundo).

O conjunto de grandezas fundamentais € razoavelmente arbitrdrio: € necessério
apenas que todas as demais grandezas sejam exprimiveis em funcdo das grandezas
fundamentais escolhidas; cada escolha de grandezas fundamentais definird uma
nova classe. Por exemplo, em Mecanica o sistema técnico métrico kilograma-forca
— metro — segundo tem como grandezas fundamentais a forca, o comprimento € o
tempo, sendo um sistema de classe FLT. Da mesma maneira, o sistema britanico
libra-forca — pé — segundo também € um sistema de classe FLT.

Até agora, nés fomos cuidadosos em ndo utilizar a palavra dimensdo. Com
a introdug¢do acima, nés estamos em condi¢cdes de dar uma defini¢do formal de
dimensdo. Considere portanto dois sistemas de unidades de mesma classe. Por
exemplo, considere dois sistemas MLT, tais como o CGS e o MKS.

Definicao 1.1 O fator numérico pelo qual uma grandeza muda quando passa de um
sistema de unidades para outro de mesma classe € a sua dimensao.

Por exemplo, considere uma passagem CGS — MKS. Os fatores numéricos para
massa, comprimento e tempo sdo: M = 0,001; L =0,01;e T = 1.

Definicao 1.2 As dimensdes das unidades fundamentais que definem a classe do
sistema sdo as dimensdes fundamentais dessa classe.

No caso acima, as unidades fundamentais sdo massa, comprimento e tempo. As
dimensdes fundamentais da classe sao M, L, e T.
Considere o seguinte principio:

Todos os sistemas de uma determinada classe sdo equivalentes.
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Por exemplo, para a classe de sistemas MLT, as dimensdes de todas as grandezas
fisicas devem ser expressas apenas em fungao dessas dimensdes fundamentais: se
a é uma grandeza qualquer do sistema de unidades, devemos ter

[all = $(M,LT)

onde [-] significa “dimensdo de”, e ¢ é a funcdo dimensional da grandeza a.
A consequéncia do principio de equivaléncia dos sistemas de unidade de uma
determinada classe € o

Teorema 1.1 A funcio dimensional ¢ é sempre uma fungdo poténcia nas dimensoes
fundamentais:
¢ = MOLPTY

Fica claro que nés estamos sempre nos referindo a relacdes entre sistemas: nao
had um sistema absoluto de unidades. A €nfase serd sempre nas transformacgoes
sofridas por um dado objeto matematico quando ele € escrito, ou referenciado, em
diferentes sistemas. Essa é a mesma idéia que vai motivar nossas opera¢des com
vetores e tensores em espagos vetoriais.

Ainda falta uma coisa: uma grandeza fisica é um termo genérico: forca, carga
elétrica, pressdo, velocidade, sdo grandezas. Nos problemas do mundo real, entre-
tanto, existem varidveis: “aforca do escoamento sobre um cilindro”, “a carga elétrica
armazenada em uma bateria”, “a velocidade média do rio em uma se¢ao transver-
sal”, “a pressdo do escoamento em um ponto do espago e um instante do tempo”,
etc., sdo varidveis que entram em problemas especificos. Portanto, necessitamos

da:

Definicao 1.3 Varidveis sdo instancias especificas de grandezas fisicas. A dimensao
de uma varidvel € a mesma dimensdo da sua grandeza fisica.

Em particular, varidveis podem ser adimensionais:

Definicao 1.4 Varidveis cujos valores numéricos ndo mudam quando passam de
um sistema de unidades para outro de mesma classe sdo denominadas varidveis
adimensionais.

Exemplo 1.3 O grupo

T
m = ——
L/g
é uma variavel adimensional. Se
lgl =LT72

na passagem de um sistema MLT com valores T’, L, g’ para outro com valores T = T'T,
L=LL,g=gLT? teremos
T
I, = —
L/g
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TT
TVL'/(g’)
T ,

=1I

Portanto, IT; = IT{, e IT; é uma grandeza adimensional m

1.3 - Analise dimensional e formas universais de funcoes
de fendmenos fisicos

A solucdo de um problema fisico consiste em obter uma varidvel fisica a (note
que a agora denota uma varidvel especifica, e ndo mais uma grandeza) em funcio de
diversas outras, digamos, ay, ..., ax; by, ..., b,. Em geral nés procuramos a fung¢io
f tal que (Eq. (1.19) de Barenblatt (1996)):

a=f(ay,...,ak;b1,...,bm).

As k varidveis ay, ..., a; possuem entre si as k dimensdes fundamentais da classe
de sistemas de unidades na qual o fendbmeno em questdo € descrito. As varidveis
restantes possuem dimensdes dependentes, de tal forma que

[o:] =la: ] ... [ac]™

[6m] = [a]?™ ... [ax]™ .

Teorema 1.2 Teorema dos IIs:

. .
f(al,...,ak,bl,...,bm)—al...azcb m s o —]- (1.1)
a'...a; a"...a

Em suma:

O Teorema dos IIs simplesmente afirma que as leis da Fisica ndo
dependem do particular sistema de unidades utilizado.

Suponha agora que vocé queira analisar algum tipo de forca F em um escoa-
mento de um fluido com densidade (massa especifica) p, viscosidade cinemética v,
velocidade U, comprimento D. Suponha também que o escoamento se d€, parcial-
mente ou ndo, sob a acdo da gravidade, de maneira que vocé precisa também incluir
a aceleracdo da gravidade g na sua lista. Em uma classe de sistemas MLT, a matriz
dimensional serd

D U p F v g
M0 O 1 1 0 O
L1 1 -3 1 2 1
T|{0 -1 0 -2 -1 =2
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Note que, essencialmente, nds simplesmente adicionamos g a lista de varidveis
que ja existiam no Exemplo 2. Portanto, nés ja temos os parimetros adimensionais
I1; e I1, daquele exemplo. Falta obter I15, apenas:

H3 :gDan C,

[10s] = [LT-2] (L] [LT1]° M%),
1= McLl+a+b—3cT—2—b.

Dondea=1,b=-2,¢c=0,¢

_gD

s = -

Em Mecénica dos Fluidos o pardmetro adimensional usual é 1/+/II3, denomi-

nado niimero de Froude: U
Fr=—.

\lgD

O que o teorema dos ILs agora nos permite escrever € (compare com (1.1))

F__,fvp v
pU2D?2 v " \gD

Se o problema em questdo for complicado demais para ser resolvido analitica ou
numericamente, uma forma muito comum de ataque € a construcao de um modelo
reduzido fisico. No modelo, mede-se tudo, ou seja:

Fm, pm, Ums Dm, Vm, g
Enquanto isso, no protétipo nés devemos ter uma lista andloga,
Ep, pp> Ups Dp, Vp. G-

Agora, se nés desejarmos utilizar o mesmo fuido no modelo e no protétipo (exemplo:
modelos reduzidos hidrdulicos, utilizando dgua), devemos reescrever essas listas:

Fma p’ Um> Dma V:g-

Fpa p; Upa Dp: V: g'

Como o fluido é o mesmo, observe que a massa especifica p, e a viscosidade
cinematica v, sdo as mesmas em ambas as listas.
Nossa condicao de similaridade para a constru¢cdo do modelo agora é ébvia:

UnDm UpDy
v o v
2
Un _ Y
9Dm gDy

Do ponto de vista de um projetista, nés conhecemos U, € D,,. Queremos portanto
calcular quem devem ser U, e D,,, no modelo que vamos construir, de tal forma que
possamos medir Fy, e, dessa forma, obter F,. Como ha duas equagdes acima, em
principio deveria ser possivel obter Uy, € D,,. Tentemos:

_ p
Um —_ UPD_m,
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2 2
20 1 _ U
Pp% Dy D,

D;, =D,

Dy =Dy = U, = U,

Portanto: o dnico “modelo” possivel € do mesmo tamanho que o protétipo, o
que € uma impossibilidade pritica. Os engenheiros hidrdulicos que trabalham com
modelos reduzidos costumam se referir a esse fato dizendo que € impossivel obter
“similaridade perfeita”. De fato, € impossivel construir um modelo realmente redu-
zido (ou seja: em uma escala menor) com o mesmo fluido (por exemplo dgua) que o
prototipo, e que atenda ao mesmo tempo a igualdade dos pardmetros adimensionais
“Ndmero de Reynolds” e “Nimero de Froude”.

1.4 - O significado de dimensao fundamental

Nem sempre as “dimensdes fundamentais” de um problema sdo M, L, e T.
Considere o caso da equacao diferencial parcial de Boussinesq

hah], 1.2)

ah_ksi oh
ox

E_Zax

que veremos com mais detalhe na secio 4.8, em um aquifero semi-infinito inicial-
mente cheio até a altura hy (mostrado na figura 4.18).

O dominio espacial € 0 < x < oo e 0 dominio temporal € ¢t > 0; Em (1.2), h é
altura da superficie freatica no aquifero, ks € a condutividade hidrdulica saturada, e
n € a porosidade drendvel. Detalhes sobre a fisica do escoamento em meios porosos
podem ser encontrados em Brutsaert (2005) e Bear (1972). Aqui, basta observar que
a dedugdo da equacdo de Boussinesq envolve a lei de Darcy para o fluxo especifico
ou velocidade média da dgua no solo, v, que é:

Ux = —ks—. (1.3)

A primeira vista, as varidveis do problema e suas dimensdes s3o:

[x] =L
[t]=T.
[h] =L,
[ho] =L,
[ks] =LT,

[~] = 1.

Como n € adimensional, hd 5 varidveis dimensionais, e 2 dimensdes independentes,
e portanto esperamos que haja 3 grupos adimensionais. A forma geral esperada
da solugdo é I1; = f(IIy,II,); isso é compativel com a forma esperada da solugéo
dimensional da equacio diferencial parcial: h = h(x,t).

Uma andlise mais detalhada das hipéteses fisicas envolvidas na deducio equagao
diferencial, entretanto, evidenciaria a hip6tese de que o fluxo v, € horizontal, como
noés ja antecipamos em (1.3). Além disso, os comprimentos horizontais do problema
sd0 muito maiores que os verticais. Isso sugere reescrever a lista de varidveis e suas
dimensdes:

[x] =X
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[ =T.

[~ =z
[ho] =z
[k =x*Z7'T71,
[n] =1,

onde agora nés estamos supondo que comprimentos horizontais possuem uma di-
mensao (X) diferente da dimensdo dos comprimentos verticais (que é Z).
As dimensdes de k, foram obtidas diretamente de (1.3):

o] = ﬂk%ﬂ

ki =te | 2]

=XT Xz '=x2Z2""1"",

Isso sugere que hd na verdade apenas 2 grupos adimensionais, € que a solugao
deve ser da forma IT; = f(IT,). Este é o tipo de solucdo que se obtém resolvendo-se
uma equacdo diferencial ordindria. Talvez haja alguma forma de reduzir a equagdo
diferencial parcial (1.2) a uma equacao diferencial ordindria. E de fato ha.

A tnica forma de adimensionalizar h é divindo por hy (II; = h/hy). Portanto, a
equacdo diferencial parcial pode primeiramente ser reescrita:

O _ hoks 0 lﬁﬁ

ot n ox hy ox
o, 4 [ oI
ot ox | ox

com D = hgks/n. As varidveis restantes, x, t e D, devem formar um grupo
adimensional. E trivial verificar que ele é

X
VaDt

O fator adimensional 4 € introduzido apenas para simplificar algumas operacdes
algébricas. Na secdo 4.8, nds veremos como podemos utilizar IT, para transformar

(1.2) em
d |, d¢o d¢
[P -
onde £ =II, e ¢ = II;. A solucdo de uma Equagdo Diferencial Ordinaria (EDO)
costuma ser bem mais simples que a de uma Equagdo Diferencial Parcial. Neste
exemplo, a andlise dimensional sugere uma simplificacdo significativa do problema.

sz

+2& 0,

Exercicios Propostos

1.1 (Langhaar, 1951): Uma estrela de densidade p e didmetro D vibra com frequéncia n:
a vibracdo consiste em uma mudanca ciclica de forma, mudando de elips6ide alongado em
uma dire¢o para esfera para elipséide alongado em outra dire¢do, e assim sucessivamente.
Supde-se que as varidveis que regem o fendmeno sdo essas trés mais a constante universal
de gravitacio G (lembre-se: a lei da gravitacdo universal de Newton é |F| = GMm/r?).
Obtenha todos os grupos adimensionais que regem o problema. Escolha obrigatoriamente
D, n e p como varidveis que participam de todos os grupos.
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Figura 1.2: Esquema de uma camada-limite convectiva.

1.2 A camada limite convectiva (CLC) é uma regido da atmosfera que “cresce” ao longo
do dia forgada pelo fluxo de calor entre a superficie e a atmosfera. Na CLC, a temperatura
potencial ® tem um perfil constante em z (veja a figura 1.2). As seguintes varidveis sao
importantes neste processo:

1. A altura h (m) da CLC.

A velocidade de atrito u, (ms™}).

O fluxo cinemdtico de calor na superficie, Wk) (ms™!K).
A temperatura média da CLC, ©,, (K).

A sua taxa de crescimento dh/dt (ms™1).

O fluxo cinemdtico de calor em z = h, wl|; (ms™'K).

A aceleracdo da gravidade g (ms™?2)

® NS N kWD

O gradiente de temperatura potencial acima de k, yg = d®/dz (Km™1).

Ache todos os 5 pardmetros adimensionais que mandam no problema, obrigando as
variaveis h, u. e wl|, a estarem potencialmente presentes em todos os grupos, e obrigando

I1; a ser linear em ©,,, I1, a ser linear em dh/dt, I3 a ser linear em wd)|;, I1, a ser linear em
g, e IIs a ser linear em yp.

1.3 Préximo da costa, uma onda de gravidade com comprimento L se propaga em uma
regido com profundidade d, a uma velocidade (celeridade da onda) c. Além dessas varidveis,
apenas a aceleracdo da gravidade g € importante no fendmeno. Encontre todos os pardmetros
adimensionais que governam esse problema.

1.4 (White, 2016, Ex 5.1): A figura 1.3 mostra um copépode. Copépodes sdo pequenos
crusticeos presentes em quase todos os habitats de 4gua doce ou salgada. Desejamos saber
a forca de arrasto F, da dgua (massa especifica p = 998kgm™, viscosidade cinemdtica
v = 1.0020 X 10"°m?s™"!) sobre um copépode com didmetro de 1 mm (D, = 1mm) e
a velocidade correspondente V), com que ele se movimenta. Para isso, construimos um
modelo 100 vezes maior (D,, = 100 mm) e o testamos com glicerina (massa especifica
p = 1263kgm™3, viscosidade cinemdtica v = 1.1876 x 10>m?s™!) em um canal com
velocidade V,, = 30cms™!, encontrando uma for¢a de arrasto no modelo F,,, = 1,3N.
Usando analise dimensional,

a) [10] Obtenha os dois grupos adimensionais do problema, utilizando como varidveis
comuns p, v, e D.

b) [10] Igualando os pardmetros adimensionais do modelo e do protétipo, calcule F, e
Vp.
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Figura 1.3: Um copépode. Imagem obtida em https://www.supercoloring.
com/coloring-pages/copepod, em 10/04/2025. Crédito da imagem origi-
nal: Ask a Biologist, Arizona State University, com licenga Creative Commons
Attribution-Share Alike.

1.5 Toda explosdo consiste na liberacdo de uma certa quantidade de energia E (armazenada
nas ligacdes quimicas do explosivo, ou nos nicleos dos dtomos, no caso de uma explosio
nuclear) para o ambiente (para fixar idéias, considere que a explosdo ocorre na atmosfera).
A explosdo consiste na propagacio de uma onda esférica de pressdo e densidade cujo raio
depende do tempo: R = R(t;...). Dentro da onda, a pressio e a densidade sdo muito maiores
que a pressdo ambiente p, e a densidade do ar ambiente, p. Suponha que as 5 varidveis
que “mandam” no problema sejam p, R, t, E, p. Obtenha os dois grupos adimensionais
correspondentes, sendo que um deve conter p (com expoente 1), ¢, E, p; e o outro deve
conter R (com expoente 1), ¢, E, p.

1.6 Em um trecho de rio de comprimento L com velocidade média constante U verifica-se
uma descarga de esgoto a montante que produz uma concentragdo volumétrica de matéria
organica Cy(t) (ap6s a dilui¢do no rio), onde ¢ € o tempo. Um engenheiro ambiental mede a
concentragdo volumétrica de matéria organica no fim do trecho ao longo do tempo, C(t),
e pretende fazer uma andlise dimensional com as varidveis Cy, Cr, L, U e t. As dimensdes
fisicas em questdo s@o a massa de matéria orgdnica M, o comprimento L e o tempo T. Ele
escolhe Cy, U e L para as varidveis que comparecerdo em ambos os grupos adimensionais.
Um dos grupos deve conter Cr, e o outro t. Encontre os grupos II; e II,.

1.7 Uma lata de 6leo de raio de base R e altura H tem um furo no fundo, de raio r. Asrazdes
r/R e R/H sio fixas, de modo que basta uma dessas varidveis na andlise do problema (vamos
usar H). O 6leo tem viscosidade cinemética v ([v] = L2T~"). Se o tempo de drenagem do
6leo da lata é T, e considerando que (obviamente) a aceleragdo da gravidade g € importante,
obtenha os 2 pardmetros adimensionais que governam o problema. As varidveis comuns
aos dois parametros devem ser, obrigatoriamente, H e g.

1.8 Em um trecho de canal ou rio, verifica-se que a velocidade média na seciio, V (LT™1),
depende das seguintes varidveis: um comprimento de rugosidade z, (L) das paredes e do
fundo; a componente da aceleragdo da gravidade na diregdo do escoamento, ~ gS, (LT™2); e
o raio hidraulico R (L). S, € a declividade do canal, e fica junto da aceleracdo da gravidade
g. Conforme indicado, elas devem ser consideradas como uma tinica variavel gS,. Ha 4
varidveis e 2 dimensdes, e portanto hd 2 parametros adimensionais. Escolha ¢S, e R para
comparecerem (possivelmente) em ambos, e obtenha IT; (envolvendo V) e II, (envolvendo
20).


https://www.supercoloring.com/coloring-pages/copepod
https://www.supercoloring.com/coloring-pages/copepod
https://askabiologist.asu.edu/sites/default/files/resources/coloring_pages/pdf/aab_plankton_coloring_page.pdf
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
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1.9 A vazdo volumétrica Q ([Q] = L*T~") em um vertedor depende de sua largura b,
da carga hidraulica h (a altura da dgua a montante em relagdo a base do vertedor) e da
aceleracdo da gravidade g. Encontre os dois grupos adimensionais governantes, sendo que
um deve conter Q (com expoente 1) e o outro b (com expoente 1).

1.10 O estudo de perfis de vento na atmosfera préximo da superficie indica que a derivada
da velocidade do vento médio, du/dz, depende da distancia da superficie z, da tensdo média
de cisalhamento do vento com a superficie 7, do fluxo de calor sensivel H (que aquece
a atmosfera a partir da superficie), do calor especifico a pressdo constante do ar c,, da
massa especifica do ar p, e do “pardmetro de flutuabilidade” g/T, onde g é a aceleracdo
da gravidade e T € a temperatura média do ar préximo da superficie. Essa lista pode ser
significativamente reduzida definindo-se a velocidade de atrito u. e a escala turbulenta de
temperatura T,:

T
U= [—,

p
H = pcpu.T..

A lista de varidveis intervenientes torna-se entdo z, ., Ty, du/dz, e g/T. Utilizando como
varidveis comuns, obrigatoriamente, z, u. € T, encontre os parametros adimensionais que
regem o problema. Note que uma das dimensoes fundamentais que deve ser usada é a
temperatura ©.

1.11 Um tanque de didmetro D com fluido de massa especifica p e viscosidade dindmica
u ([u] = MLT'T™T) possui um agitador mecanico que opera com poténcia P e velocidade
angular w. Utilizando obrigatoriamente como varidveis comuns p, D e w, obtenha os grupos
adimensionais que regem o problema.

1.12 Langhaar (1951): Quando um explosivo é detonado debaixo d’dgua, ele se converte
quase que instantaneamente em gis. A pressdo inicial do gds € py. A explosdo produz uma
onda de choque esférica que se propaga (expandindo-se) pela 4gua. Durante a propagacao,
o raio da R da esfera aumenta, e a pressdo p do gds em seu interior diminui. A pressdo
p do gis durante a explosdo depende das varidveis py, R, p (massa especifica da dgua,
cujas dimensdes sdo M L™3), k7 (compressibilidade isotérmica da 4gua) e da massa m de
explosivo. Note que k7 € definido por

1(0
KT = — (_p) .
p \aop
H4 3 dimensdes fundamentais M, L e T, e 6 varidveis. Obtenha os 3 pardmetros adimensi-

onais do problema, escolhendo obrigatoriamente py, R e p como varidveis em comum (no
mAaximo) para 0s mesmos.

1.13 Quando um escoamento uniforme com velocidade U encontra uma placa de compri-
mento L, forma-se uma camada-limite (mostrada na figura 1.4), que € uma regiao em que a
velocidade vai de zero na placa até U no limite superior da camada-limite. As varidveis de
interesse do problema sdo a for¢a por unidade de largura F da placa sobre o escoamento, a
massa especifica p do fluido, a viscosidade cinemdtica v do fluido ([v]] = L2T~"), o compri-
mento L da placa, a espessura § da camada-limite em x = L, e a velocidade ndo-perturbada
U.

Utilizando como varidveis comuns (no maximo) p, U e L, obtenha os 3 grupos adimen-
sionais do problema.
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Figura 1.4: Camada-limite sobre uma placa.
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Revisao de variaveis complexas

O feijdo-com-arroz das atividades que vamos desenvolver neste livro envolve a
capacidade de operar com nimeros complexos. De fato, muitos dos assuntos que
abordaremos, tais como a solucdo de equacdes diferenciais, problemas matriciais
(“existem autovalores reais para essa matriz? quantos?”), o cdlculo de séries de
Fourier, etc., fica muito mais féacil quando utilizamos ndmeros complexos. Por
esse motivo, € imprescindivel que as regras basicas de manipulacdo de nimeros
complexos — a dlgebra dos nimeros complexos — sejam bem compreendidas por
vocé. Este capitulo é uma breve revisdo. Aspectos mais sofisticados, como o cdlculo
com func¢des complexas, sdo deixados para depois.

2.1 - Numeros complexos

Numeros complexos s@o criaturas do tipo
z=x+1y

onde x,y € R, ei= V-1 (n6s adotamos a convengdo de escrever i = V-1 —em
tipo romano, e ndo i = V-1—em tipo itdlico; dessa forma, nés enfatizamos, dentro
das equacdes, o nimero imagindrio i; o problema, como vocé pode notar, € que no
texto ele fica confundido com a vogal ‘i’; da mesma forma, nés adotaremos para a
base dos logaritmos naturais o simbolo ‘e’ — em tipo romano, em lugar de e — em
tipo itdlico, com o mesmo problema). A motivacdo mais ébvia para a introducio
de nimeros complexos € a equacdo do 22 grau, embora historicamente os nimeros
complexos tenham aparecido no contexto das tentativas de se obter as raizes de
equagdes do 3 grau! (para mais detalhes, veja Garbi (1997).)

Vamos entdo considerar um exemplo com a equacdo do 2° grau, que € mais
facil e nos leva mais diretamente a motivacao de utilizar nimeros complexos. Seja
a equacdo do 2° grau

X% —4x +13 = 0;

usando a férmula para as raizes da equagéo do 22 grau, elas sdo

4+ V=36

2

X =

A idéia € operar “um pouco mais” essa expressdo como se V—1 fosse um nidmero

valido:
V36 = V36 X —1 = V36 x V=1 = 6V=1 = 6i.

Vale a regra
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Y

<

Figura 2.1: Interpretacdo geométrica de um niimero complexo.

Em outras palavras, as raizes da equagao

22 —4z+13=0

Z12 = 2 + 3i.

Vemos entdo uma primeira grande vantagem dos nimeros complexos: com sua
introducgdo, foda equacgdo polinomial possui sempre n raizes complexas (esse € o
Teorema Fundamental da Algebra: veja Courant e Robbins (1941)).

A parte real de z € x; a parte imagindria de z € y:

x = Rez; y=Imz.

Ambos sdo niimeros reais.
O moédulo de um nimero complexo z,

|z| =r =+x?+y?

¢ a distancia r do ponto do plano que o representa até a origem. Nao € muito dificil
escrever

X +1iy = Vx? + y? 7 2x+ =+ 7 2111 - =r[cos(0) +isen(0)].
xX*+y xX*+y

Essa dltima expressdo € a forma polar de um nimero complexo, muitas vezes
abreviada para

z = rcis(09).

Numeros complexos possuem uma interpretacdo geométrica simples, como ve-
tores de R%: veja a figura 2.1.
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2.2 - Conjugado de um namero complexo

Definicao 2.1 O conjugado do nimero complexo

z=x+1y

(€N

Zf=x—1y.

O conjugado complexo obedece as seguintes propriedades:

(21 +22)" = 2] + 25, 2.1
(z122)" = 7|75 (2.2)

Por meio do Principio da Indugdo Finita, essas propriedades generalizam-se para

[i zi] = i zZ;, (2.3)

i=1 i=1

[ﬁ zi]* = ﬁzf 2.4)

Exemplo 2.1 Provemos (2.2):
Se

Z1=x1+ iyl,
Zy = X9 + iyz,
entao
z1z2 = (x1 +iyp) (x2 +iy2)
= (x1%2 — Y1Y2) + i(x1y2 + X2y1);
(z122)" = (x1%2 — Y1Y2) — i(x1y2 + x241).
Por outro lado,
212y = (x1 — iy1) (x2 — iy)
= (x1%9 + izylyz) —1(x1y2 + x241)

= (x1x2 — y1y2) — i1y + x2y1) = (z122)" m

Exemplo 2.2 O Principio da Inducdo Finita consiste no seguinte: supde-se que uma certa
relacdo, que sempre depende de um nimero natural n, vale para n, e prova-se entdo que ela
também vale para n + 1. Em seguida, verificamos que a relagdo vale para n = 1 (ou n = 0);
consequentemente, concluimos que ela € vélida para todo n. Suponha entio que (2.4) valha
paran — 1, e faca

n—1

Za = l_lzi,

12
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2p = Zi+1-
Segue-se de (2.2) (com z, no lugar de z;, e z;, no lugar de z;) que
n * n *
i=1 i=1

= (zazb)*

— * >k.
= 2,2,

a hipétese de que (2.4) vale para n — 1 agora leva a

n-1
[f]+]
i=1
n-1
z

Continuando,

n-1
* %
1—[ Zi | %in

i=1

i

i=1

—
Tl" X
A
K\
S —
*
Il

Mas (2.4) vale trivialmente para n = 1, o que completa a prova m

Exemplo 2.3 Reescreva

1-2i
z= "
1+31
tornando o denominador puramente real.
SOLUCAO
1-2i 1-3i
z= - X -
1+31 1-31
_1-2i-3i+6i
B 1 - 9i2
-5-5i 1
= =——(1+i
10 1+

Exemplo 2.4 Dois nimeros complexos sdo z; = 27i e z, = —i/2; calcule z;z,.

SOLUCAO

212y = 2mi(—i/2) = —ni’ = m

Exercicios Propostos

2.1 Se z =3+ 2i, calcule z*.
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2.2 Calcule:

a) 3+i)(2+i)(+1i)*
b) (3+2i)/(4-1)

¢) [1+(3/2)i

2.3 Mostre que z~* = z*/|z|%.

2.3 - A formula de de Moivre
A férmula de de Moivre é
[cos(0) +isen(0)]" = cos(nf) +isen(nd), neZ (2.5)

Ela pode ser provada para n € N (n natural) e para n € Z (n inteiro) como se segue.

n natural (n € N): (2.5) pode ser provada por indug¢do. Note que (2.5) vale para
n = 0, desde que nds aceitemos por defini¢do que

VzeC, z2"=1. (2.6)
Suponha agora que (2.5) valha para n; entdo

(cos(0) +isen(6))"™ = (cos(8) +isen(6))"(cos O +isen())
= (cos(nf) +isen(nd))(cosf +isen(H))
= [cos(nB) cos(6) — sen(0) sen(nd)] +
i[sen(nd) cos(0) + sen(8) cos(nb)]
=cos((n+1)0) +isen((n+1)0). 2.7

Portanto, se (2.5) vale para n, vale também para n+ 1. Como sua validade paran = 0
ficou estabelecida, (2.5) estd provada (para n € N). Definindo-se uma nota¢do mais
compacta,

cos(0) +isen(0) = cis(9), (2.8)

a férmula de de Moivre €
[cis(0)]™ = cis(nb). (2.9

A férmula de de Moivre permite-nos calcular as n-ésimas raizes de um nimero
complexo. Sejaz =rcisa € C, onde r € R. As raizes n-ésimas de z sdo

o+ 2km

wkzrl/”cis( ) k=01,....,n-1 (2.10)

n

De fato,

+2km\]"
wZ:[rl/”cis((x " n)}

a+2kn)

rcis|n
n

=rcis(a+2kn)=rcisa=zm (2.11)
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n inteiro (n € Z): A férmula de de Moivre pode ser facilmente estendida para
n < 0. Sabemos que ela vale para n = 0; suponha agora que ela valha paraumn < 0
qualquer. Entio,

) a1 _ (cos@+isen(0))"
(cos(0) +isen(9))" ! = c0s(0) + 1sen(0)

_ (cos 8 +isen(0))"(cos(0) —isen(0))
(cos(0) +isen(0))(cos(f) —isen(h))
= (cos 8 +isen(6))"(cos(0) —isen(h))
= (cos(nf) +isen(nd))(cos(f) —isen(h))
= [cos(nB) cos(0) + sen(nb) sen(9)] + (2.12)
i[sen(nf) cos(6) — sen(0) cos(nb)]
=cos((n—1)0) +isen((n—1)9). (2.13)

Portanto, se (2.5) vale para n € Z, ela também vale para n + 1, e como ela vale para
n = 0 estd provado por indugao que ela vale para qualquer n € Z.

Exemplo 2.5 Calcule [V2/2(1 +i)]°.
SOLUCAO

z=V2/2(1+i)
= 1cis(mt/4);
2> =1 cis(51/4) m

2.4 - A formula de Euler

A esta altura ndo podemos mais postergar a

Teorema 2.1 (Formula de Euler)

' = cos(0) +isen(6). (2.14)

A “prova” que vamos fornecer é a mesma que foi dada por Euler, e nio é
realmente uma prova! Ela se baseia em supor que vale a férmula de Taylor
1 z 22 2
z _ —_— —_— —_— —_—

e _0!+1!+2!+3!+... (2.15)
para qualquer nimero complexo z. O problema dessa “prova” € que nés ndo estabe-
lecemos ainda a validade de séries de Taylor para fun¢des complexas. Na verdade,
nés nem comecamos ainda a falar de fungoes complexas (Courant e Robbins, 1941)!
Prosseguindo formalmente!, entretanto, e fazendo z = i6,

. . 2 . 3 . 4 . 5
do_ 10 G0 (0 (0 (0°
1! 2! 3! 4! 5!

IComo comenta, de forma definitiva, Greenberg (1978), “formalmente” significa, na verdade,
informalmente! “prosseguir formalmente” significa prosseguir supondo que as manipulacdes algébri-
cas valem. Os objetos sobre os quais operamos, entretanto, podem ou ndo permitir essa liberdade.
Prosseguimos, e verificamos se ao fim os resultados estdo corretos (ou ndo!).
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o 0 02 0 0t 6
e =1l+1————-1—+—+1—+...
112! 31 4! 5!
62 o . 0 o
:[1—2—!+4—!—...+1|:0—§+§—...:| (216)
cos () sen(6)

A rearrumagdo da ordem dos termos e a fatoracdo de i = V-1 feitas acima sdo
operacdes validas para séries de poténcias — mas nao para séries em geral! As
manipulac¢des que levaram Euler a sua férmula ndo seriam mais aceitdveis hoje em
dia sem demonstracdo rigorosa de sua validade.

E evidente que a férmula de Euler (2.14) generaliza a férmula de de Moivre
(2.5) paran ¢ Z. De fato,se z=rcisf en € R,

z" = [r(cos(0) +isen(0))]"
— [reie]n
— rneinO
=r"cis(nf) m 2.17)
Na prética, portanto, é preferivel usar diretamente a férmula de Euler em todas as
situacdes.

Exemplo 2.6 Calcule (—1)~
SOLUCAO

(-1)" = (e(in))“
ei

T[Z

= cos(n?) +isen(n?) m

Exercicios Propostos

2.4 Calcule i'.

2.5 Calcule todos os valores possiveis z, de (1+i)'/7. Dé sua resposta na forma z, = rpelr
onde os ry,s e 0,5 devem ser explicitados.

s

2.6 Matrizes [A;j] do tipo Aj; = A}; sdo chamadas de matrizes hermitianas. Calcule o
determinante das matrizes hermitianas:

a)

b)
1+1 2+i 3+i1
2—1 1+1i 4+i
3—1 4-i 1+i
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2.7 Usando a férmula cldssica da série de Taylor,
_\ [ n
f(2)= ;T(z—@ :

mostre que a série de Taylor de f(z) =1/(z+i) emtornode z =i

R z—i+i(z—i)2_ (z—i)? _i(z—i)4+

z+i 2 4 8 16 32
(basta chegar até a quarta poténcia).

2.5 - Desigualdades

Desigualdades sao muito importantes: por exemplo, para o cdlculo de integrais
de contorno, e muitas vezes simplesmente para avaliar o tamanho de uma determi-
nada expressao na andlise de um problema de fisica-quimica-biologia. Agora, se
w = x + iy, € 6bvio que

Vx? + 2. (2.18)

x =Rew < |w|

Em seguida, observe que

IA

122+ 212, = (2122) +(2122)" = 2Re(z)22) < 2|2]23| = 2[2]|22| = 2|21]|z2]. (2.19)
Seja agora
|21 + 22|* = (21 + 22) (21 + 22)
=221+ 2520 + 222 + 212,
= |z1|* + |z2)* + 2Re(z]2,)
< |z1? + |z2]* + 2|21 |22
= (|21l + |22D%

extraindo a raiz,
|21 + 25| < |z1| +|z2| m (2.20)

Esta € a famosa, e importantissima, desigualdade do triangulo.
Agora,

lz1] = (21 = z2) + 22| < |21 — 22| + |z2| =
|z1] = |z2] < |21 = 22;
por simetria,
|z2] = |z1] < |22 — 21| = |21 — 22| =
llz1] = |z2l| < |z1 — 22| = (2.21)
Finalmente, fazendo-se z3 = —z,, obtém-se
llz1] = |23l < |21+ 23| m (2.22)

Novamente, pelo Principio da Indug¢do Finita, teremos

n

ZZ" < zn: |zi]. (2.23)
i=1

i=1

Nao vamos provar, mas a extensao para integrais é 6bvia:

/ f(z)dz| < / f (2) dz|. (2.24)
< <

Mas em (2.24) nds nos adiantamos demais. N6s nao definimos ainda o significado
de integrais no plano complexo, ao longo de um caminho Z.




45 2.6— Algebra com niimeros complexos

2.6 — Algebra com nimeros complexos

Neste capitulo, nés ndo vamos ver — ainda — o Célculo com nimeros comple-
x0s, ou seja: fungdes complexas de nimeros complexos, suas séries, suas derivadas
e suas integrais. A excecfo foi a férmula de Euler, (2.14), que € tdo 1til que ndo
pode esperar!

Mas n6s podemos e devemos entender algo essencial a respeito de niimeros
complexos:

A dlgebra dos niimeros complexos é exatamente a mesma dos niimeros
reais.

Existe uma coisa, apenas uma coisa, que os nimeros complexos nao ‘“herdam”
dos reais: as relagcdes de ordem. No6s podemos dizer que 1 < 4, e que —4 < -2,
quando essas quantidades indicam claramente ndmeros reais. Mas nés ndo podemos
dizer nada a respeito de quem é maior: 1, i, ou V2/(2(1 +1)).

O motivo pelo qual nés ndo podemos comparar dois nimeros complexos para
decidir qual deles € o maior, e qual é o menor, € que existem infinitas direcdes a
partir de (0, 0) ao longo das quais podemos “andar” no plano complexo.

Mesmo assim, nés ainda vamos precisar saber se dois nimeros complexos estdo
“proximos” um do outro; nés vamos precisar calcular limites e decidir se uma série
de nimeros complexos “converge” para uma valor complexo, calcular derivadas,
etc.. Todas as manipulacdes que faremos desses conceitos precisardo ser feitas com
os modulos de nimeros complexos. Como os médulos sdo eles mesmos nimeros
reais, nés podemos compara-los. Por exemplo:

Definicao 2.2 (Limite de uma quantidade complexa). Dizemos que z — z, (ou que
o limite de z € zy) quando

lim |z — z| = 0.
z—2)

Como ja vimos acima no Exemplo 2.6, a férmula de Euler (2.14) costuma ser
de grande ajuda para manipulacdes algébricas. Um pouco de treino:

Exemplo 2.7 Calcule
I =/ e ¥ cos(ax) dx
0

com o auxilio de nimeros complexos e da férmula de Euler.

SOLUCAO

(o)

I e ¥ Re(el™) dx

0

= Re /00 e(ia—l)x dx
0

1 o
= Re - / ele=Dx (jg — 1)dx
0

= Re [e(ia—l)oo _ e(ia—l)O]
ia—1
1
=Re -
1—-1a
1+ia 1
= Re

= [ ]
1+a2 1+a?
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Detalhe: lim,_,o. €% ndo existe! (Por qué?) Porém,
e(ia—l)oo = lim e(ia—l)x
X—00
= lim e ¥el™* =,

X—00

pois o fator e™™ anula, & medida que x cresce, as oscilacdes de e'**.

A férmula de Euler € particularmente ttil para lidar com identidades trigono-
métricas. Considere o seguinte:

ei(a+b) iaeib.

>

cos(a+b) +isen(a+b) = [cos(a) +isen(a)] [cos(b) +isen(d)];

=€

cos(a+b)+isen(a+b) = [cos(a)cos(b) —sen(a) sen(b)]
+1i[sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a)] ;

vocé€ consegue ver as identidades trigonométricas para o cosseno e o seno da soma?
Ela também € muito util para lidar com as fungées hiperbélicas

cosh(x) = % (2.25)
senh(x) = % (2.26)

que se 1€ “cosseno hiperbdlico” e “seno hiperbdlico”, respectivamente. Essas fun-
¢Oes estdo mostradas na figura 2.2. Note que o cosseno hiperbdlico € uma fungio
par e tem um minimo em x = 0: cosh(0) = 1; o seno hiperbdlico é uma fungao
1’mpar.2

Segue-se que

cosh(ix) = % (eix + e_ix) = cos(x); (2.27)
senh(ix) = % (eix - e_ix) =isen(x). (2.28)

Substituindo x por —ix nas equagdes acima,

cosh(x) = cos(—ix) = cos(ix);

senh(x) = isen(—ix) = —isen(ix).
As fungdes hiperbdlicas possuem sua propria trigonometria (a trigonometria hiper-
bélica), e suas identidades trigonométricas. Das equacdes acima,

cosh?(x) — senh?(x) = cos?(ix) — (isen(ix))?
= cos’(ix) — i’ sen®(ix) = 1 m
Observe que nas manipulagdes acima nds supusemos que existern coisas do tipo
sen(ix), ou seja: que as funcdes trigonométricas se estendem, naturalmente, para
os complexos. Por exemplo, nés acabamos de supor, acima, que vale a identidade
cos®(ix) + sen?(ix) = 1

para qualquer x, real ou complexo. Isso é a mesma coisa que foi preciso fazer,
no fundo, para dar sentido a expressio €', e no contexto em que estamos traba-
lhando ¢ aceitdvel. Conforme mencionamos acima, dar rigor a essas afirmacgdes
requer o desenvolvimento de Andlise Complexa. N6s vamos simplesmente admitir
que essas idéias funcionam (e, de fato, elas funcionam, como pode ser mostrado
rigorosamente), e usd-las sempre que isso for conveniente.

2Se vocé ndo se lembra do significado de “funcio par” e “fungdo impar”, veja as definicdes na
secdo 15.5 antes de prosseguir.
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15.00 T
cosh(x)
10.00 senh(x)
5.00 >
\\_//
0.00 ——
-5.00
—10.00
—15.00
-3 -2 -1 1 2 3

X

Figura 2.2: Fungdes hiperbdlicas: cosh(x) e senh(x).

Exercicios Propostos

2.8 Calcule a identidade trigonométrica para cos(a + b + c).

2.9 Use a férmula de Euler para calcular

/ sen?(x) dx.

2.10 Utilizando obrigatoriamente a férmula de Euler, calcule

/ xe~ % sen(bx) dx
0

paraa > 0,b > 0.

2.11 Mostre que
x > tgh(x), Vx > 0,

ou seja: que ndo € possivel encontrar nenhum x > 0 tal que
x = tgh(x).
Sugestdo: mostre que
E(x) = x — tgh(x)
3 x(e*+e™) —(eX—e™)

eX +e X

Agora, utilizando as séries de Taylor

x(e¥+e

>

) 2(2n+1) 2t
Z (2n+ 1)'

2
e —e X)) = x2n+1.
( ) ; (2n+1)!

encontre a expressao para dsp. €m

o 2n+1
Zn:l A2n+1X

G = (e +e™)

(ateng@o para o inicio do somatério em n = 1: por qué?) Qual € o sinal de ay,+; na expressao
acima? Qual € o sinal de E(x)? Por que isso prova que x > tgh(x) para x > 0?
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Ferramentas computacionais

Neste capitulo nés fazemos uma introdugdo muito rdpida a duas ferramentas com-
putacionais.

Python € uma linguagem de programacdo, razoavelmente clissica, e da qual
nés vamos explorar apenas uma parte chamada de programacdo procedural. A
escolha de Python deve-se ao fato de ela ser uma linguagem fécil de aprender, e de
existirem muitas bibliotecas de rotinas em Python que tornam muitas das tarefas de
Matemaitica Aplicada faceis de implementar em um computador.

Maxima € uma linguagem de processamento simbdlico. Da mesma maneira
que noés faremos contas com Python, nds faremos dlgebra com Maxima. Os usos
que faremos de Maxima estardo longe de explorar todo o seu potencial. N6s vamos
apenas calcular algumas integrais, algumas séries de Taylor, e resolver algumas
equagdes diferenciais ordindrias; entretanto, a rapidez com que faremos isso justifica
amplamente o seu uso.

Este texto utiliza Python 3.x, e isso € enfatizado na primeira linha dos arquivos-
fonte de Python utilizados, onde se usa #! /usr/bin/python3.

3.1 - Antes de comecar a trabalhar,

Vocé precisard de algumas condi¢des de “funcionamento”. Eis os requisitos
fundamentais:

1) Saber que sistema operacional vocé estd usando.

2) Saber usar a linha de comando, ou “terminal”, onde vocé datilografa comandos
que sdo em seguida executados.

3) Saber usar um editor de texto.
4) Certificar-se de que vocé tem Python instalado.

5) Certificar-se de que voc€ tem Numpy (um médulo de Python que deve ser
instalado a parte, e que vamos utilizar seguidamente) instalado.

6) Certificar-se de que vocé tem Maxima instalada.

z

Atencdo! Um editor de texto ndo € um processador de texto. Um editor
de texto ndo produz letras de diferentes tamanhos, ndo cria tabelas, e ndo insere
figuras. Um editor de texto reproduz o texto que vocé datilografa, em geral com
um tipo de largura constante para que as colunas e espacos fiquem bem claros.
Um editor de texto que “vem” com Windows chama-se notepad, ou bloco de notas
nas versdes em Portugués; um excelente substituto chama-se notepad++ (https:
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//notepad-plus-plus.org). Em Linux, editores de texto simples sdo o gedit
(http://projects.gnome.org/gedit/) — que também funciona muito bem em
Windows, e o kate. Programadores mais experientes costumam preferir o vim, ou o
Emacs. Esses dois tltimos possuem versdes para os 3 sistemas operacionais mais
comuns hoje em dia: Windows, Linux e Mac OS X.

Quando vocé estiver praticando o uso das ferramentas computacionais descritas
neste texto, suas tarefas invariavelmente serao:

1) Criar o arquivo com o programa em Python, ou Maxima, usando o editor de
texto, e salva-lo.

2) Ir para a linha de comando.

3) Executar o programa digitando o seu nome (e ndo clicando!’), possivelmente
precedido por python ou maxima.

4) Verificar se o resultado esta correto.

5) Se houver erros, voltar para 1), e reiniciar o processo.

Neste texto, eu vou partir do principio de que todas essas condigdes estdo
cumpridas por vocé, mas ndo vou detalhd-las mais: em geral, sistemas operacionais,
editores de texto e ambientes de programacdo variam com o gosto do fregués:
escolha os seus preferidos, e bom trabalho!

Exercicios Propostos

3.1 Vocé ja devia estar esperando por isto: o que € um sistema operacional? Qual € o
sistema operacional que voc€ usa?

3.2 Como saber se Python estd instalado?

3.2 - Python

Python reconhece os seguintes tipos “bésicos” de varidveis: strings, nimeros
inteiros, nimeros de ponto flutuante, e nimeros complexos.

Strings e Inteiros

Strings, ou cadeias de caracteres, sdo criaturas do tipo 'abacaxi', e nimeros
inteiros sdo criaturas do tipo -1, 0, e 32767. O tipo das strings que vamos usar
chama-se str em Python 3.x. O tipo dos nimeros inteiros chama-se int em Python.

A listagem 3.1 mostra o contetido do arquivo binint . py com alguns exemplos
simples do uso de inteiros e strings. A legenda de cada listagem se inicia sempre
com o nome do arquivo correspondente. A listagem é um retrato fiel do arquivo,
com duas excecdes: as palavras reservadas de Python estdo sublinhadas na listagem
(mas ndo no arquivo), e os espagos em branco dentro das strings estdo enfatizados
pelo simbolo .

Atencdo: os nimeros que aparecem a esquerda da listagem ndo fazem parte
do arquivo. Em Python, um comentdrio inicia-se com #, e prossegue até o fim
de linha. A maior parte dos comandos de binint.py estd explicada nos préprios
comentdrios. Alguns comentdrios (sem intencdo de trocadilho) adicionais, por
linha, sdo os seguintes:
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Listagem 3.1: binint.py — Exemplo de strings, e inteiros.

#!/usr/bin/python3

a = 'agafréo' # a & uma string

print (a) # imprime a na tela

print (len(a)) # imprime o nimero de caracteres de a

i = 2*%%32 - 1 # i & o maior int s/sinal que cabe em 32 bits

b = str(i) # converte i & string correspondente b

print (b) # imprime b na tela

print ('---pa:"') # separa a saida do primeiro for

for ¢ in a: # p/ cada c de a, imprime seu valor unicode
print ('ord(', ¢, '")yu=y', ord(c))

print ('---4b: ") # separa a saida do segundo for

for ¢ in b: # p/ cada c de b, imprime seu valor unicode
print ('ord(', ¢, "'")u=u', ord(c))

print (chr (227)) # imprime o caractere unicode no 227

1 Esse comentério especial torna o arquivo executdvel em Linux. O caminho

/usr/bin/python3 pode variar com a instalagdo, e mais ainda com o
sistema operacional. Veja o comentdrio sobre as versdes de Python na
pagina 48.

5 O operador ** significa exponenciacdo. Nesta linha, a varidvel i torna-se
um int, e recebe o valor 232 — 1. Esse é o maior valor sem sinal que um
inteiro pode assumir, ja que o maior inteiro que cabe em 32 bits é

11111111111111111111111111111111 (bindrio) =
1x2M+1x20+1x2¥ 4+ +1x22+1x2'+1x20 =
4294967295 (decimal) .

9-10 O comando for percorre em ordem um objeto iterdvel (no caso, a string
'agafrdo' € iterdvel, com a[0] == 'a', a[l1l] == '¢', etc.). O corpo
do for tem que ser indentado, e na listagem a indentacdo é de 3 espacos'.
Dessa forma, no caso da linha 11, o comando
[print('ord(‘ ,c,') ="', ord(c)) ]
¢é executado 7 vezes, uma para cada caractere de a. A volta a indentacdo
anterior na linha 12 define o fim do for. Note que os colchetes acima ndo
fazem parte do comando; eles apenas o delimitam, como se fossem aspas.

Vamos agora a saida do programa binint. py:

agafréo

7

4294967295

--- a:

ord( a ) = 97

ord( ¢ ) = 231

ord( a ) = 97

ord( £ ) = 102

ord( r ) = 114

ord( & ) = 227

ord( o ) = 111

--- b:

ord( 4 ) = 52

ord( 2 ) = 50

ord( 9 ) = 57

IEm Python, o nimero de espacos usados para a indentagdo ndo é fixo, podendo ser escolhido
pelo usudrio. Porém, uma vez feita sua escolha, seja consistente. Neste texto, nés sempre usaremos 3

espagos.
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Listagem 3.2: floats.py — Exemplo de uso de float e complex.

#!/usr/bin/python3
from math import pi, e, sin
from cmath import sin as csin

pi, e, e semno

o seno de um nuimero complexo vem
com outro nome, para néo
confundir

a raiz quadrada de um numero
complexo vem com outro nome, para
ndo confundir

imprime o valor de pi

imprime o valor de e

imprime sen(pi/2)

neste programa, i == sqrt(-1)
imprime sen(i)

from cmath import sqrt as csqrt

print ('pigy=y',pi)
print('eyu=y',e)

print ('sen(pi/2)y,=y"',sin(pi/2))
i = csqrt(-1.0)

print ('sen (i) uuu=u',csin(i))

H o H H H HHHHH R

ord( 4 ) = 52
ord( 9 ) = 57
ord( 6 ) = 54
ord( 7 ) = 55
ord( 2 ) = 50
ord( 9 ) = 57

5 ) = 53

ord (
a

print imprime com o formato apropriado inteiros e strings (e muito mais:
quase tudo, de alguma formal!). O maior inteiro que cabe em 32 bits sem sinal é
4294967295 (como ji vimos acima). A posicio do caractere a na tabela Unicode®
€ 97; a posi¢ado do caractere ¢ € 231; a posi¢ao do caractere 4 € 52. Finalmente, o
caractere Unicode de ntimero 227 é o &.

Se vocé estiver vendo uma saida diferente da mostrada acima, com caracteres
estranhos, nao se assuste (demais): o seu arquivo binint.py e o terminal dentro do
qual vocé estd executando este programa certamente estdo utilizando codificagdes
diferentes (veja se o apéndice D.1 pode ajudar).

Nameros de ponto flutuante “reais” e “complexos”

Em primeiro lugar, um esclarecimento: no computador, ndo € possivel represen-
tar todos os nimeros x € R do conjunto dos reais, mas apenas um subconjunto dos
racionais Q. Linguagens de programacdo mais antigas, como FORTRAN, ALGOL
e PASCAL, mesmo assim chamavam esses tipos de REAL. A partir da linguagem
de programacdo “C”, e continuando com Python, em muitas linguagens passou-se
a usar o nome mais adequado float.

Python vem com uma grande quantidade de médulos predefinidos, e vocé pode
adicionar seus proprios médulos. Deles, importam-se varidveis e fungdes (e outras
coisas) tteis. Nosso primeiro exemplo do uso de nimeros de ponto flutuante (float)
e “complexos” (complex) ndo podia ser mais simples, na listagem 3.2

Eis a saida de floats.py:

pi = 3.14159265359

e = 2.71828182846
sen(pi/2) = 1.0

sen (i) = 1.17520119364j

Os comentdrios importantes seguem-se. Lembre-se de que na maioria dos casos
vocé estd vendo aproximacoes racionais de nimeros reais, e que o computador nio
pode lidar com todos os niimeros reais.

2Ve_jahttps://pt.wikipedia.org/wiki/Unicode
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Como era de se esperar, sen(nt/2) = 1. Por outro lado, o seno de i é um nimero

“puramente imagindrio™?, e vale ~ 1,17520119364i. Note que Python usa a letra
j para indicar um valor imagindrio (e ndo i). Na linha 12, eu “forcei a barra”, e
criei a varidvel que, em notagdo matematica se escreveria i = V—1. Mas eu também
poderia ter simplesmente eliminado essa linha, e substituido a linha 13 por
[ print('sen(i) = ',csin(1j)) ] .
Note que existem dois médulos, math e cmath, para varidveis “reais” e “complexas”,
respectivamente. Em ambos, existe uma fun¢do denominada sin, que calcula o
seno. Para poder usar essas duas funcdes diferentes em meu programa floats. py,
eu rebatizei a fun¢do sin complexa de csin, no ato da importacdo do médulo, com
o mecanismo from ... import ... as ... (linha3). Idem para csqrt.

Exercicios Propostos

3.3 Usando Python, converta 7777 da base 10 para a base 2. Sugestdo: estude a documen-
tacdo em www.python. org, e encontre a rotina pré-definida (built-in) que faz isso.

3.4 Como se faz para concatenar as strings "bom" e "demais"?

Obtencao de uma curva de permanéncia

Uma funcao distribui¢do acumulada (FDA) de probabilidade é uma fun¢do que
nos informa qual € a probabilidade de que uma varidvel aleatdria Q assuma um valor
menor ou igual que um certo “nivel” g. Os valores de Q variam de experimento
para experimento. Por exemplo, se Q € a vazdo maxima didria em um rio em um
ano qualquer, o valor observado de Q varia de ano para ano.

A tabela 3.1 d4 os valores da vazdao mdxima anual para o Rio dos Patos, PR,
estacio ANA (Agéncia Nacional de Aguas do Brasil) 64620000, entre 1931 e 1999.

Provavelmente, a maneira mais simples de se estimar uma FDA a partir de um
conjunto de dados € supor que os dados representam a totalidade das possibilidades,
e que as observacgdes sdo equiprovaveis (em analogia com os 6 Unicos resultados
possiveis do lancamento de um dado ndo-viciado). No caso da tabela 3.1, se g; € a
vazdo médxima do i-ésimo ano, teriamos que a probabilidade de ocorréncia de g; é

1
P{QO=gqi} =,

n

3.1

onde n € o nimero de observacgdes. Mas a FDA por definicdo é

F(q) = P{Q < q}. (3.2)

Para obté-la, € preciso considerar os valores iguais ou menores que o valor de corte
q. Portanto, nés devemos primeiro ordenar os g;s de tal maneira que

G =91 <... 2 qn-1.

Note que a ordenacgdo ndo altera (3.1). Apds a ordenagdo, o cdlculo de F(q;) €
trivial: .
1
1 i+
Flg) =), —=—. (3.3)
“n n
F(q;) em (3.3) é chamada de distribui¢do acumulada empirica de probabilidade. Em
Hidrologia, muitas vezes (3.3) é denominada curva de permanéncia. O resultado

30u seja: com parte real nula.
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Tabela 3.1: Vazdes Mdximas Anuais (m>s~1) no Rio dos Patos, PR, 1931-1999

Ano VazMiax Ano VazMax Ano VazMax Ano Vaz Max

1931 272.00 1951 266.00 1971 188.00 1991 131.00
1932 278.00 1952 192.10 1972 198.00 1992 660.00
1933 61.60 1953 131.80 1973 252.50 1993 333.00
1934 178.30 1954 281.00 1974 119.00 1994 128.00
1935 272.00 1955 311.50 1975 172.00 1995 472.00
1936 133.40 1956 156.20 1976 174.00 1996 196.00
1937 380.00 1957 399.50 1977 75.40 1997 247.50
1938 272.00 1958 152.10 1978 146.80 1998 451.00
1939 251.00 1959 127.00 1979 222.00 1999 486.00
1940 56.10 1960 176.00 1980 182.00
1941 171.60 1961 257.00 1981 134.00
1942 169.40 1962 133.40 1982 275.00
1943 135.00 1963 248.00 1983 528.00
1944 146.40 1964 211.00 1984 190.00
1945 299.00 1965 208.60 1985 245.00
1946 206.20 1966 152.00 1986 146.80
1947 243.00 1967 9275 1987 333.00
1948 223.00 1968 125.00 1988 255.00
1949 68.40 1969 135.60 1989 226.00
1950 165.00 1970 202.00 1990 275.00

Listagem 3.3: patos-medmax.dat — Vazdes média e mdxima anuais, Rio dos
Patos

1931 21.57 272.00
1932 25.65 278.00
1933 4.76 61.60
1934 11.46 178.30
1935 28.10 272.00

(i + 1)/n é denominado uma posicdo de plotagem. Por diversos motivos, existem
muitas outras posi¢des de plotagem possiveis para a FDA empirica. Uma muito
popular € (i + 1)/(n + 1). A discussdo detalhada de posi¢Ges de plotagem deve
ser feita em um curso de Probabilidade e Estatistica, e ndo aqui, onde (3.3) serve
(apenas) como um exemplo motivador.

Os dados da tabela 3.1 estdo digitados no arquivo patos-medmax.dat (Apén-
dice E). Esse arquivo contém 3 colunas contendo, respectivamente, o ano, a vazao
média do ano, e a vazdo mdxima do ano. A listagem 3.3 mostra as 5 primeiras linhas
do arquivo (que possui 69 linhas).

O programa fqiemp.py, mostrado na listagem 3.4, calcula a curva de per-
manéncia, ou FDA empirica, para as vazdes maximas anuais do Rio dos Patos.
Essa €, simplesmente, uma tabela de duas colunas: a vazao observada (em ordem
crescente), e o valor de (i + 1) /n.

Como antes, os comentdrios em fqiemp . py explicam muito do que estd acon-
tecendo. Mas hd necessidade de explicacdes adicionais:

2 A funcdo pré-definida open abre o arquivo patos-medmax.dat, descrito
acima e exemplificado na listagem 3.3. O segundo argumento de open, a
string 'rt ', diz duas coisas: com r, que se trata de uma operacao de leitura,
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Listagem 3.4: fqiemp.py — Calculo de uma FDA empirica

#!/usr/bin/python3
fin = open('patos-medmax.dat','rt')

qmax = []

for linha in fin:
campo = linha.split()
print (campo)

qi = float (campo[2])

gmax . append (qi)
fin.close ()
fou = open('fqgiemp.dat','wt')
qmax .sort ()
n = len(gmax)

for i in range(n):

qi = qmax[il]

Fi (i+1)/n

fou.write('y%8.2f,%8.6f\n"' % (qi,Fi))
fou.close ()

HOH B H OH HHHHHHEHHHEHHHH®HR

abre o arquivo de dados
(entrada)

uma lista vazia

loop nas linhas do arquivo
separa os campos

para ver campo a campo na
tela

a vazdo & o terceiro campo
adiciona qi a lista qmax
fecha o arquivo de entrada
abre o arquivo de saida
ordena a lista

tamanho da lista

loop nos elementos da lista
ordenada

vazéo

posigdo de plotagem
imprime uma linha

fim de papo

(read), de um arquivo que ja existe: isso garante que patos-medmax.dat
ndo serd modificado por fqiemp.py; com t, que se trata de um arquivo
texto. Um arquivo texto é um arquivo formado por linhas, sendo cada linha
uma string. As linhas sdo separadas por caracteres (invisiveis no editor de
texto) de fim de linha, que convencionalmente nés indicamos por ‘\n’. Um
arquivo texto € um objeto iterdvel, que pode ser acessado linha a linha.

4 Nesta linha, gmax € inicializado como uma lista vazia. Uma lista é uma
sequéncia de objetos quaisquer. Dada uma lista a, seus elementos sdo a [0],
a[1], etc.. Uma lista a com n objetos vai de a[0] até a[n-1].

5 Este é o loop de leitura do programa. linha € uma string que contém em
cada iteragdo uma das linhas de patos-medmax.dat.

6 E preciso separar uma linha (veja a listagem 3.3) em seus 3 campos. O
método* split separa a string linha em 3 strings, e as coloca em uma
lista campo == [ campo[0], campo[1], campo[2] ], usando os es-
pacos em branco como separadores (que sdo eliminados).

7 Cada um dos campos agora é ele mesmo uma string, com os valores separa-
dos. As 5 primeiras linhas que aparecem na tela devido ao comando print
da linha 7 sao:

['1931', '21.57', '272.00']
['1932', '25.65', '278.00']
['1933', '4.76', '61.60']

['1934', '11.46', '178.30']
['1935', '28.10', '272.00']

9 No entanto, esses campos ainda sdo strings, € ndo floats. Aqui o terceiro
campo € convertido em um float e vai para a varidvel qi.

10 Finalmente, qi € incluida na lista gmax.

11 E bom estilo de programacio fechar cada arquivo previamente aberto.

4Em Python, um método é uma rotina que “pertence” a uma varidvel ou um tipo (a rigor, a uma

classe, mas este nao € um curso de programagao).
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Listagem 3.5: fqiemp.dat — FDA empirica da vazdo médxima anual no Rio dos
Patos.

56.10 0.014493
61.60 0.028986
68.40 0.043478
75.40 0.057971
92.75 0.072464
12 Agora o programa abre o arquivo de saida, fqiemp.dat. wsignifica abertura

para escrita (wrife); e t que 0 arquivo sera texto.

13 sort é um método pré-definido para qualquer lista, que a ordena (por default
em ordem crescente).

14 len € uma fungdo pré-definida que retorna o ndmero de elementos da lista.
15 loop para impressdo no arquivo de saida.
17 Obtém o i-ésimo elemento de gmax, colocado na varidvel qi, que € re-

utilizada para esse fim.

18 Calcula a posi¢@o de plotagem, utilizando o operador / para dividir dois
ints e gerar um resultado correto do tipo float.

19 write € um método do arquivo fou. write sempre escreve seu Unico
argumento, que fem que ser uma string, no arquivo. Trata-se portanto do
problema inverso do loop de leitura, que transformava strings em floats:
agora precisamos transformar floats em uma string. E para isso que
serve o operador %: ele tem a sua esquerda uma string com os campos de
formatagdo especiais %8.2f e %8.6f; a sua direita uma fupla® (qi,Fi)
com tantos elementos quantos sdo os campos de formatacdo. O primeiro
elemento serd substituido no primeiro campo de formatacao por uma string
com 8§ caracteres, sendo 2 deles para casas decimais. O segundo elemento
serd substituido no segundo campo de formatacdo por uma string com 8
caracteres, sendo 6 deles para casas decimais. A string resultante, que
precisa conter explicitamente o caractere de fim de linha ‘\n’, serd escrita
no arquivo de saida.

As primeiras 5 linhas do arquivo de saida fqiemp . dat sdo mostradas na listagem
3.5; o seu gréfico, plotado a partir de fqiemp.dat, € mostrado na figura 3.1

Exercicios Propostos

3.5 Dado um niimero inteiro p lido do terminal, escreva um programa Python para procurar
o indice i de uma lista a de 10 niimeros inteiros definida internamente no programa tal que
a[i] == p, e imprimir o resultado.

3.6 As primeiras linhas do arquivo de dados bhdados. txt, que contém dados de precipi-
tacdo acumulada mensal em Belo Horizonte, sdo mostradas a seguir:

# Estagio : BELO HORIZONTE - MG (OMM: 83587)

SEm Python, uma tupla é uma lista imutdvel.
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Figura 3.1: FDA empirica da vazio mdxima anual no Rio dos Patos.

# Latitude (graus) : -19.93

# Longitude (graus) : -43.93

# Altitude (metros): 915.00

# Estagdo Operante

# Inicio de operagdo: 03/03/1910

# Periodo solicitado dos dados: 31/12/1980 a 31/12/2011

# 0Os dados listados abaixo s&o os que encontram-se digitados no BDMEP
# Hora em UTC

# ———mmme e -

# Obs Os dados aparecem separados por ; (ponto e virgula) no formato
# txt. Para o formato planilha XLS, siga as instrugdes

# ____________________

# Estacao;Data;Hora;PrecipitacaoTotal;
83587;28/02/1981;0000;7.5;
83587;31/03/1981;0000;195;
83587;30/04/1981;0000;83.3;
83587;31/05/1981;0000;7;
83587;30/06/1981;0000;17.5;
83587;31/07/1981;0000;0;
83587;31/08/1981;0000;0;
83587;30/09/1981;0000;0.8;
83587;31/10/1981;0000;120.9;
83587;30/11/1981;0000;404;
83587;31/12/1981;0000;248.2;
83587;31/01/1982;0000;330.5;
83587;28/02/1982;0000;52;
83587;31/03/1982;0000;374.4;

O programa bhclima. py a seguir 1€ o arquivo bhdados. txt; escreva ao lado de cada
linha da listagem abaixo o que a linha faz.

#!/usr/bin/python3
from numpy import zeros
pp = zeros((12,31),float)
ppl:,:1 = -9999
fin = open('bhdados.txt','rt')
for line in fin:
line = line.rstrip()
if line[0] == '#':
continue
campo = line.split(';"')
prec = float (campo [3])
data = campo [1].split('/"')
imes = int(datal1]) - 1
iano = int(datal[2]) - 1981
pplimes,iano] = prec
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Listagem 3.6: bintext.py — Exemplo de arquivo texto e arquivo bindrio

#!/usr/bin/python3

i = 673451

bdet = bin(i)

print (bdet)

fot = open('i.txt','wt')

fot.write('%6d' % i)

fot.close ()

from struct import pack

b = pack('i',i)

fob = open('i.bin','wb')

fob.write (b)

fob.close ()

print (type(i))

print (type (b))

from os.path import getsize

print ('tamanho doyarquivoytxty=y%d bytes' ) getsize('i.txt'))
print ('tamanho doyarquivoybiny=_%d bytes' 7 getsize('i.bin'))

Arquivos texto e arquivos binarios

Arquivos texto sio legiveis por seres humanos. Qualquer representacao interna
é primeiramente traduzida para uma string de caracteres antes de ser escrita em
um arquivo texto. Arquivos bindrios em geral armazenam informagdo com a mesma
representacdo interna utilizada pelo computador para fazer contas, etc..

Como sempre, um exemplo vale por mil palavras. Na listagem 3.6, temos
0 programa bintext.py, que produz dois arquivos: o arquivo texto i.txt, € o
arquivo bindrio i.bin. Cada um desses arquivos contém o nimero inteiro i ==
673451.

Eis aqui a dissecacdo de bintext.py:

3 A funcio pré-definida bin produz a representacdo do objeto na base 2.

6 Escreve a varidvel i no arquivo i.txt, usando um campo de 6 caracteres,
que € o tamanho necessario para escrever i na base 10.

8 A tnica maneira de ler ou escrever um arquivo bindrio em Python é por
meio de byte strings: strings em que cada elemento é um byte (8 bits). O
moédulo struct prové a conversao de, e para, byte strings.

9 Converte i em uma byte string. Como a representacio interna de i é em 4
bytes, o tamanho de b serd de 4 bytes.

13—-14 Verifica os tipos de i e b.
16-17 Mostra o tamanho de cada um dos arquivos gerados.

Finalmente, a saida de bintext.py é

0b10100100011010101011

<class 'int'>

<class 'bytes'>

tamanho do arquivo txt = 6 bytes
tamanho do arquivo bin = 4 bytes

Conte os bits na primeira linha acima (ap6s o prefixo Ob, que indica a represen-
tacdo na base 2): eles correspondem aos 4 bytes que custa ao programa para guardar
o ndmreo inteiro 673451 (apenas 20 bits sdo mostrados; os 12 bits a esquerda desses
s@o iguais a zero). Repare que o arquivo binério € menor que o arquivo texto. Em
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Listagem 3.7: writearr.py — Escreve um arquivo bindrio contendo 3 “linhas”,
cada uma das quais com um array de 10 floats.

#!/usr/bin/python3
from numpy.random import rand
fob = open('a.bin','wb')
for k in range(3):
a = rand (10)
a.tofile(fob)
fob.close ()

abre um arq bindrio para escrita

loop em 3 "linhas"

gera um array com 10 nimeros aleatdérios
escreve uma "linha"

H H B H

geral, arquivos bindrios tendem a ser menores (para a mesma quantidade de infor-
macao). A outra grande vantagem ¢é que a leitura e a escrita de arquivos bindrios é
muito mais rdpida, porque ndo ha necessidade de traduzir a informacao de, e para,
Strings.

Na prética, arquivos bindrios estdo invariavelmente associados ao uso de arrays,
pelo menos em Engenharia. O médulo Numpy (http://numpy.scipy.org), que
ndo vem com Python, e necessita ser instalado a parte, proporciona um tipo chamado
array, e permite manipular com boa eficiéncia computacional vetores e matrizes
em Python. O tipo permite na prética substituir /istas (tipo 1ist); ademais, tudo ou
quase tudo que funciona com listas também funciona com arrays. Neste texto, nos
faremos a partir de agora amplo uso de Numpy e de seu tipo array. A referéncia
completa de Numpy estd disponivel em dominio publico (Oliphant, 2006), podendo
também ser adquirida pela Internet.

Além de definir arrays, Numpy também proporciona seus préprios métodos
e fungdes para ler e escrever de e para arquivos bindrios. Vamos entdo dar dois
exemplos muito simples, porém muito esclarecedores.

Primeiro, um programa para escrever um array. A listagem 3.7 mostra o pro-
grama writearr.py. O programa usa uma rotina disponivel em numpy, rand, para
devolver um array com 10 niimeros aleatérios entre O e 1. writearr. py repete por
3 vezes a geracdo de a e a sua escrita no arquivo bindrio a.bin: a escrita utiliza o
método tofile. Repare que tofile é um método do array a; ele ndo precisa ser
importado, pois ele “j4 faz parte” da varidvel a a partir do momento em que ela é
criada. writearr roda silenciosamente: nao ha nenhuma saida na tela. No entanto,
se procurarmos no disco o arquivo gerado, teremos algo do tipo

>1ls -1 a.bin
-rw-r--r-- 1 nldias nldias 240 2011-08-28 14:08 a.bin

O arquivo gerado, a.bin, possui 240 bytes. Em cada uma das 3 iteracGes de
writearr.py, ele escreve 10 floats no arquivo. Cada float custa 8 bytes, de
modo que em cada iteracdo 80 bytes sdo escritos. No final, sdo 240.

E importante observar que o arquivo a . bin ndo possui estrutura: ele “nio sabe”
que dentro dele mora o array a; ele é, apenas, uma “linguica” de 240 bytes. Cabe
a vocé, programadora ou programador, interpretar, ler e escrever corretamente o
arquivo.

Prosseguimos agora para ler o arquivo bindrio gerado. Isso € feito com o
programa readarr . py, mostrado na listagem 3.8.

O programa importa a rotina fromfile de Numpy, a partir da qual 3 instincias
de a sdo lidas do arquivo a.bin e impressas com formato na tela. Eis a sua saida:

0.2327 0.6117 0.7713 0.5942 0.1799 0.3156 0.1473 0.4299 0.0870 0.0846
0.4301 0.9779 0.0322 0.4833 0.6097 0.4387 0.0639 0.1399 0.4350 0.7737
0.5809 0.0382 0.6567 0.8062 0.8427 0.2511 0.2897 0.5785 0.2892 0.0385
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Listagem 3.8: readarr.py — L& um arquivo bindrio contendo 3 “linhas”, cada
uma das quais com um array de 10 f1loats.

#!/usr/bin/python3
from numpy import fromfile
from sys import stdout
fib = open('a.bin','rb')
for k in range(3):
a = fromfile(fib,float ,10)
for e in a:
stdout .write (' %5.4f"' % e)
stdout .write('\n"')
fib.close ()

para escrever na tela

abre o arquivo binéario

loop em 3 "linhas"

1é um array com 10 floats
imprime com formato na tela

H o H OHE

O que vemos sdo os nimeros aleatorios das 3 instincias de a escritas pelo
programa writearr.py. Aten¢do: cada vez que vocé rodar writearr.py, a sua
saida serd diferente (pois os nimeros gerados sdo aleatérios®). Portanto, ndo se
preocupe em reproduzir exatamente os valores acima, pois eles sempre estardo
mudando a cada rodada de writearr.py.

3.3 - Maxima

Maxima € a linguagem de processamento simbdlico mais antiga que existe: ela
se chamava, quando foi criada, MACSYMA. A mudanga de nome ocorreu quando o
codigo se tornou livre. Maxima € capaz de fazer dlgebra, derivar, integrar, resolver
equagdes diferenciais, calcular transformadas de Laplace, etc., analiticamente. Por
exemplo: vocé sabe quanto é (a+b)*? Nido? Digitando maxima na linha de comando
vocé obterd

Maxima 5.21.1 http://maxima.sourceforge.net

using Lisp GNU Common Lisp (GCL) GCL 2.6.7 (a.k.a. GCL)
Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.

The function bug_report() provides bug reporting information.

(%i1)

Continuando a digitar, vocé€ encontrara:

(hi1) (a+b)~4 ;

4
(%hol) (b + a)
(%12) expand (%) ;
4 3 2 2 3 4
(%o02) b +4ab +6a b +4a b+ a

(%i3) quit ();

O comando
[ quitO; |
o devolvera para a linha de comando.

Vamos fazer algo um pouco mais sofisticado: quais so as raizes de

P(x) = x* = 10x® + 35x% — 50x + 24?

Faca
(%hi1l) P : x74 - 10*x"3 + 35*x72 - 50*x + 24 ;
4 3 2
(hot) x - 10 x + 35 x - 50 x + 24
(%i2) solve(P,x);
(%02) [x =3, x =4, x =1, x = 2]

%Na verdade, pseudo-aleatorios; mas isso € outra historia.



60 3.3 —Maxima

0.6
0.5

/
0.3

0.2 / \
0.1 \

0.0
0.01 0.1 1 10 100

X

Figura 3.2: A funcio f(x) = x/(1+x"/3)

fx)

Uma outra maneira de obter o mesmo efeito teria sido

(%i1) P : x74 - 10%x~3 + 35%x72 - 50*xx + 24

H

4 3 2
(hol) x - 10 x + 35 x - 50 x + 24
(%i2) factor (P);
(%02) (x - 4) (x - 3) (x -2) (x - 1)

Maxima € capaz de resolver muitas equagdes quando a solucao algébrica existe.
Por exemplo, considere o problema de encontrar o0 méximo da funcio

x
f(x) = m,

mostrada na figura 3.2: note que se trata de uma fungdo muito “apertada” em torno
de x = 1; para “vermos” melhor a func¢ao nas proximidades de 1, n6s plotamos o eixo
dos x em escala logaritmica. E evidente que s6 existe um maximo para a funcio.
Para encontri-lo, nés derivamos f(x), igualamos a derivada a zero, e encontramos
araiz de f’(x) = 0. Com Maxima, isso fica mostrado na listagem 3.9.

Note que existem 7 raizes para f’(x) = 0, mas 6 delas sdo complexas! Por
exemplo, a primeira raiz encontrada por Maxima foi

3\ w3\ 6n\ . [6n
X=17 e’ =|- cos|— | +isen|—||;
4 4 7 7

observe que Maxima usa os simbolos %e para o nimero e, %1 para o nimeroi = V-1,
e %pi para o nimero n. Além disso, na linha (%i3), o comando

[ solve(%,x) ]

significa: “resolva a expressdo da linha anterior ((%02)) em relagdo a x”. A
tinica raiz real, portanto, é (3/4)*/7 ~ 0.884005215243613, como pode ser verificado
visualmente na figura 3.2.

Suponha agora que vocé deseje calcular a integral
© dF
= — dx.

H ; * ix

onde

F(x)=1-exp (—(x/A)k).
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Listagem 3.9: Obtenc¢ao do ponto de maximo de uma funcdo com Maxima

(%i1) linel : 70 ;
(%o1) 70
(%hi2) £ : x/(1 + x°(7/3));

X
(%o02)  mmmeeeee
7/3
X + 1
(%i3) diff (f,x);
7/3
1 7 x
(%03)  mmmmmmem & -
7/3 7/3 2
X + 1 3 (x + 1)
(%i4) solve(%,x);
6 %i %pi 2 %i %pi
3/7 7 3/7 7
3 %he 3 %he
(%04) [x = —-—-—-=—==———----- , X = mmmmmmmmm— o ,
3/7 3/7
4 4
4 %i Y%pi 4 %i %pi 2 %i %pi
3/7 7 3/7 7 3/7 7
3 %he 3 he 3 e
X = mmmmmmm—————— - y X = mmmmmmmmmm——————o , X = mmmmmmmmmmmm oo s
3/7 3/7 3/7
4 4 4
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Listagem 3.10: mulambdak.max — Célculo da média da distribui¢do Weibull em
em fungdo de seus pardmetros A e k

linel : 70$

declare ( [k], real)$

declare ( [lam],real)$

assume ( k > 0)$

assume ( lam > 0)$

declare ( [k], noninteger)$

F : 1 - exp(-(x/lam)”"k)$

fdp : diff(F,x)$

mu : integrate (x*fdp,x,0,inf) ;

A derivada dentro da integral ficou intencionalmente indicada: estou supondo que
nds somos preguicosos, € nao queremos calculd-la manualmente, nem a integral.
A listagem 3.10 mostra uma maneira de calcular p, em funcdo de A e de k, com
Maxima.

As explicacdes se seguem:

1 O nuimero maximo de caracteres na saida € 70.

2-3  Declara que k e 1lam sao varidveis reais. O simbolo $ no fim de cada linha
omite a “resposta” de Maxima; isso € ttil quando executamos uma série de
comandos de Maxima em batch (em série) a partir de um arquivo .max, e
ndo estamos interessados em ver o resultado de cada um deles. Em secdes
interativas, o normal € encerrar cada comando com ;.

4-5  Maxima supord que k e 1am sdo positivos em seus cdlculos.

6 Sem a linha 6, Maxima vai parar e perguntar se k é integer — apesar da
linha 2!

7 Define F (F(x)): note que ndo € F(x)! Note também que a atribuicdo, em
Maxima, ndo ¢é feita com ‘=" (como em Python), mas sim com ‘:’; ‘=’ fica
reservado para igualdade, ou “verdade légica” de que duas expressdes sdo
iguais.

8 Armazena a derivada de F(x).

9 Calcula a integral.

O resultado de “rodar” mulambdak .max, com o comando
[maxima -b mulambdak.max]

€ mostrado na listagem 3.11

Nalinha (%010), gamma significa a fun¢ao gama, I'(x), que nés vamos encontrar
muitas vezes neste texto, mas que nio vem ao caso detalhar agora. O resultado
analitico que nds obtivemos com Maxima €

k+1)

j= T (T (3.4)

Exercicios Propostos

3.7 Com Maxima, calcule a derivada de

f(x) =In(sen(e”)).
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Listagem 3.11: Saida do programa mulambdak .max

(%i1) batch("mulambdak.max")

read and interpret file:
#p/home/nldias/Dropbox/graduacao/matap/aulas/mulambdak.max
(%i2) linel:70

(%i3) declare([k],real)

(%i4) declare([lam],real)

(%i5) assume(k > 0)

(%i6) assume(lam > 0)

(%17) declare ([k] ,noninteger)
(%i8) F:1-exp(-(x/lam) k)

(%i9) fdp:diff (F,x)

(%110) mu:integrate (x*fdp,x,0,inf)

k + 1
(%o10) gamma (----- ) lam
k
(%o10) mulambdak .max

3.8 Com Maxima, calcule
© 1
/1' W dx.

3.9 Com Maxima, obtenha as raizes de

3 3, 29
x’+=x“——x+15=0.
2 2

3.10 Teste em Maxima: 1 = 2?
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Métodos numeéricos para o
Calculo de uma variavel

Apesar do enorme poder das ferramentas analiticas do Célculo univariado, muitas
vezes essas ferramentas simplesmente ndo sdo suficientes para resolver o problema
em questdo. Numerosas grandezas em Fisica e em Engenharia s@o definidas no
mundo natural, devendo ser medidas e depois manipuladas, tais como o volume
de terra de uma escavacdo ou o volume de dgua em um lago natural ou em um
reservatdrio artificial. Em outras ocasides, as equacdes diferenciais que escolhemos
para modelar um determinado tipo de problema ndo possuem soluc¢do analitica.
Finalmente, literalmente todas as funcdes com as quais lidamos — mesmo as “ana-
liticas”, tais como o seno — precisam ser calculadas de alguma forma em termos
das operagdes que os computadores “sabem” fazer: soma, subtracdo, adicao, e mul-
tiplicagdo. Em todos esses casos, métodos numéricos sao necessarios para integrar,
diferenciar, resolver equacdes diferenciais ordindrias e somar séries. Neste capitulo,
veremos uma pequena introdugdo a esses assuntos.

4.1 - Integracao numérica: motivacao
Suponha que vocé deseje tracar uma curva com as seguintes propriedades:
* passar pelos pontos (0,0), (1,5/2), (2,7/2) e (4,4);

* possuir derivada igual a 0 em x = 4.

Existem muitas curvas com essas propriedades, mas uma candidata natural é um
polindmio de grau 5, uma vez que existem 5 propriedades — ou graus de liberdade
— na lista acima. Portanto,

f(x) = ax* +bx’ + cx* +dx +e,

d
o=,
f(o)=o,
f(1) =5/2,
f2)=7/2,
f(4) =4
g(4) =0.

Agora, podemos obter facilmente a,b,c,d,e com Maxima, com o programa
achapol.max da listagem 4.1.
A dissecacdo de achapol.max € a seguinte:

64
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1-2  Define f(x) e g(x).

3-7  Define o valor de f(x) em x = 0,1,2,4, e o valor de g(x) em x = 4, em
funcdo de a, b, ¢, d, e.

8 Resolve um sistema linear 5 X 5 em q, b, ¢, d, e.

Listagem 4.1: achapol.max — Polindmio com propriedades definidas

f : a*x"™4 + b*x"3 + c*xx"2 + d*x + e ;
g : diff(f,x);
eql : f,x=0 ;

eq2 : f,x=1 ;
eq3 : f,x=2 ;
eq4 : f,x=4 ;
eqb : g, x=4 ;
solve([eql = 0, eq2 = 5/2, eq3 = 7/2, eqd = 4, eqb = 0],[a,b,c,d,el);

A saida de achapol.max € mostrada na listagem 4.2
Portanto,
1, 13, 17, 11
X)=——X"+—x" — —x"+ —x. 4.1
f) 48 48 12 3 @D

Suponha agora que vocé deseje calcular

I=/15f(x)dx.

E claro que essa integral pode ser calculada analiticamente com Maxima, conforme
podemos ver na listagem 4.3. Logo, I = 1321/90 =~ 14,6778 (atengdo para o
arredondamento). Entretanto, nem todas as integrais podem ser calculadas assim,
por uma série de motivos:

* a fun¢do pode ndo possuir uma integral em forma fechada,
* a funcdo pode ser definida por pontos, mas ndo por uma férmula,

* a funcdo pode ser dificil de integrar analiticamente, e vocé pode querer ter
uma idéia inicial do valor da integral, etc..

Suponha portanto que vocé ndo soubesse que I = 1321/90, mas fosse capaz de
calcular em principio tantos pontos de f(x) quantos fossem necessarios: qual a sua
aposta para o valor de I?

Considere a figura 4.1: uma das aproximagdes mais ébvias — mas também
mais grosseiras — € substituir a fungdo por uma reta ligando os pontos (1, f(1)) e
(5, f(5)). A érea do trapézio € a nossa primeira aproximagio para a integral:

_ () +£(5)

I
0 2

X 4 = 12,50.

Nada mal, considerando o valor verdadeiro 14,6778! Mas a estimativa pode ser
melhorada, com o uso de dois trapézios. Para isso, basta calcular f(3) e somar as
dreas dos dois trapézios resultantes:

_fO+fO) . [ +O)

I
! 2 2

X 2 = 14,000.

Note que estamos muito proximos do valor verdadeiro — com apenas 2 trapézios.
Mas existe uma alternativa analitica mais inteligente do que trapézios: como temos
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Listagem 4.2: Saida de achapol.max

(%i1) batch("achapol.max")
(%1i2) f:e+d*x+c*x"2+b*x"3+a*x"4

(%ho2) ax +bx +cx +dzx+e
(%i3) g:diff (£f,x)
3 2

(%o3) 4 ax +3bzx +2czx+d
(%i4) ev(eql:f,x = 0)
(%od) e
(%i5) ev(eq2:f,x = 1)
(%05) e+d+c+b+a
(%i6) ev(eq3:f,x = 2)
(%06) e+ 2d+4c+ 8D+ 16 a
(%i7) ev(eq4:f,x = 4)
(%oT)
(%i8) ev(eqb:g,x = 4)
(%08) d + 8 c + 48 b + 256 a
(%19) solve([eql = 0,eq2 = 5/2,eq3 = 7/2,eq4 = 4,eq5 = 0],[a,b,c,d,el)

1 13 17 11
(%09) [[a=---, b=--, ¢c=---,d=--, e = 0]]
48 48 12 3
(%ho9) achapol .max

+ 4 d + 16 ¢ + 64 b + 256 a

]

Listagem 4.3: Cdlculo da integral de um polindmio analiticamente, com Maxima

(%hi1) [ a : -1/48, b : 13/48, ¢ : -17/12, 4 : 11/3] ;
1 13 17 11
(%hot) [- --, -——=, - -——, --1
48 48 12 3
(%i2) £ : a*x"4 + b*x"3 + c*x~2 + d*x ;
4 3 2
X 13 x 17 x 11 x
(%02) - -- + - - - + —---
48 48 12 3
(%i3) integrate(f,x,1,5) ;
1321
(%ho3) ——— o
90
(%i4) bfloat (%);
(%o4d) 1.467777777T7T77778b1
y
5 -
4 —
flx >\
3 -
h(x)
2 —
1 —
0 T T X
0 1 2 3 4 5

Figura 4.1: Integracdo numérica de uma fungéo
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3 pontos, nés podemos aproximar a curva por uma parabola do 22 grau passando
por esses 3 pontos. O programa passaquad.max, mostrado na listagem 4.4, faz
esse trabalho, e acha os coeficientes a, b, ¢ da parabola

h(x) = ax* +bx+c

que passa por (1, f(1)), (3, f(3)) e (5, f(5)). No embalo, passaquad .max redefine
h(x) com os coeficientes encontrados, e ja calcula a integral de h(x) entre 1 e 5. A
pardbola h também € mostrada na figura 4.1.

Listagem 4.4: passaquad.max — pardbola h(x) = ax® + bx + ¢ passando por

(1 f(1)), 3. f(3) e (5, f(5)).

f @ (-1/48)*x"4 + (13/48)*x"3 - (17/12)*x"2 + (11/3)*x ;
yl1 : f,x=1$

y3 : f£,x=3$%

y5 : f,x=5$

h : a*x"2 + b*x + c$

eql : ev(h,x=1) = y1 ;
eq2 : ev(h,x=3) = y3 ;
eq3 : ev(h,x=5) = y5 ;

solve( [eql, eq2, eq3],[a,b,c]l) ;
abc : % ;

h : h,abc ;

integrate(h,x,1,5);

A saida de passaquad.max é mostrada na listagem 4.5.

Listagem 4.5: Saida de passaquad.max

(%1i3) ev(yl:f,x = 1)
(%i4) ev(y3:f,x = 3)
(%i5) ev(yb:f,x = 5)

(%i6) h:c+b*x+a*xx”2
(%1i7) eql:ev(h,x = 1) = yi

(%oT) c+ b+ a= -
(%i8) eq2:ev(h,x = 3) = y3
31
(%o8) c+3b+9a= --
8
(%1i9) eq3:ev(h,x = 5) = y5
15
(%09) c +5Db + 25 a = --
4
(%i10) solve([eql,eq2,eq3],[a,b,c])
3 23 5
(%o010) [[a = - --, b=--, ¢c = -]1]
16 16 4
(%i11) abc:%
3 23 5
(hot1) [[a=---, b=--, c = -]1]
16 16 4
(%i12) ev(h:h,abc)
2
3 x 23 x 5
(ho12) - ———— 4+ ———— + -
16 16 4
(%113) integrate(h,x,1,5)
29

(%o13) -
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Tabela 4.1: Estimativas numéricas de I € seus erros relativos 8.

Integral Valor é

Exato 14,6778 0
Um trapézio 12,5000 0,1483
Dois trapézios 14,0000 0,0461
Uma pardbola 14,5000 0,0121

Com os coeficientes a, b, ¢ de h(x), nés podemos calcular — analiticamente —
nossa préxima aproximagao:

Izz/lsh(x)dx

/5 3, 23 5
——x‘+—=x+-
] 167 167 4

29
2 = 14,5000.

dx

Até agora nds avaliamos 3 alternativas de integragdo numérica de f(x): com
um trapézio, com dois trapézios, e com uma pardbola. A tabela 4.1 d4 um resumo
dos resultados alcancados. O erro relativo de cada estimativa é

Ik — 1

5=~ 4.2)

Uma unica pardbola foi capaz de estimar I com um erro relativo ligeiramente
superior a 1%. Um caminho geral para a integra¢do numérica estd aberto: aumen-
tar o nimero de “elementos” de integragdo (no nosso caso foram trapézios) e/ou
aumentar a ordem do polindmio aproximador da fun¢do por um certo nimero de
pontos. Esse € o contetido da préxima segdo.

Exercicios Propostos

4.1 Se f(x) = sen(x), qual € a estimativa de I = fon f(x)dx = 2 com um trapézio?

4.2 Provavelmente, vocé nao estd muito contente com o resultado do Exercicio 4.1.

a) Aproxime a integral I do Exercicio 4.1 com dois trapézios, entre x = 0 e 71/2, e entre
x=mn/2em.

b) Aproxime a integral pela integral da pardbola g(x) = ax? + bx + ¢ passando pelos pontos
(0,0), (m/2,1) e (m,0).

c) Aproxime a integral de f(x) pela integral do polindmio h(x) = ax® + bx? + cx +d
passando pelos mesmos pontos acima, e com h’(w/2) = 0.

4.2 - A regra do trapézio

Vamos comecar a melhorar nossas estimativas de I pelo método de “for¢a bruta”,
de aumentar o nimero de trapézios. Isso nos levard ao método talvez mais simples de
integracdo numérica que vale a pena mencionar, denominado “Regra do Trapézio”.
A figura 4.2 mostra a mesma funcdo f(x) da sec¢do anterior; agora, entretanto, nds
desenhamos 4 e 8 trapézios sob a curva f(x).
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i ﬁK\

y

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X
Figura 4.2: A regra do trapézio, com n = 4 e n = 8 trapézios.

E evidente que a drea sob f(x) estd muito bem aproximada com n = 8 trapézios.
O seu valor pode ser estimado por

= f—(x"‘l); S (4.3)
i=1
com
%0 =1, (4.4)
0 =5, (.5)
Ax="2 (4.6)
n

Prosseguindo, (4.3) pode ser re-escrita:

fo)+fGx)  f+fG) | fea) +fGw)]

b= 2 2 2
= L) +2(F ) + ) + .+ F o) + Floen)] o
= (Se +25) %, 4.7)
com
Se = £00) + Flx), @)
Si = nz_:f(x,) 4.9)

Esta secdo vale um modulo de Python, que nés vamos denominar numint . py.
Uma implementacgdo razoavelmente eficiente da regra do trapézio é mostrada nas
primeiras 15 linhas de numint . py, na listagen 4.6

O programa quadraverl.py calcula a integral de f(x) com 8 trapézios (lista-
gem 4.7).

A saidade quadraverl.pyé; ~ 14,6328. O erro estd agorana 22 casa decimal,
e o erro relativo € 6 = 0,0031, ou 0,3%.
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Listagem 4.6: numint . py — Integracdo numérica, regra do trapézio

#!/usr/bin/python3
def trapezio(n,a,b,f):

[

trapezio(n,a,b,f): integra f entre a e b com n trapézios

[

deltax = (b-a)/n

Se = f(a) + f(b) # define Se
Si = 0.0 # inicializa Si
for k in range(1l,n): # calcula Si

xk = a + kx*deltax
Si += f(xk)
= Se + 2x%8Si # calculo de I
*= deltax
/= 2
return I

I
I
I

Listagem 4.7: quadraverl.py — Integracdo numérica de f(x) com 8 trapézios

#!/usr/bin/python3
from numint import trapezio
def f(x):
return ((-1/48)*x**4 + (13/48)*x**3 + (-17/12)*x**2 + (11/3)%*x)
I3 = trapezio(8,1,5,f)
print ('I3,=,%8.4f\n' % I3)

O “problema” com numint.trapezio é que nds ndo temos uma idéia do
erro que estamos cometendo, porque, se estamos utilizando integracdo numérica, é
porque ndo conhecemos o valor exato de I! Um primeiro remédio para esse problema
¢ ficar recalculando a regra do trapézio com um nimero dobrado de trapézios, até
que a diferenca absoluta entre duas estimativas sucessivas fique abaixo de um valor
estipulado. Isso é implementado, de forma muito ineficiente, na préxima rotina do
mddulo numint (listagem 4.8: note a continuacdo da numeracdo de linhas dentro
do mesmo arquivo numint . py), denominada trapepsilonlento, e mostrada na
listagem 4.8.

Listagem 4.8: numint.py — Integra¢do numérica ineficiente, com erro absoluto
pré-estabelecido

def trapepsilonlento(epsilon,a,b,f):
trapepsilonlento(epsilon,a,b,f): calcula a integral de f entre a e

b com erro absoluto epsilon, de forma ineficiente
L)

calcula o erro absoluto
atualiza a estimativa "velha"

eps = abs(In - Iv)
Iv = In

eps = 2%epsilon # estabelece um erro inicial grande
n =1 # um dnico trapézio
Iv = trapezio(l,a,b,f) # primeira estimativa, "velha"
while eps > epsilon: # loop
n *x= 2 # dobra o nimero de trapézios
In = trapezio(n,a,b,f) # estimativa "nova", recalculada do zero
#
#

return (In,eps)

O programa quadraver2.py calcula a integral de f(x) com erro absoluto
estipulado menor que 0,0001, e imprime a estimativa da integral, o erro absoluto e
o erro relativo (em relacdo ao valor exato conhecido) encontrados: Iy = 14,67777,
€ = 0,00003, § = 0,00000075. Com 4 casas decimais, esse € um resultado exato!
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Listagem 4.9: quadraver2.py — Integracdo numérica ineficiente de f(x) com
€ =0,0001

#!/usr/bin/python3
from numint import trapepsilonlento
def f(x):
return ((-1/48)*x**4 + (13/48)*x**3 + (-17/12)*x**2 + (11/3)*x)
(I4,eps) = trapepsilonlento(0.0001,1,5,f)
print ('I4,=,%8.5f ,eps =u%8.5f"' % (I4,eps))
IT = 14.677777777777777
delta = (I4 - II)/II
print ('delta,=_,%10.8f"' ¥ delta)

O problema com trapepsilonlento € que todos os pontos que j4 haviam sido
calculados por trapezio sdo recalculados em cada iteragdo (verifique). Nosso
dltimo esforco, a rotina trapepsilon em numint.py, corrige esse problema,
reaproveitando todos os cdlculos. Volte um pouco a figura 4.2: nela, nés vemos
a integracdo numérica de f(x) com n = 4 e depois com n = 8 trapézios. Repare
que S; para n = 4 € parte do valor de S; para n = 8. De fato, para n = 4,
Si = f(x2) + f(x4) + f (x6) (note que os indices ja estdo definidos para o caso n = 8).
Essa soma ja foi calculada na integral com 4 trapézios, e ndo precisa ser recalculada.
O que n6s precisamos fazer agora é somar f(x1) + f(x3) + f(x5) + f(x7) a0 S; que
ja tinhamos. S, permanece o mesmo, e depois basta aplicar (4.7). Isso € feito na
ultima rotina de numint, denominada trapepsilon, na listagem 4.10.

Listagem 4.10: numint.py — Integragdo numérica eficiente, com erro absoluto
pré-estabelecido

def trapepsilon(epsilon,a,b,f):

trapepsilon(epsilon,a,b,f): calcula a integral de f entre a e b
com erro absoluto epsilon, de forma eficiente
LN
eps =
n =1
Se = f(a) + f(b)
deltax = (b-a)/n
dx2 = deltax/2
Siv = 0.0
Iv = Sexdx2
while eps > epsilon:

Sin = 0.0

n x= 2

deltax /= 2

dx2 = deltax/2

for i in range(1l,n,2):

2xepsilon estabelece um erro inicial grande
n & o nimero de trapézios

Se ndo muda

primeiro deltax

primeiro deltax/2

Si "velho"

I "velho"

executa o loop pelo menos uma vez
Si "novo"

dobra o nimero de trapézios
divide deltax por dois

idem para dx2

apenas os 1impares...

xi = a + ix*deltax pula os ptos ja calculados!
Sin += f(xi) soma sobre os novos ptos intermnos
Sin = Sin + Siv aproveita todos os ptos ja

calculados

I "novo"

calcula o erro absoluto
atualiza Siv

atualiza Iv

In = (Se + 2%Sin)*dx2
eps = abs(In - Iv)
Siv = Sin
Iv = In

return (In,eps)

HOH B H O HHHHHHEHHHE R R

O programa quadraver3.py (listagem 4.11) calcula a integral de f(x) com
erro absoluto estipulado menor que 0,000001, e imprime a estimativa da integral, o
erro absoluto e o erro relativo (em relacdo ao valor exato conhecido) encontrados:
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Is = 14.6777776, € = 0.0000005, § = 0.00000001. Note que I5 é exato até a 62 casa
decimal, conforme estipulado.

Listagem 4.11: quadraver3.py — Integracdo numérica eficiente de f(x) com
€ =0,000001

#!/usr/bin/python3
from numint import trapepsilon
def f£(x):
return ((-1/48)*x*x*4 + (13/48)*x**3 + (-17/12)*x**2 + (11/3)%*x)
(I5,eps) = trapepsilon(0.000001,1,5,f)
print ('I5,=y%12.7f,uepsy=u%12.7f"' % (I5,eps))
II = 14.677777777777777
delta = (I5 - II)/II
print ('delta,=_,%12.8f"' ¥ delta)

Exercicios Propostos

4.3 Considere o programa em Python a seguir:

#!/usr/bin/python3
def f£(x):
return x
def trapezio (n ,a ,b , f ):

[

trapezio (n ,a ,b , f ): integra f entre a e b com n trapézios
L

deltax = (b - a )/ n
( a

Se = f ) + £ (b)) # define Se
Si = 0.0 # inicializa Si
for k in range (1 , n ): # calcula Si

xk = a + k * deltax

Si += f ( xk )
I = Se + 2% Si # calculo de I
I %= deltax
I /=2

return I
Inumer = trapezio(2,0.0,1.0,f)
Iexata = 0.5
print (abs (Inumer - Iexata))

Qual o valor que o programa imprime na tela?

4.4 Usando Python e numint. trapezio, aproxime I = fon sen(x) dx pelaregra do trapézio
com 10 trapézios.

4.5 A figura 4.3 mostra o perfil do lago de um reservatério de abastecimento de dgua. As
cotas, medidas na vertical, estdio em m. As distancias horizontais estio em hm (100 m). A
regido hachuriada € solo, enquanto que a regido branca € dgua. A profundidade maxima do
lago € de 12 m. Suponha por simplicidade que o reservatdrio tem uma largura constante
(na dire¢@o y) e igual a 100 m. Determine, por integracdo numérica, o volume total do

reservatério em m>.

4.6 Sabe-se que uma fungdo f(x) (mostrada em preto na figura 4.4) assume os valores da
tabela a seguir:

fx) 1 2 4 2
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$Z
=
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Figura 4.3: Exercicio 4.5.
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Figura 4.4: Integracdo numérica do Exercicio 4.6.
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f(g)xé Sﬁ\

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X X7 X3 X
Figura 4.5: A regra do ponto do meio.

. ( L 4

a) Simplesmente contando quadrados: qual é a sua estimativa para fo f(x)dx? Useum
nimero realista de casas decimais! Indique quantos quadrados inteiros, e quantos
pedacos, vocé contou!

b) Interpole um polindmio P(x) = ax®+bx? +cx +d (em cinza) por esses valores: quem
sdo a, b, c,d?

¢) Com adica acima: usando P(x), calcule um valor aproximado para f04 f(x)dx.

4.7 Usando Python e numint.trapepsilon, aproxime [ = fon sen(x) dx pela regra do
trapézio com precisdo absoluta menor ou igual a 1 X 107>,

4.8 A figura 4.5 ilustra a “regra do ponto do meio”, em que a integral

b
I= / f(x)dx
a
€ aproximada pela soma das 4reas dos retangulos com as alturas dadas pelo valor da funcdo
no centro de cada intervalo [xg, x1], [x1, x2], ..., [*n-1, X,] onde, como sempre, a = x; e

xp = b. Considere Ax = x,, — x,—1 constante. Obtenha a férmula geral para I utilizando a
“férmula do ponto do meio”, para um niimero genérico de pontos n.

4.9 Dada f(x) definida no intervalo [x, xo + 2h], deduza a regra de Simpson:

xo+2h h
[ rma s St an .

com f, = f(xn), Xn = xo + nh, interpolando a fungdo g(x) = ax? + bx + c através dos pontos
(x0, fo), (x1, f1) € (x2, f2) e calculando sua integral.

4.10 Dobrando o nimero de pontos de 2 para 4, obtenha a regra de Simpson para 5 pontos,

Xo+4h
| fed s S e+ 24 ah4 i

0

generalize:

b=xy+2nh
/ f(x)dxzg[f0+4f1+2f2+...+2fz,l,2+4f2n,1+f2n].

=X0
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4.11 Estenda numint com uma rotina simpson para calcular a regra de Simpson com 2n
intervalos, e uma rotina simpepsilon para calcular uma integral numérica pela regra de
Simpson com precisdo estipulada. Baseie-se em trapezio e trapepsilon.

4.12 Considere a integracdo numérica de uma funcdo f(x) no intervalo [a, b], e 2n pontos
igualmente espacados, a = xg, X1, X2, . . ., Xon—2, Xon—1, X2n = b, com h = x;41 — x;. A regra
de Simpson para fab f(x)dx é

h
52n=g[ﬁ)+4f1+2f2+...+2f2n_1+4f2n_1+f2n],

onde f; = f(x;).

a) Mostre que a regra do trapézio utilizando apenas os pontos pares é
Th=hlfo+2fL++...+2fm2+ fon] -
b) Mostre que a regra do trapézio utilizando todos os pontos é
Ton = g (fo+2fi+2fi+...+2fm—2+2fon-1+ fon]
c) Mostre que

4 1
Son = §T2n - ng

4.13 Como vocé sabe, a rotina da esquerda abaixo implementa a regra do trapézio, cuja
férmula é mostrada a direita.

def trapezio(n,a,b,f):

h n-1
h = (b-a)/n I'=—|f(x0)+ f(xn) +2 X
Se = £(a) + £(b) 7 |70+ ) kZ_;f(k)
Si = 0.0 -

for k in range(l,n):
xk = a + kx*h
Si += f(xk)

return (Se + 2*Si)*h/2

Considere agora a rotina que implementa o método de Boole de integracio, que é mais
acurado:

def boole(n,a,b,f):

h = (b-a)/n I=?
sab = 7.0x(f(a) + f(b))
sim 0.0

for k in range(1,n,2):
xk = a + kxh
sim += f(xk)

pass
sim *= 32.0
sip = 0.0

for k in range(2,n-1,4):
xk = a + kx*xh
sip += f(xk)

pass
sip *= 12.0
siq = 0.0

for k in range(4,n-3,4):
xk = a + kxh
siq += f(xk)
pass
siq *= 14.0
return ((sab+sim+sip+siq)*
2.0%h/45.0)

Escreva a férmula correspondente para I no lado direito, supondo que n € par.
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1 1
=/ / xy dy dx,
o Jo

e sua aproximacao numérica I, dada por

10 10
I, = Z Zf(x,-, y;)AxAy,

i=1 j=1

4.14 Considere

onde
flxy) =xy,
x;i = (i—1/2)Ax,
yj = (i-1/2)Ay,
Ax = Ay =1/10.

a) Calcule analiticamente I.

b) Escreva e rode um programa em Python que calcula I,

4.3 - Aproximacao de integrais com séries: a funcao erro

Integracdes numéricas tais como as mostradas na se¢do 4.2 podem ser muito
“custosas” em termos do nimero de operagdes de ponto flutuante necessarias. Al-
gumas vezes, € possivel ser mais inteligente. Um exemplo disso foi o célculo de I,
com uma tnica parabola no fim da sec@o 4.1, que foi capaz de reduzir o erro relativo
para pouco mais de 1%.

Considere agora o cdlculo de uma integral particularmente importante, a funcdo
erro, definida por

erf(x) = % / :) e du, (4.10)

A funcdo erro estd implementada em Maxima e em Python > 3.3. Como obté-la?
Uma maneira “forca bruta” € utilizar trapepsilon com uma precisdo razodvel
(digamos, 10~°), gerar um arquivo, e plotar o resultado para “ver a cara” da erf (x).
O programa vererft . py (listagem 4.12) calcula a fungdo em um grande nimero de
pontos e gera o arquivo de dados vererf.dat. O resultado € mostrado com pontos
na figura 4.6 em comparacdo com uma implementacio padrdo (mostrada em linha
continua) de erf(x) do programa de plotagem.

Existe uma maneira mais inteligente de calcular erf(x): ela se baseia em integrar
a série de Taylor do integrando, e™*". Maxima permite calcular os primeiros termos:

(%i1) taylor (exp(-u~2),u,0,10) ;
4 6 8 10
2 u u u u
(hol)/T/ 1 - u 4+ -=- - —— + -— - ——— 4+
2 6 24 120

A expansdo € em torno de u = 0, e € feita até o 102 termo. Nao é muito dificil
reconhecer nos denominadores os fatoriais de 0, 1, 2, 3, 4 e 5, e as poténcias dos
dobros desses valores nos expoentes de u. Em geral,

Z 1)" . 4.11)

Portanto,

X ) x uZn
e ™ du :/ (-DH)"*"—du
/0 0 ; n!
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Listagem 4.12: vererf.py — Célculo da fun¢do erro por integracdo numérica

#!/usr/bin/python3
from math import exp, sqrt, pi
from numint import trapepsilon

def f(x):
return exp(-x*x)
xmin = 0.0 # de O
xmax = 3.0 # a 3
nx = 100 # em 100 passos
dx = (xmax - xmin)/nx # de dx
erf = 0.0 # erf(0) = 0
fou = open('vererf.dat','wt') # arquivo de saida
x1 = xmin # limite inferior a partir de
# xmin
fou.write('%8.6f,%8.6f\n"' % (xl,erf)) # erf(0) = 0
for k in range(nx): # loop
xu = x1 + dx # novo limite superior
(I,eps) = trapepsilon(1.0e-6,xl,xu,f)# integra mais uma fatia
erf = erf + (2.0/sqrt(pi))x*I # acumula erf
fou.write('%8.6f.,%8.6f\n' ¥ (xu,erf))# imprime até aqui
x1 = xu # atualiza limite inferior
fou.close () # fecha o arquivo de saida
1.0 o e
trapepsilon .
0.9 /f'ﬁ pré-definida i
0.8 ////
0.7 /f
0.6 f{
£ 05 /
ol
0.4 /f
0.3 f/
0.2 //
0.1
0.0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 4.6: Fung¢ao erf(x) calculada por integragdo numérica, com trapepsilon
ee=1x107% versus a erf pré-definida no programa de plotagem.
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x2n+1

m . 4.12)

[
n=0 ’
[
> S
n! 2n+1
n=0
[0
Cuidado: ndo € toda série que permite a troca impune da ordem de integragdo e
da soma (infinita) da série. Em principio, devemos procurar os teoremas relevantes
que nos permitem essa troca de ordem. Admitindo que estd tudo bem, entretanto,
nés conseguimos a série de Taylor de erf(x)!
Ainda falta encontrar uma maneira computacionalmente eficiente de passar do
termo n — 1 para o termo n. Vamos a isso:

(_1)nx2n+1 3 An
(2n+1n! = B,C,

(_1)nx2(n—1+1)+1
(2(n=1+1)+1))(n(n-1)!)
(_1)n—1x2(n—1)+1 X [_x2]
(2(n=1)+ 1)+ [2])([n](n - 1)!)
_ An_1 X (=x?)
"~ (Bu-1+2)(Cao1 Xn)

(4.13)

Em outras palavras, o numerador A,, de cada novo termo da série é o anterior vezes
—x%. O denominador é mais complicado; ele é formado pelo produto B,C,, € as
relacdes completas de recursido sio

A, = (_1)nx2n+1 =Ap_q X (_x2),
B,=2n+1=8B,_1+2,

C,=n!'=C,_1 Xn.

Mais uma coisa: a série de erf(x) s6 contém poténcias impares: portanto, erf(x) é
uma funcio impar, e vale a relacio

erf(—x) = —erf(x).

Com isso, temos uma rotina em Python para calcular erf(x), chamada erf_1(x),
no moédulo erfs, do arquivo erfs.py. As linhas correspondentes a erf _1(x) sdo
mostradas na listagem 4.13.

Agora, podemos escrever vererfl.py (listagem 4.14), gerar um arquivo de
saida vererf1l.dat e plotar a saida, mostrada na figura 4.7.

Embora formalmente correta, a rotina erf_1 fica mais lenta 2 medida que |x|
cresce. Como ja vimos nas figuras 4.6 e 4.7, erf(x) = 1 para |x| 2 3. Porém, uma
olhada em vererf1.dat, nos da

[erf_1(3) = 0.999978 |,

que ainda estd acima da precisdo especificada de 0,000001. Precisamos descobrir o
valor de x para o qual erf _1 produz 0,999999. Por tentativa e erro, encontramos

[ erf_1(3.6) = 0.99999952358847277 | ,

que € igual a 1,0 para 6 casas decimais. Precisamos também saber com quantos
termos esse calculo foi feito, e esse € o motivo de erf 1 devolver também n. Para
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Listagem 4.13: Célculo de erf(x) com uma série de Taylor.

#1/

from math import sqrt,
def

while eps_erf > epsilon_erf:

usr/bin/python3
pi
erf_1(x):

epsilon_erf = 1.0e-6
eps_erf = 2%epsilon_erf
A = x

B =1

c =1

n =0
termo =
s =

A/ (B*C)
termo

n += 1

A *x= (-x*x)

B += 2

C *x=n

termo = A/(Bx*C)
eps_erf = abs(termo)
s += termo

return (2/sqrt(pi) * s,n)

H OHE HEHEHHEHHEHHEHHEHHEHH

mesma preciséo

garante entrada no while
primeiro A

primeiro B

primeiro C

primeiro n

primeiro termo da série
primeira soma da série
loop

incrementa n

novo A

novo B

novo C

novo termo

seu valor absoluto

soma na série

Listagem 4.14: vererf1.py — Célculo da fun¢do erro com série de Taylor entre O

e3.
#!/usr/bin/python3
from math import exp, sqrt, pi
from erfs import erf_1
xmin = 0.0 # de O
xmax = 3.0 # a 3
nx = 100 # em 100 passos
dx = (xmax - xmin)/nx # de dx
fou = open('vererfl.dat','wt') # arquivo de saida
x1 = xmin # limite inferior a partir de
# xmin
fou.write('%8.6f,%8.6f\n"' % (x1,0.0)) # erf(0) =0
for k in range(mnx): # loop
xu = x1 + dx # novo limite superior
(erf,n) = erf_1(xu)
fou.write('%8.6f,%8.6f\n' % (xu,erf))# imprime até aqui
x1 = xu # atualiza limite inferior
fou.close () # fecha o arquivo de saida
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1.0 )
puense erf_1 .
0.9 .-""'...“ pré-definida

0:7 /
0.6 /
cl S
Wi
0.1 /

0.0

erf(x)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

X

Figura 4.7: Fungido erf(x) calculada com série de Taylor, com erf_1, versus a erf
pré-definida no programa de plotagem.

calcular erf(3,6) com erf_1, nds precisamos de n = 43 termos. A rotina erf
na listagem 4.15, também no arquivo erfs.py, usa esse fato para impedir que o
nimero de termos continue crescendo. Verifique, voc€ mesmo(a), que erf (100)
retorna 1.0, mas que erf_1(100) dd um erro de ponto flutuante.

E preciso enfatizar que erf em erfs. py ainda ndo é uma rotina “profissional”.
O ndmero de termos usado ainda € potencialmente muito grande; consequentemente,
ha muitas operagdes de ponto flutuante envolvendo A, B e C, e muitos testes dentro
do while.

E possivel obter férmulas que aproximam erf(x) com menos termos, uniforme-
mente, no intervalo (digamos) de 0 a 3,6: veja, por exemplo, Abramowitz e Stegun
(1972). Mesmo assim, a nossa erf ja é uma opgao vantajosa em relacio a integragcao
numérica.

A li¢do desta sec@o € a seguinte: em geral, com esforco analitico adicional,
& possivel obter uma mistura de métodos analiticos e numéricos que costuma ser
amplamente superior ao uso de um método numérico “puro” (por exemplo a regra
do trapézio) para a obten¢do de resultados semelhantes. Exemplos desse fato vao
reaparecer nos capitulos seguintes.

Exercicios Propostos

4.15 (Bender e Orszag (1978), secdo 6.2, Exemplo 2) Obtenha uma série para

X
F(x) = / t~12e~t dt;
0

compare o resultado obtido com integracdo numérica.

4.16 Considere a fungao F(x) definida pela integral

x .t

-1

F(x)E/ ¢ dt, x>0.
0 t

Obtenha uma série para o cdlculo de F(x). Sugestdo: expanda e’ em série de Taylor em
torno de t = 0, etc., e em seguida integre termo a termo.
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Listagem 4.15: erfs.py — Cailculo de erf(x) com série de Taylor, limitado a no
maximo 43 termos

def erf(x):
if x > 3.6: # limita o nimero de termos a 43
return 1.0
elif x < -3.6:
return -1.0

epsilon_erf = 1.0e-6 # mesma precisédo
eps_erf = 2%epsilon_erf # garante entrada no while
A = x # primeiro A
B =1 # primeiro B
c =1 # primeiro C
n =0 # primeiro n
termo = A/(Bx*C) # primeiro termo da série
s = termo # primeira soma da série
while eps_erf > epsilon_erf: # loop

n += 1 # incrementa n

A x= (-x*x) # novo A

B += 2 # novo B

C *=n # novo C

termo = A/(B*C) # novo termo

eps_erf = abs(termo) # seu valor absoluto

s += termo # soma na série

return 2/sqrt(pi) * s

4.17 Escreva um programa em Python para calcular a série de Taylor de f(x) = x sen(x)
em torno de x = 0. Utilize Maxima para obter os primeiros termos da série, e desta forma,
reconhecendo o padrdo, encontrar o termo geral.

4.18 Expandindo a fung@o senh(t) dentro da integral abaixo em uma série de Taylor em
torno de t = 0, e em seguida integrando termo a termo, encontre a série de Taylor de F(x),

onde . b
F(x) E/ wdt.

04

4.19 A funcdo
e*x
fx)=—
Vx
ndo pode ser integrada em termos de fungdes transcedentais elementares. No entanto,
expandindo-se exp(—x) em série de Taylor em torno de x = 0, é possivel obter facilmente

uma “série” para f(x), cujos primeiros termos sdo

K32 452 7/2 9/2

f(x)=%—«/?c+— A S

- — ...
2 6 24 120

a) Obtenha o termo geral da série acima, ou seja: obtenha as expressdes para C, € p,
paran=0,1,2,... que concordam com 0s termos acima e tais que

f(x) = Z CpxPn.
n=0
b) Integrando termo a termo, encontre a série (isto é, D,, e q,) da primitiva de f(x):

F(x) = Z D, xn
n=0

de tal forma que F’(x) = f(x).
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4.4 - Solucao numérica de equacdes diferenciais ordina-
rias

Considere uma equagdo diferencial de 12 ordem simples, forcada eternamente
por um seno:

— + ¥_ sen(x). 4.14)
x

Na listagem 4.16, nds resolvemos essa equagdo com Maxima. Maxima nos
informa que a solugdo geral é da forma

sen(x) — x cos(x) +c¢
y(x) = . (4.15)
x
E evidente que, em geral, nem a equagio diferencial nem sua solugio “existem” em

x = 0. Entretanto, para c = 0,

y(x) = ser;(x) — cos(x). (4.16)
Agora,
lim sen(x) _1
x—0 X

de modo que existe uma solucdo para a equacao partindo de x = 0 se nds impusermos
a condi¢do incial y(0) = 0. De fato:

[sen(x)

lim
x—0

- cos(x)] =1-1=0. 4.17)

Listagem 4.16: resolve-eqdif — Solu¢do de uma EDO com Maxima

(hi1) batch("resolve-eqdif .max")
(%i2) y/x+'diff(y,x) = sin(x)

dy vy
(%ho2) -- + - = sin(x)
dx b4
(%i3) ode2(%,y,x)
sin(x) - x cos(x) + Y%c

(%ho3) y = mmmmmmmmmmmmmmmmmmm o

O resultado estd mostrado na figura 4.8. Claramente, existe uma parte “tran-
siente” da solugdo, dada por sen(x)/x, que “morre” a medida que x cresce, e
existe uma parte peridédica (mas ndo permanente!) da solugdo, dada por — cos(x),
que “domina” y(x) quando x se torna grande. N6s dizemos que — cos(x) € parte
estaciondria da solugao.

4.5 - Solucao numeérica; o método de Euler de ordem1

A coisa mais simples que pode ser pensada para resolver a equacio diferencial
em questdo € transformar a derivada em uma diferenca finita:
Ay Y
——— + =
x

A = sen(x)

Isso é um comecgo, mas nao ¢é suficiente. Na verdade, o que desejamos é que o
computador gere uma lista de xs (uniformemente espacados por Ax), e uma lista
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1.5

SO AN
NARLNARANANANINE
MEIETRIRIATRIATE
LUV VUV

-1.5

y(x)

X
Figura 4.8: Solugdo da equacio (4.14).
de ys correspondentes. Obviamente, como os ys devem aproximar a fungdo, ndo

podemos esperar deles que sejam igualmente espagados!
Desejamos entdo:

X0, X1,-.->XN
onde
xXn = nlAx,
com os correspondentes
yo:ylﬁ"'ryN'

Como Ax seré fixo, podemos escrever nossa equagao de diferencas finitas da seguinte

forma: _
Yn+1 = Yn + ¥_ sen(x),
Ax X

onde eu deixei, propositadamente,
. L sen(x)
pe

ainda sem indices. De fato: qual x, e qual y, usar aqui? A coisa mais simples, mas
também a mais instdvel, € usar n:

Yn+1 — Yn + &

" o = sen(xy).

Note que € agora possivel explicitar y;.; em funcdo de todos os outros valores em i:

Yn+1 = Yn +

sen(xy,) — @] Ax. (4.18)
Xn
Esse é um exemplo de um esquema progressivo de diferengas finitas: o novo valor
da funcdo em x,41 (yn+1) SO depende de valores calculados no valor anterior, x;,.
Um olhar um pouco mais cuidadoso serd capaz de prever o desastre: na férmula
acima, se partirmos de xp = 0, teremos uma divisdo por zero ja no primeiro passo!

Muitos nao veriam isso, entretanto, € nosso primeiro programa para tentar
resolver a equacdo diferencial numericamente se chamard fracasso.py, e estd
mostrado na listagem 4.17

O resultado € o seguinte fracasso:
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Listagem 4.17: fracasso.py — Um programa com o método de Euler que ndo
funciona

#!/usr/bin/python3

B e
# cria listas com condigdes iniciais

# ____________________________________________________________________
x = [0.0]

y = [0.0]

dx = 0.01

NN = int (50/0.01)
from math import sin

for n in range(O,NN): # de O até ... n-1 !!!!
xn = (n+1)*dx

yn = y[n]l + (sin(x[n]) - y[nl/x[n])=*dx
x.append (xn)
y.append (yn)
fou = open('fracasso.out','wt')
for n in range (NN):
fou.write('%12.6f,%12.6f\n"' % (x[nl,y[nl))
fou.close ()

Traceback (most recent call last):
File "./fracasso.py", line 12, in <module>
yn = y[nl + (sin(x[nl]) - y[nl/x[nl)*dx
ZeroDivisionError: float division by zero

Isso ja era previsivel: quandon == 0no loop, x[0] == 0no denominador, e o
programa para com uma divisao por zero. Para conseguir fazer o método numérico
funcionar, nés vamos precisar de mais andlise!

De volta a equagdo diferencial, na verdade € possivel conhecer uma boa parte
do comportamento préximo da origem de y(x) ( a solugdo de (4.14) para a condigdo
inicial y(0) = 0) sem resolvé-la! Para tanto, expanda tanto y(x) quanto sen(x) em
série de Taylor em torno de x = 0:

y=a+bx+cx’+...,

d
ay=b+20x+...,

sen(x) =x+...

Substituindo na equacdo diferencial,

a
b+2cx+—+b+cx+...=x+...
X

Note que a série de Taylor de sen(x) foi truncada corretamente, porque o maior
expoente de x em ambos os lados da equagado acima € 1. Simplificando,

a
—+2b+3cx+...=x+...
X

A igualdade acima s6 € possivel se a = 0 e b = 0; neste caso, ¢ = 1/3. Esse € o valor
correto! De fato, a expansdo em série de Taylor da solugdo analitica em torno de
x=0d4

2 x4 x6

———+——...
3 30 840
Esse resultado nos informa que, préximo da origem, y(x) ‘“‘se comporta como” x?/3.

N6s vamos utilizar a notagdo

sen(x)/x — cos(x) =

x— 0=y ~x%/3 (4.19)
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Listagem 4.18: sucesso.py — Um programa com o método de Euler que funciona

#!/usr/bin/python3

# ____________________________________________________________________
# sucesso: resolve a equagdo diferencial

# dy/dx + y/x = sen(x)

# pelo método de Euler. Uso:

#

# ./sucesso.py <dx> <arquivo de saida>

# ____________________________________________________________________
from sys import argv

dx = float(argv[1]) # tamanho do passo

x = [0.0, dx] # condigdes inciais em x

y = [0.0, 0.0] # condigdes iniciais em y

NN = int (50/dx)
from math import sin, cos

for n in range(1,NN): # solugdo numérica
xn = (n+1)*dx

yn = y[nl + (sin(x[nl]) - y[nl/x[nl)*dx
x.append (xn)
y .append (yn)

erro = 0.0

for n in range(1,NN+1): # calcula o erro relativo médio
yana = sin(x[nl)/x[n] - cos(x[nl)
erro += abs( (y[n] - yana)/yana )

erro /= NN ;

print ( 'erroyrelativoymédioy=y', '%10.5f' % erro )

fou = open(argv[2],'wt')

for n in range(O,NN+1): # imprime o arquivo de saida

fou.write( '%12.6f,%12.6f\n' % (x[nl,y[nl) )
fou.close ()

para indicar esse fato.
Na verdade, (4.19), obtida sem recurso a solugcdo analitica, é suficiente para
tratar numericamente o problema da singularidade na origem. Note que

1 2
im %~ him 2%~ /320,
x—0 X x—03 x

Vamos entdo reescrever a equacio de diferencas (4.18) usando o limite:

Y1 = Yo + |sen(xg) — Yo Ax = 0.
Xo
————

=0, lim xg—0

Na prética, isso significa que nés podemos comegar o programa do ponto x; =
Ax, y; = 0! Vamos entdo reescrever o codigo, que nds agora vamos chamar, € claro,
de sucesso.py, que pode ser visto na listagem 4.18.

A saida de sucesso.py gera o arquivo sucesso . out, que nds utilizamos para
plotar uma comparacio entre a solu¢do analitica e a solugdo numérica, mostrada na
figura 4.9.

Na verdade, o sucesso € estrondoso: com Ax = 0,01, nés conseguimos produzir
uma solucdo numérica que é visualmente indistinguivel da solu¢io analitica. Uma
das coisas que o programa sucesso . py calculou foi o erro absoluto relativo médio

Yn — y(xn)
(xn)

(onde y; € a solugdo numérica, e y(x;) € a solu¢do exata no mesmo ponto x;). Para
Ax = 0,01, € = 0,02619, ou seja: menos de 3%.
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1.5
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Figura 4.9: Comparagdo da solucdo analitica da equagdo (4.14) com a saida de
sucesso.py, para Ax = 0,01.
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Figura 4.10: Comparagdo da solugdo analitica da equagdo (4.14) com a saida de
sucesso.py, para Ax = 0,5.

O preco, entretanto, foi “alto”: nds precisamos de um Ax bem pequeno, e de
50/0,01 = 5000 pontos para gerar a solugdo. Serd possivel gerar uma solucgdo tdo
boa com, digamos, 100 pontos?

A figura 4.10 mostra o resultado de rodar sucesso.py com Ax = 0,5, muito
maior do que antes.

O erro médio relativo agora pulou para € = 1,11774, nada menos do que 111%,
e muito pior do que a figura 4.10 faz parecer a primeira vista!

4.6 -Um esquema de diferencas centradas, com trata-
mento analitico

Nosso desafio é desenvolver um método numérico que melhore consideravel-
mente a solu¢do mesmo com um Ax grosseiro, da ordem de 0,5. Nossa abordagem
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Listagem 4.19: succent.py — Método de Euler implicito

#!/usr/bin/python3

# succent: resolve a equagdo diferencial
# dy/dx + y/x = sen(x)

# usando um esquema centrado, "sob medida"

# ____________________________________________________________________
dx = 0.5 # passo em x

x = [0.0] # x inicial

y = [0.0] # y inicial

NN = int (50/dx) # nimero de passos

from math import sin, cos

for n in range(O0,NN): # loop na soludo numérica
xnl = (n+1)*dx

xm = x[n] + dx/2.0

ynl = y[nl*x[nl/xnl + (dx*xm/xnl)*sin((x[n]+xn1)/2)
x.append (xnl)

y.append (ynl)

erro = 0.0
for n in range(1,NN+1): # calcula o erro relativo médio
yana = sin(x[n])/x[n] - cos(x[nl)

erro += abs( (y[n] - yana)/yana )
erro /= n ;

print ( 'erroyrelativoymédioy=y', '%10.5f' % erro )
fou = open('succent.out','wt')
for n in range(O,NN+1): # imprime o arquivo de saida

fou.write( '%12.6f,%12.6f\n"' % (x[nl,y[nl) )
fou.close ()

serd propor um esquema centrado:

Yn+1 = Yn  Yn tYn+1 (xn + xn+1)
+ =sen|\—mm ) .
Ax Xp + Xne1

Note que tanto o termo y/x quando sen(x) estdo sendo agora avaliados no ponto
médio entre x, € Xp41.
Lembrando que Ax = xp41 — Xp,

Yn+1 — Yn + UYn + Yn+1

5

(xn + Xn+1 )
n —

Ax Xp + Xni1
1 + 1 N 1 N 1 (x,, + Xp41 )
—_— ——t+t——| =sen|{—,

Yn1 Ax  xp+ Xp1 Yn Ax  xp+ Xn41 2
2Xn+1 _ 2xp — se (xn + Xn+1 )

Yn+1 Ax(xps1 + xn) Yn Ax(xpe1 + Xp) 2

Uma rdpida rearrumaco produz
Ax(xp41 + xp) Xn + Xn+1
Yn+1Xn+1 — YnXn = 5 sen ,
X, Ax(xpe1 + x Xn+ X
Yns1 = Un n + ( n+1 n) sen ( n n+1) ) (420)
Xn+1 2Xn+1

Repare que a condigdo inicial y(0) = 0 ndo produz nenhuma singularidade em
(4.20)parai =0 = xy = 0, yo = 0, pois os denominadores em (4.20) ndo contém x;.
O programa que implementa esse esquema € o succent . py, mostrado na listagem
4.19.

O resultado € um sucesso mais estrondoso ainda, e pode ser visto na figura 4.11.

Agora, o erro médio relativo baixou para € = 0,02072, que € ainda menor do que
0 do método de Euler com Ax = 0,01, ou seja: com um Ax 50 vezes menor!
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Figura 4.11: Comparagdo da solugdo analitica da equagdo (4.14) com a saida de
succent.py, para Ax = 0,5.

4.7 - A forma padrao dy/dx = f(x,y): os métodos de Euler
de ordem 1 e 2, e de Runge-Kutta de ordem 4

O preco que nds pagamos pelo método extremamente acurado implementado em
succent . py foi trabalhar analiticamente a equagao diferencial, até chegar a versao
“dedicada” (4.20). Isso é bom! Porém, as vezes ndao hd tempo ou ndo € possivel
melhorar o método por meio de um “pré-tratamento” analitico. Nossa discussdo
agora nos levard a um método excepcionalmente popular, denominado método de
Runge-Kutta.

Considere portanto a equagio

dy B
a—f(x,y)-

Se voltarmos ao método de Euler de ordem 1 apresentado na se¢do 4.5, podemos
reescrevé-lo na forma

Ay
A_X - f(x’ y)!
I = (o ).

Mudando um pouco a notacdo para uma forma mais usual, fazemos Ax = h e
explicitamos yp1:
Yn+1 = Yn + hf (Xn, Yn);

N——
15}

finalmente, reescrevemos o método de Euler de ordem 1 usando uma notacao padrao
que serd estendida para os métodos de Euler de ordem 2, e de Runge-Kutta de ordem
4:

kl = hf(xn, yn)3
Yn+1 = Yn + k1. 4.21)

O método de Euler de ordem estd ilustrado na figura 4.12 (que também ilustra o
método de Euler de ordem 2, que vem a seguir). Na figura, o método consiste em
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(x)

Xn Xn+1 X

Figura 4.12: Os métodos de Euler de ordens 1 e 2.

dar um passo de tamanho h, a partir do ponto P, cuja abscissa € x,, utilizando a
inclinagdo da fung¢@o neste ponto, dy(x,)/dx. Por simplicidade, estamos colocando
P exatamente sobre a curva y(x), mas isso s6 é verdade em uma solugdo numérica
quando P € a condic¢do inicial. A partir daf, nés vamos “errando” a cada passo, e nao
estamos mais sobre a solugdo verdadeira y(x). Na figura 4.12 nds néo explicitamos
esse fato, para ndo sobrecarregd-la. No método de Euler de ordem 1, o valor
estimado da funcgio y(x) em x,.1 € dado pela ordenada do ponto C.

Claramente, utilizar a derivada “no inicio” do intervalo, em P, introduz um erro
relativamente grande (note que estamos tentando chegar ao ponto A, cuja ordenada
€ o valor exato de y(x,+1)). NOs podemos tentar estimar a derivada “no meio” do
intervalo h, que € claramente uma alternativa melhor:

dy
— = f(xn+h/2,y(x, + h/2)). (4.22)

Xp+h/2

O problema é que nds ndo conhecemos y em x + h/2! Se soubéssemos, conhece-
rifamos exatamente a ordenada do ponto M: utilizando a inclinacio da fun¢ao neste
ponto (que € a inclinacdo da reta tangente no ponto M), nds partiriamos de P e
chegarfamos, com um passo h, em A’: o segmento PA’ € paralelo a reta tangente
por M. Note que nada garante que a inclinagdo de y(x) em M produz exatamente o
incremento necessdrio para atingir o ponto A; portanto, mesmo que conhecéssemos
M, ainda assim em geral atingiriamos um ponto A’ diferente de A. Como nido
conhecemos M, entretanto, precisamos utilizar o método de Euler de 12 ordem para

primeiro estimar y(x, + h/2):

Ynt1/2 ® UYn t+ hf(xm yn)/z- (4.23)

Isso corresponde a estimar y,.,1/, com a ordenada do ponto N. Usando a inclinag¢@o
estimada utilizando (4.23) em (4.22), obtemos a inclinacdo do segumento de reta
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Listagem 4.20: euler2 — Um método explicito de ordem 2

#!/usr/bin/python3

# euler2: resolve a equagdo diferencial

# dy/dx + y/x = sen(x)

# usando um método explitico de ordem 2 (Euler)

# ____________________________________________________________________
h = 0.5 # passo em x

x = [0.0] # x inicial

y = [0.0] # y inicial

n = int (50/h) # nimero de passos

from math import sin, cos
def ff(x,y):
if x == 0.0: # implementa a condigdo inicial
return 0.0
else:
return sin(x) - y/x
def eul2(x,y,h,ff):
k1 = h*ff(x,y)
k2 hxff (x+h/2,y+k1/2)
yn = y + k2
return yn
for i in range(O,n): # loop da solugdo numérica
xn = (i+1)*h
yn = eul2(x[il,y[i],h,ff)
x.append (xn)
y .append (yn)

erro = 0.0 # calcula o erro relativo médio
for i in range(1l,n+1):
yana = sin(x[i])/x[i] - cos(x[il)

erro += abs( (y[i] - yana)/yana )
erro /= n ;

print ( 'erroyrelativogmédioy=y', '%10.5f' % erro )
fou = open('euler2.out','wt')
for i in range(O,n+1): # imprime o arquivo de saida

fou.write( '%12.6f,%12.6f\n"' % (x[il,y[il) )
fou.close ()

cinza tracejado que parte de P e vai até B. Nossa estimativa de y,4; agora € a
ordenada de B. Podemos resumir todo esse procedimento com

ki = hf(xn, yn),
ky = hf (xn +h/2,yn + k1/2),

Ynv1 = UYn + k.

Ele se denomina método de Euler de 22 ordem. Vamos tentar esse método e ver
como ele se compara com nossos esfor¢cos anteriores. Vamos manter h = 0,5 como
antes. No entanto, nds ainda sofremos do célculo da derivada em x = 0; por isso, nos
vamos mudar o cdlculo da derivada, colocando um if na fun¢do £ que a calcula.
Note que, do ponto de vista de eficiéncia computacional, isso € péssimo, porque o
if serd verificado em fodos os passos, quando na verdade ele s6 é necessario no
passo zero. No entanto, o programa resultante, euler2.py (listagem 4.20), fica
mais simples e facil de entender, e essa é nossa prioridade aqui. O resultado é
mostrado na figura 4.13.

O resultado € muito bom, com um erro absoluto médio € = 0,02529. Mas nés
podemos fazer melhor, com o método de Runge-Kutta de 42 ordem! N&o vamos
deduzir as equagdes, mas elas seguem uma légica parecida com a do método de
ordem 2:
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Figura 4.13: Comparagdo da solugdo analitica da equagdo (4.14) com a saida de
euler?2.py, para Ax = 0,5.
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Figura 4.14: Comparagdo da solugdo analitica da equagdo (4.14) com a saida de
rungek4.py, para Ax = 0,5.

kl = hf(xrb yn)s
ho ok
kp = hf(an+ 2. 4n + ),
ks = hf (% + B/2, yn + k2/2),
ks = hf(xn +hyn + ks),
ki ke K ks

=Yg+ —+ —+ .
Yot =Yn T ST T ST

Para o nosso bem conhecido problema, o método é implementado no programa
rungek4, na listagem 4.21, e o resultado é mostrado na figura 4.14.

Desta vez, o erro absoluto médio foi e = 0,00007: o campedo de todos os métodos
tentados até agora, e uma clara evidéncia da eficdcia do método de Runge-Kutta.
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Listagem 4.21: rungek4 — Método de Runge-Kutta, ordem 4

#!/usr/bin/python3

# ____________________________________________________________________
# rungek4: resolve a equagdo diferencial

# dy/dx + y/x = sen(x)

# usando o método de Runge-Kutta de ordem 4

# ____________________________________________________________________
h = 0.5 # passo em X

x = [0.0] # x inicial

y = [0.0] # y inicial

n = int (50/h) # nimero de passos

from math import sin, cos
def ff(x,y):

[

estou integrando dy/dx = sen(x) - y/x
L
if x == 0.0:
return 0.0
else:
return sin(x) - y/x
def rk4(x,y,h,ff):

[

rk4 implementa um passo do método de Runge-Kutta de ordem 4
k1 = h*xff(x,y)

k2 = h*ff(x+h/2,y+k1/2)

k3 = h*ff(x+h/2,y+k2/2)

k4 = h*ff (x+h,y+k3)

yn =y + k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0
return yn

for i in range(O,n): # loop da solugdo numérica
xn = (i+1)*h

yn = rk4(x[i],y[i]l,h,£f£f)
x.append (xn)
y .append (yn)

erro = 0.0 # calcula o erro relativo médio
for i in range(l,n+1):
yana = sin(x[i])/x[i] - cos(x[il)
erro += abs( (y[i]l] - yana)/yana )
erro /= n ;
print ( 'erroyrelativoymédioy=y', '%10.5f' % erro )
fou = open('rungek4.out','wt')
for i in range(0,n+1): # imprime o arquivo de saida

fou.write( '%12.6f,%12.6f\n"' % (x[il,y[i]l) )
fou.close ()
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Figura 4.15: O integrando y(x,t) parax =1,...,5.

Exemplo 4.1 Utilizando o método de Runge-Kutta (!), calcule a fun¢do gama

F(x)E/ " levt dt
0

numericamente para o intervalo x € [1,5].

SOLUCAO

A varidvel independente x entra com um parametro, ndo como um dos limites de integracao.
Isto torna as coisas um pouco mais complicadas. Para obter a solug@o, vamos primeiro definir
a funcdo gama incompleta inferior (Abramowitz e Stegun, 1972):

Yy
y(xy) = / " le ! dt. (4.24)
0

Toda integracdo numérica pode ser convertida na solu¢do numérica de uma EDO (Press
etal., 1992, p. 129). Por exemplo, no caso acima, a integragdo numérica € equivalente a

d}/(x’ t) - tx—le—t_

0) =0.
dt > Y(x’ )

Se resolvermos a equagao diferencial acima, entdo teremos, simplesmente,

I(x) = y(x, ).

Numericamente, nés vamos substituir co por um valor finito porém suficientemente grande.
Para termos uma boa idéia do que signfica um valor “suficientemente grande”, vamos plotar
o integrando Prlemt para os valores x = 1, x = 2, x = 3, x = 4 e x = 5. Isso é mostrado na
figura 4.15.

Note que o limite pratico de integracdo varia com x. No entanto, por simplicidade, podemos
adotar t = 20 para todos os casos (com um pouco de exagero). Em outras palavras, nds
esperamos que (numericamente) I'(x) ~ y(x,20) paral < x < 5.

Um outro ponto importante é que € relativamente simples provar que

I'(x)=(x-1)! (4.25)

para x € N. Portanto, é imediato que I'(1) = 1, T'(2) = 1,T(3) =2, T(4) = 6 e I'(5) = 24.
Isso significa que € possivel testar a solugdo numérica para estes valores particulares de x.
Nosso primeiro esfor¢o, portanto, é escrever um protétipo para testar alguns ou todos entre
estes valores particulares. Lembremo-nos de que isso ¢ feito simplesmente integrando a
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Figura 4.16: Cdlculo de I'(x) com o método de Runge-Kutta: saida de intgaml
comparada com a fung¢éo I'(x) do programa de plotagem (Gnuplot)

equacdo diferencial (4.1) até 20, com um passo que precisa ser verificado por tentativa e
erro.

Nosso primeiro protétipo, muito simples, e denominado intgam0.py, € mostrado na lis-
tagem 4.22. Note que nds reaproveitamos a rotina rk4 que foi introduzida na listagem
4.21.

Utilizando intgam0.py nds verificamos, por tentativa e erro, que h = 10™* é um passo
suficientemente “preciso” para o método de Runge-Kutta, mas que o “infinito” é melhor
representado numericamente por 30, e ndo por 20. Observe também na listagem 4.22 que
o valor de x € definido “na for¢a bruta”, de maneira um pouco deselegante, por meio de
uma varidvel global dentro do préprio programa. Para testar x = 1,.. ., 5, nds simplesmente
editamos o programa e modificamos o valor de x com um editor de texto.

O programa “definitivo” chama-se intgaml.py. Ele é mostrado na listagem 4.23. A
principal diferenca em relagdo a intgamO consiste em um loop externo, implementado por
meio de um while, em que o valor de x, que antes era fixo, é incrementado de 0,01 em
0,01. Além disto, os valores para cada x sdo impressos em um arquivo de saida.

O resultado de intgaml.py é mostrado na figura 4.16. Na figura, note que a concordancia
¢é (visualmente) perfeita. Algumas observagdes importantes sdo as seguintes:

e As figuras deste exemplo foram geradas com o programa de plotagem Gnuplot
(www.gnuplot.info). Como Gnuplot possui uma fun¢do gamma(x) “embutida”,
ela foi utilizada para comparagdo com os pontos calculados por intgaml.py na
figura 4.16.

* Apenas | a cada 5 pontos gerados estd plotado na figura 4.16 para ndo sobrecarregar
a figura.

Exercicios Propostos

4.20 Resolva, usando o método de Euler e o Método de Runge-Kutta de ordem 4:

j—)yc + xy = sen(x), y(0) = 0.

4.21 Resolva, usando o método de Euler de ordem 2, e compare com a solugdo analitica:

d
ay +y = x% exp(—x), y(0) =1.
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Listagem 4.22: Primeiro protdtipo para o cdlculo de I'(x)

#!/usr/bin/python3

intgamO: resolve a integral

H OH H O H R H

uso: ./intgamO.py

\int_0"infty t~{x-1}e {-t}\,

dt

usando o método de Runge-Kutta de ordem 4

h = 1.0e-4 # passo de integragéo

to = 0.0 # t inicial

go = 0.0 # gamma inicial

n = int (30.0/h) # numero de passos até o "infinito"

x = 4.0
def ff(t,g):

return tx*(x-1.0)*exp(-t)
def rk4(x,y,h,ff):

[

rk4 implementa um passo do
LN
k1 = h*ff(x,y)
k2 = h*ff(x+h/2,y+k1/2)
k3 = h*ff(x+h/2,y+k2/2)
k4 = h*ff(x+h,y+k3)
yn y + k1/6.0 + k2/3.0 +
return yn
for i in range(O,n):
tn = (i+1)*h
gn = rk4(to,go,h,ff)
(to,go) = (tn,gn)

print ( '%10.6f,%10.6f"' % (tn,

método de Runge-Kutta de ordem 4

k3/3.0 + k4/6.0

# loop da solugdo numérica

# novo t

# novo gamma(x,t)

# o antigo passa a ser O novo

gn) )
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Listagem 4.23: Programa definitivo para o célculo de I'(x)

#!/usr/bin/python3

# ____________________________________________________________________
# intgaml: resolve a integral

#

# \int_O0"infty t {x-1}e {-t}\,dt

#

# usando o método de Runge-Kutta de ordem 4

#

# para x=1,1+dx,...,5 com dx = 0.01

#

# uso: ./intgaml.py

# e e
from math import exp

h = 1.0e-4 # passo de integragdo de rk4

dx = 0.01 # passo de variagdo de x

n = int (30.0/h) # nimero de passos até o "infinito"

# ____________________________________________________________________

def ff(t,g):
return t**x(x-1.0)*exp(-t)
def rk4(x,y,h,ff):

[

rk4 implementa um passo do método de Runge-Kutta de ordem 4
LN

k1 = h*ff(x,y)

k2 = h*ff(x+h/2,y+k1/2)

k3 = h*ff(x+h/2,y+k2/2)

k4 = h*ff (x+h,y+k3)

yn = y + k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0
return yn
fou = open('intgaml.dat','wt') # abre o arquivo de saida
x = 1.0
while (x <= 5.0)
to = 0.0 # t inicial
go = 0.0 # gamma inicial
for i in range(O,n): # loop da solugdo numérica
tn = (i+1)*h # novo t
gn = rk4(to,go,h,ff) # novo gamma(x,t)
(to,go) = (tn,gn) # o antigo passa a ser o novo
# ____________________________________________________________________
# imprime o resultado no arquivo de saida
# ____________________________________________________________________
print (x,go) # imprime x na tela
fou.write( '%10.6f,%10.6f\n' % (x,gn) )
x += dx

fou.close ()




97 4.8 — O método de Runge-Kutta multidimensional

4.22 Na equagdo

estude a sensibilidade do A, necessario para produzir € = 0,001, ao valor L.

4.23 Utilizando um método implicito semi-analitico, resolva

X

+ == e—, y(x) =0.
x

&le
% e

4.24 Resolva, utilizando Runge-Kutta:

d
% +y = sen(x), y(0) = 1.

4.8 - O método de Runge-Kutta multidimensional

Vamos, na sequéncia, generalizar o método de Runge-Kutta para que ele seja
capaz de resolver sistemas de equacdes diferenciais ordindrias do tipo

dy :
a _f(x>y)'

Note que y e f s@o vetores, enquanto que x permanece sendo um escalar. Neste
livro, vetores sdo escritos em negrito: v significa um vetor v, e isso € diferente de
um escalar 0! Nao € possivel fazer negritos com l4pis e canetas: a forma usual em
engenharia de denotar um vetor “no papel” € utilizar uma das seguintes notagdes: o
ou v.

A base para a solucdo de sistemas de equacdes diferenciais ordindrias com o
método de Runge-Kutta € muito simples: basta reconhecer que as equacgdes também

“funcionam” vetorialmente! De fato, podemos escrever

ki =hf(xny,),

h 1
k2 = hf(x,, + E,yn + Ekl),

s = B Gt o+ 1),
ky=hf(xn+hy, +ks),
Yy =Y, + %kl + %kz + %k3 + %k4.
As questdes fundamentais que nés teremos aqui do ponto de vista de implemen-
tacdo computacional do método de Runge-Kutta multidimensional sdo como:

1. representar um vetor computacionalmente,
2. multiplicar um vetor por um escalar,
3. somar dois vetores.

A primeira idéia que vem a cabega é representar um vetor em Python por uma
lista; assim, por exemplo, o vetor (1,—1) seria representado pela lista [1,-1]. E
preciso também lidar com o fato de que em geral nds escrevemos para os elementos
de um vetor em matemadtica:

u = (uy, U, us)
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Listagem 4.24: tentalista.py: listas em Python

#!/usr/bin/python3

# tentalista: tenta manipular uma lista como se ela fosse
# um vetor matemdtico.

# lista com dois elementos
vv = [3,4] # outra lista com dois elementos
# soma para ver no que da
kk = 3*uu # multiplica pelo escalar 3 para ver no que da
print ('wwy=y', ww)
print ('kk, ="' ,kk) ;

Listagem 4.25: tentaarray.py: arrays com Numpy

#!/usr/bin/python3

# ____________________________________________________________________
# tentaarray: usa arrays, em vez de listas

# ____________________________________________________________________
from numpy import array

uu = array([1,2]) # array com dois elementos

vv = array ([3,4]1) # outro array com dois elementos

WW = uu + VvV # soma para ver no que da

kk = 3*uu # multiplica pelo escalar 3 para ver no que da

print ('wwy=y', ww) ;
print ('kk, ="' ,kk) ;

(os subscritos comecam em 1), enquanto que os elementos de uma lista u em
Python sdo u[0], u[1], e u[2]. Vamos tentar entdo utilizar listas, no programa
tentalista.py, mostrado na listagem 4.24.

O resultado de rodar tentalista.py é

ww = [1, 2, 3, 4]
kk = [1, 2, 1, 2, 1, 2]

Que ndo é o que esperdvamos! O operador + aplicado a listas nao soma com-
ponente a componente, mas sim concatena as duas listas; e o produto por 3 ndo
multiplica componente a componente, mas sim repete a lista 3 vezes.

Felizmente, existe uma maneira de se obter o comportamento esperado — mas
nao com listas. Um médulo extra-Python (que tem que ser instalado separadamente),
denominado numpy, faz a magica. A principal contribuicdo de numpy € que ele
prové um novo tipo chamado array, que se comporta como um vetor. Vamos vé-lo
em acdo no préximo programa, tentaarray.py mostrado na listagem 4.25, cujo
resultado é

ww = [4 6]
kk [3 6]

Como podemos ver, agora as coisas “funcionam’.

Para usar numpy, € claro, vocé tem que baixar o pacote, e ler o manual: procure
em http://numpy.scipy.org.

Vamos agora resolver um caso para o qual possuimos soluc¢ao analitica. Dado o
sistema

du1
&
duz
_=u1’

dx


http://numpy.scipy.org
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Listagem 4.26: rungek4v.py: o método de Runge-Kutta multidimensional

#!/usr/bin/python3

# ____________________________________________________________________
# rungek4v: resolve as equagles diferenciais

#

# dul/dx = u2,

# du2/dx = ul,

#

# usando o método de Runge-Kutta de ordem 4

# ____________________________________________________________________
from numpy import array

h = 0.1 # passo em x

x = [0.0] # x inicial

y [array ([1.0,0.01)] # y inicial

n = int (10/h) # nimero de passos

from math import sinh, cosh
def ff(x,y):

return array([y[1],y[011)
def rk4(x,y,h,ff):

[

rk4 implementa um passo do método de Runge-Kutta de ordem 4
LN

k1 = h*ff(x,y)

k2 = h*ff(x+h/2,y+k1/2)

k3 = h*ff(x+h/2,y+k2/2)

k4 = h*ff(x+h,y+k3)

yn = y + k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0
return yn
for i in range(O,n): # loop da solugdo numérica
xn = (i+1)*h
yn = rk4(x[i],y[il,h,ff)

x.append (xn)
y.append (yn)
erro0 = 0.0 # calcula o erro relativo médio
errol = 0.0
for i in range(l,n+1):
yana0 = cosh(x[il)
yanal = sinh(x[i])
erro0 += abs( (y[il[0] - yana0O)/yanaO )
errol += abs( (y[i]J[1] - yanal)/yanal )
erro0 /= n
errol /= n

print ( 'erroyrelativo_médio,=', '%10.6f.,%10.6f' ) (erro0,errol) )
fou = open('rungek4v.out','wt')
for i in range(0,n+1): # imprime o arquivo de saida

fou.write( '%12.6f,%12.6£,%12.6f\n"' % (x[il,y[i1[01,y[i1[11) )
fou.close ()

a sua solucdo é

u(x) = kie™ + kpe”,

uy(x) = —kie™ + kpe”.

O programa que resolve esse sistema € o rungek4v.py mostrado na listagem
4.26; o mais interessante, e um dos pontos fortes de Python, é que a rotina rk4 segue
inalterada: observe que ela é capaz de receber como entrada um array (y), assim
como uma funcdo que agora devolve arrays (£f), e que ela propria agora devolve
um array.

Com um h = 0.1, os erros relativos médios de u; € u, sdo extremamente
pequenos: € = 0.000004 em ambos os casos. Graficamente, temos a resultado
mostrado na figura 4.17. Note que cosh(x) ~ senh(x) para x > 2,5.
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Figura 4.17: Solu¢do numérica pelo Método de Runge-Kutta de um sistema de 2
equagdes diferenciais ordindrias

Figura 4.18: Drenagem de um macigo poroso semi-infinito inicialmente totalmente
saturado.

Solucao numérica de um problema nao-linear

Considere a solugdo da equacio diferencial parcial ndo-linear de Boussinesq

oh ks 0 |, 0h
—==_|h— (4.26)
ot nox | ox

em um aquifero semi-infinito mostrado na figura 4.18,0 < x < co e parat > 0, com
condicdes inicial e de contorno

h(x,0) = hy, 4.27)
h(0,1) =0, (4.28)
h(co, t) = hy. (4.29)

Em (4.26), ks é a condutividade hidraulica saturada, e n € a porosidade drenavel
(Brutsaert, 2005).

O problema consiste em obter a evolugdo da “superficie fredtica” h(x, t) a partir
da condigdo inicial (4.27); a condicao de contorno (4.28) estabelece que existe um
canal drenando o macico poroso cujo nivel € o mesmo da camada impermedavel em
z = 0, e a condi¢do de contorno (4.29) simplesmente estabelece que as dimensoes
do aquifero em x s@o “infinitas”.

Primeiramente, adimensionalizamos a equagao conforme discutido na se¢do 1.4.
Comecamos com

h(x,t) = O(x, t)hy, (4.30)
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onde [®] = 1; entdo, (4.26) torna-se

0— = —

ad ks 9 oho®
ot

ot f ox ox
oD ksho 9 | oD
ot f ox| ox|’
O O
o _ Di [@a—], (4.31)
ot ox ox
onde o
D=2 (4.32)
f

¢ uma “difusividade” (X?T~!) hidrdulica. As condicdes inicial e de contorno em
®(x, t) agora sdo

d(x,0) =1, (4.33)
®(0,t) =0, (4.34)
®(co, t) = 1. (4.35)

A existéncia de duas condi¢des idénticas é a marca registrada do método de simila-
ridade denominado “método da transformacgdo de Boltzmann”. Nesse método, nds
fazemos

D (x, 1) = $(&), (4.36)
onde (novamente, conforme mostrado na sec¢do 1.4)
X
&= . (4.37)
V4Dt

O fator 4 € apenas para tornar a solugdo um pouco mais elegante algebricamente,
e nao deve preocupar. Substituindo (4.36) em (4.31), nés inicialmente calculamos
todas as derivadas parciais separadamente:

00 B 0 x
E-a[‘ﬁ(@)]
_dgoé
W
: xD d¢
T 4(Dt)32 dE’
o0 dpor 1 dp
ox T A ox  VipidE
o _dpoE 1 dg
ox ~ "déax  +apr dE
o [ o0 1 d[,dg] o¢
[‘I’a]‘ [%—5] o

= VaD: &
1 d[,d¢g
WE@V@T

Em seguida, substituindo as derivadas parciais em (4.31), nés obtemos

ox

xD dy D d [¢d¢

4(Dr)¥2dé  aDrdg |7 dE
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D 2x dp) D d[,dg
4Dt (4Dt)'/2 dE ~ 4Dt d¢ [(ﬁd_é*}

D 2x d¢ Dd[gbdgb}

" 4Dt (4Dt)i/2 dF ~ aDtdE | d&
d¢] -39
§ [¢ o G- (4.38)

(4.38) € uma EDO nao-linear de ordem 2, de coeficientes nio-constantes. A sua
solucdo demanda 2 condic¢des de contorno em ¢ ou em sua derivada. As condi¢des
(4.33)—(4.35) traduzem-se, por meio de (4.37), em

®(x,0) = 1 - $(c0) = 1, (4.39)
(0,) =0 - $(0) = 0, (4.40)
D(co,t) = 1 = ¢(c0) = 1. (4.41)

Portanto, existem apenas duas condi¢des de contorno independentes, (4.40) e (4.41).
Podemos agora transformar (4.38) em um sistema de EDOs de ordem 1:

d¢

dé =V

dp _ ¢

— ==, 4.42
&g (4.42)
dy B !

d_§ =-2¢ 5 (4.43)

com condicdes iniciais

$(0) =0, (4.44)
¥(0) = vy, (4.45)

onde o valor de ¥, tem que ser encontrado por tentativa e erro de tal modo que
(j)(oo) =1.

O problema € que o sistema (4.42)—(4.43) ndo pode ser implementado direta-
mente no esquema de Runge-Kutta de 42 ordem, porque a condicdo inicial (4.44)
produz uma singularidade (tente!). Em vez disso, nds precisamos “pular” sobre
a singularidade. Como vimos na se¢ao 4.6, métodos implicitos podem resolver o
problema de singularidades na condicao inicial ao calcular a fungo e suas derivadas
utilizando os pontos emie i+ 1.

Para o primeiro passo entre £ = 0 e £ = A&, portanto, nés discretizamos (4.42)—
(4.43) como

$1 — o _ U1 + 1o

AZ = PR (4.46)
¢1—¢0__ ALY+ o

N 2 (447

Note que o valor de ¢ foi tomado em (& + &1)/2 = A&/2. Substituindo ¢y = 0 e
simplificando, obtemos o sistema de equacgdes

g1 + A&
¢ ¢0¢ Ang

$1 = VAE(Yr + Vo), (4.49)

(4.48)
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Figura 4.19: Resultado da integracdo numérica do problema de Boussinesq para um
aquifero semi-infinito

que pode ser resolvido iterativamente a partir de uma estimativa inicial trivial ¢; =
¢o. A partir do valor correto de 1, obtido por tentativa e erro para que ¢(co0) =1, 0
sistema converge muito rapidamente para um erro global v/(¢; — ¢o)? + (Y1 — ¥o)? <
€: para e = 1.0 X 10~ 4, bastam 3 iteragdes. Os novos valores iniciais ¢; € i/; podem
entdo ser utilizados para marchar com passo A¢ em um esquema de Runge-Kutta.
O resultado da integracdo numérica estd mostrado na figura 4.19

Poluicao organica em rios

Considere um rio com velocidade média longitudinal U, e drea de secdo trans-
versal A. A vazdo (volumétrica) é

0=UA (4.50)

Uma substincia qualquer misturada na dgua pode ser transportada pela velocidade
média; pode ser difundida longitudinalmente pela campo turbulento de velocidade, e
pode também decair bioquimicamente. Esses processos sdo descritos pela equacio
de difusdo-adveccdo-decaimento. Se a substancia for um poluente cuja concentracio
éC, )
£+U§ =E£—kc (4.51)
ot ox Ix?
Em (4.51), E € o coeficiente de dispersdo longitudinal do rio; e k é um coeficiente
de decaimento de 12 ordem.
A degradacgdo geral de matéria orginica na dgua tem a forma geral (Schnoor,

1996)

CH,0 + 0, "25" O, + H,0.
Em Schnoor (1996), nés encontramos as concentragdes consideradas aceitdveis de
O, na dgua: pelo menos 4 mgL™!, e 5 mgL~! na “maior parte” do tempo.

A “equacao” de Streeter-Phelps (Streeter e Phelps, 1925) €, na verdade, a solugao
de um problema acoplado. A primeira hipdtese € a de um problema permanente:
d/at = 0 para todos os participantes.

Os participantes, por sua vez, sdo o oxigénio dissolvido na dgua , com con-
centragcdo C, e a demanda bioquimica de oxigénio (DBO) L, ambos expresssos em
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concentragdo volumétrica, em geral dada em mgL~!. Além disso, o modelo de
Streeter-Phelps desconsidera os efeitos de dispersdo longitudinal: E = 0. Para a

DBO,

dL
U— = —kyL, (4.52)
dx

onde k; € a taxa de decaimento de oxigénio de 12 ordem. Para a concentracdo de

oxigénio dissolvido,

U% = —kgL + ka(Cs - O), (4.53)

onde C; € a concentracio de saturacio do oxigénio, e k, é a constante de reaeragio
de ordem 1.
Juntas, as equagdes (4.52) e (4.53) formam um sistema de 2 equagdes diferen-

ciais de ordem 1. Tradicionalmente, é conveniente introduzir o deficit de oxigénio
dissolvido

D=C,-C (4.54)
donde, para C; = cte,
dD dc
— =, 4.55
dx dx ( )
e (4.53) pode ser traduzida para
dD
—U— = —k4L + k,D
dx
dD
— = kgL —k,D.
dx

Na pritica, € possivel desacoplar o sistema; de fato, (4.52) ndo depende de D, e tem
solucdo (para L(x = 0) = Lg)

kg
L=Loe U™, (4.56)

A equagdo para o deficit de oxigénio dissolvido transformou-se agora em uma
equacdo diferencial de ordem 1, ndo-homogénea:

dD k kqgLo _k
T yfap = B0 (4.57)
dx U U

cuja condicdo inicial € D(x = 0) = D,. Para resolver com Maxima, é conveniente
fazer

a=ka
U
k4L
B= d O,
U
k
c=-2
U
Entao,
(%hi1l) 'diff(D,x) + AxD = B*exp(—c*x) 5
dD - x C
(%ot) -- + AD =B Yje
dx
(%i2) ode2(%o1,D,x) ;
x A - xC
- x A B %e
(%ho2) D = Y%e (m—mmmmmmmee = + %c)
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Ou seja:
=R
D= -gx| U +c
=¢ f—ka ;
U
K kL ka-k,
D=e 0% [~ "7 x 1.
ka - kd

Devemos escolher ¢ para que D = Dy em x = 0:

L
D():( kdO +C),

ko —kq
kaLo
=Dy — .
‘ ¢ ka - kd
Entao,
_ka deo ka—kgq deO
D=e UX U X+ Dy—
) (ka—kde * " ka—ka
_ka kqlo ( _ka _ka
=D UX ¢ ——— ( U X — U x)
e Pa— e e
Agora, € possivel encontrar o ponto x, em que o deficit € maximo:
U ka ka - kd DO
= In[{—1[1- —1|. 4.58
Xe k'a—kd n[kd ( kd LO ( )

A conta € um pouco longa; faga-a!
Considere agora o exemplo, razoavelmente realista:
ko =15dia™! = 1,5x (86400s) ' =1,736 X 10> s };
kg =05dia™! =5,787 x 107 %57,

U= lms_l,
Ly=10mgL™",
DO :OmgL_l.

Com esse exemplo, nés podemos resolver Streeter-Phelps numericamente, com
Runge-Kutta, utilizando o programa street.py mostrado na listagem 4.27. O
resultado € mostrado na figura 4.20. Se vocé estd achando algo estranho, ndo ache!
O modelo de Streeter-Phelps prevé que demora quase 100 km para que a DBO caia
de 10 para 6 mg L™, e que o deficit de OD chega a quase 2mg L~ neste ponto.

Exercicios Propostos

4.25 O método de Runge-Kutta permite resolver (em principio) qualquer sistema de equa-
¢oes diferenciais ordindrias do tipo

dy
a _f (X, y)
simplesmente programando f(x,y) e passando a funcdo como argumento para

rk4(x,y,h,f). Se o sistema de EDOs é

d Y1 Y2+ s
a Y2 = |Ys — Y1},
Y3 Y1+ 42

programe a f (x,y) correspondente em Python.
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Listagem 4.27: street.py — Solu¢do numérica do modelo de Streeter-Phelps com
o método de Runge-Kutta.

#!/usr/bin/python3

# street.py: solugdo numérica do problema de Streeter-Phelps
#
# usando o método de Runge-Kutta de ordem 4

# ____________________________________________________________________
from numpy import array

# ____________________________________________________________________
# pardmetros do problema

# ____________________________________________________________________
h = 1000 # passo em x (100 m)

x = [0.0] # x inicial

y [array ([10.0,0.01)] # LO = 10mg/L, DO = 0 mg/L

n = int (500000/h) # nimero de passos (50 km)

# ____________________________________________________________________
# dados do rio:

# ____________________________________________________________________
U=1.0

ka = 1.736e-5
kd = 5.787e-6

LO = 10.0
DO = 0.0
def ff(x,y):
dLdx = -(kd/U)=*yl[0]

dDdx = (kd/U)*y[0] - (ka/U)xyl[1]
return array ([dLdx,dDdx])
def rk4(x,y,h,ff):

[

rk4 implementa um passo do método de Runge-Kutta de ordem 4
LN
k1 = h*ff(x,y)
k2 = h*ff(x+h/2,y+kl/2)
k3 = h*ff(x+h/2,y+k2/2)
k4 = hx*ff(x+h,y+k3)
yn y + k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0
return yn
for i in range(O,n): # loop da solugio numérica
xn = (i+1)*h
yn = rk4(x[i],y[il,h,ff)
x.append (xn)
y.append (yn)
fou = open('street.out','wt')
for i in range(0,n+1): # imprime o arquivo de saida
fou.write( '%12.6f,%12.6£f,%12.6f\n"' % (x[i],y[i][0],y[i][1]) )
fou.close ()
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Figura 4.20: Solug@o numérica do modelo de Streeter-Phelps com o método de
Runge-Kutta.

4.26 Dado o programa a seguir escrito em Python,

#!/usr/bin/python3
from numpy import array

h =0.1 # passo em x

X [0.0] # x inicial

y = l[array([1.0,0.01)] # y inicial

n = int (10/h) # nimero de passos
def ff(x,y):

return array([-y[0]l+y[1],y[0]-y[1]1])
rk4(x,y,h,ff):

k1 = h*ff(x,y)

k2 = h*ff(x+h/2,y+kl1/2)

k3 = h*ff(x+h/2,y+k2/2)

k4 = hx*ff(x+h,y+k3)

yn =y + k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0
return yn

<}
[0}
Hh

for i in range(O,n): # loop da solugio numérica
xn = (i+1)*h

yn = rk4(x[il,y[il,h,£ff)
x.append (xn)
y.append (yn)
fou = open('ruk.out','wt')
for i in range(0,n+1): # imprime o arquivo de saida
fou.write( '%12.6f,%12.6f,%12.6f\n"' % (x[i],y[i][0],y[i][1]) )
fou.close ()

qual € o problema que ele resolve? Escreva todas as equagdes que especificam completa-
mente o problema.

4.9 - Trabalhos computacionais

Esta se¢do contém diversas propostas de trabalhos computacionais. Eles sdao
mais longos que os exercicios propostos, e requerem consideravel dedicacdo e tempo.
Os trabalhos desta se¢cdo mostram diversas aplicacdes de métodos numéricos, e lhe
dao a oportunidade de ganhar uma prética considerdvel em programacdo. Nao h4,
intencionalmente, solucdo destes trabalhos. Cabe a vocé, talvez juntamente com o
seu professor, certificar-se de que os programas estdo corretos. Varios dos trabalhos
incluem solugdes analiticas que podem ajudar nessa verificacao.
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Figura 4.21: Um péndulo (possivelmente) ndo-linear.

O método de Runge-Kutta e um péndulo nao-linear

A figura 4.21 mostra um péndulo cujo cabo tem comprimento L, de massa m.
O péndulo sempre parte de uma posi¢do angular inicial 8 = 0, com velocidade
inicial nula. O comprimento de arco descrito pelo péndulo a partir do ponto inicial;

sua velocidade escalar; e sua aceleracdo escalar, sao

S = L(@o - 9),
ds do
0=—=—L—,
dt di
do d?6
a=— =-L—.
dt di?
A 22 lei de Newton nos da
2
—mLW = mgsen(6),
dzo
) + % sen(d) = 0.

A dimensdo da equacgdo (4.59) é

T2

mas ela pode ser adimensionalizada via

L

0 _aris_at g
dt drdt de VL

0 d[dg/dt]dr _ d*0 g

de? dr  dt dr?L’

(4.59)
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Substituindo agora na equacao (4.59), obtém-se

2
% +sen(0) =0, 0(0) = O, 0'(0)=0 (4.60)
(note que nds agora incluimos as condi¢des inciais).

Essa equagdo diferencial ndo pode ser resolvida por métodos analiticos em
termos apenas em funcdes transcedentais elementares (funcdes baseadas nas fungdes
trigonométricas e na funcdo exponencial (incluindo as inversas)). Se a posi¢do
angular inicial ®, for “pequena”, podemos aproximar o seno por uma série de
Taylor apenas até o primeiro termo, sen  ~ 6, e transformar a equagio diferencial
em

2
40 +0 =0, 0(0) = O, 6’(0) = 0;
dr?
0(r) = Acos(r) + Bsen(r),

A =0, B=0 =

0 = Oy cos(t) = O cos (\/%t) .

Talvez a caracteristica mais interessante dessa solucdo seja que o periodo de oscila-
¢a0 ndo depende da amplitude ©,: de acordo com a solucgfo analitica (aproximada)
acima, ele € obtido da seguinte forma:

2t g
cos|——| = cos =t],
T L

2t g

As coisas ficam ainda mais simples nas varidveis adimensionais: o periodo em
unidades de 7 €, simplesmente,
T, = 2m.

Para o péndulo néo linear, por outro lado, é razodvel prever, com base nas ferramentas
de andlise dimensional discutidas no inicio do curso, que o periodo de oscilagio tem

a forma
T= f(®0)\/%

onde f(0) = 2. O objetivo deste trabalho é a obtencdo “experimental” de f(©y).
O plano agora é resolver a equagdo correta numericamente para um grande
nimero de condicdes inciais O, e plotar o periodo de cada uma dessas solugdes
contra Q.
Para resolver o problema nao-linear, escrevemos, a partir de (4.60):

a0 _ o, 0(0) = O, 4.61)
dr
d—a) =— sen(@), 0)(0) =0, (4.62)
dr

e resolvemos o sistema (4.61)—(4.62) com o método de Runge-Kutta de 42 ordem
para um grande nimero de condi¢des iniciais Oy, a saber: ©¢ = 0.05, 0y =0.1, ...,
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Figura4.22: O periodo de um péndulo ndo linear em fun¢do da amplitude inicial 6.
A linha tracejada € o valor tedrico f(0) = 2 para oscilagdes de pequena amplitude.

Oy = 3. Para cada um desses valores, nés determinamos o periodo da solu¢cdo. Em
termos da varidvel adimensional independente 7, o periodo € justamente o valor de
1 (©o).

O célculo do periodo f(®y) exige um algoritmo préprio, além da solucdo
numérica por Runge-Kutta de (4.61)—(4.62). Uma idéia simples e que funciona € a
seguinte:

1.

Adote um passo pequeno para a solugdo numérica de (4.61)—(4.62). Por
exemplo, Az = 0.001, e simule at€ 7 = 50 para obter um certo nimero de
periodos.

Para cada ©,, resolva numericamente o problema, gerando uma lista de
valores 0y = ©y, 04, ..., On, que sdo a solucdo numérica do problema.

Percorra a lista de 0s para i = 1,...,N: toda vez que p = —0;_1/6; > 0,
a funcdo trocou de sinal. Obtenha o zero da funcéo 9(t) por interpolal¢éo
linear:

Tk = Tji—1 + P Ar.
p

1+
Adicione 7; a uma lista separada com os zeros de 0(t).

Calcule as diferencas entre esses zeros:

Ok = Tk — Th—1-

Obtenha a média aritmética & dos &s. O periodo serd

£(©) =28

6. Guarde esse f(Qy), e prossiga para o proximo 0, em 2.

Vocé deve plotar os seus resultados para conferir. A fungdo f(©) € mostrada
na figura 4.22
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Ressonancia e um péndulo nao-linear

A figura 1.1 mostra um péndulo de massa m for¢cado por uma forca F que é
sempre tangente a trajetdria circular, cujo cabo tem comprimento L. O péndulo
sempre parte de uma posi¢do angular inicial 8 = ©y, com velocidade inicial nula. O
comprimento de arco descrito pelo péndulo a partir do ponto inicial; sua velocidade
escalar; e sua aceleracdo escalar, sao

s = L(@o - 9),
_ds_ ;40
Ta T A
_do_ ;&0
“Ca T A
Faca F(t) = —mg¢(t) o valor da componente tangencial da for¢a (com sinal).
A 22 lei de Newton nos da
2
—mL(cll—tf =mgsen 8 + F(t),
2
F
% + % senf = —(—?,
m
d’0 ¢ mg
ﬁ + Z sen = Hgb(t) (463)

A dimensao da equacgdo (4.63) é

T2’

mas ela pode ser adimensionalizada via

T=t\/§,
L

4 dodr do [g
dt drdt dec VL
$0 dldojdi]dr g

dr2 dr  dt de?L’
Substituindo agora na equagao (4.63), obtém-se

d?0

Pl +senf = @(7), 0(0) = Oy, 0'(0)=0 (4.64)
T

(note que nés agora incluimos as condi¢des inciais).

Essa equacdo diferencial nao pode ser resolvida por métodos analiticos em ter-
mos apenas de fungdes algébricas e funcdes transcedentais elementares (fungdes
baseadas nas fungdes trigonométricas e na funcio exponencial (incluindo as inver-
sas)). Se a posicdo angular inicial ©, for “pequena”, podemos aproximar o seno por
uma série de Taylor apenas até o primeiro termo, sen 6 ~ 6, e transformar a equagio
diferencial em

d?0 ,
12 +0=¢(1), 0(0) = Oy, 0’(0) = 0. (4.65)

Se

¢ (1) = sen(2), (4.66)
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aparecerd ressonancia em (4.65). Nossa questdo é: aparecerd também ressonincia
em (4.64)?
Para resolver o problema nao-linear, escrevemos, a partir de (4.64):

dé,
— =Wy, 0,(0) = Oy, (4.67)
dr
dwy,
(;0 = —senb, +sen(7), wn(0) = 0. (4.68)
T
O problema linear tem solu¢cao numérica muito parecida:
dé
— = 61(0) = &y, (4.69)
dr
d
% — _0; + sen(7), w1(0) =0, (4.70)
T

Em (4.67)—(4.70) n6s adicionamos os subscritos n e [ para distinguir a solu¢do
linear da solugdo ndo-linear.

Seu objetivo é comparar as duas solugdes: resolva os sistemas (4.67)—(4.68) e
(4.69)—(4.70) utilizando o método de Runge-Kutta de 42 ordem com 0, = 1,5. Vocé
deve utilizar um passo A7 = 0,01 em 7, ¢ marchar de 7 = 0 até 7 = 1000.

Plote no mesmo grafico rx0;(7) e X 0,(7), e mostre graficamente que o sistema
linear exibe ressonancia. O que vocé pode dizer sobre o sistema nao-linear?

Além disso, considere, e responda tdo bem quanto possivel, as seguintes ques-
toes:

* O que acontece com a solu¢do linear quando vocé€ reduz At para 0,001? E
para 0,0001?

* O que acontece com a soluc¢do nio-linear quando vocé reduz Ar para 0,001?
E para 0,0001?

* O que est4 acontecendo? E possivel tirar alguma conclusdo sobre a solugio
do sistema ndo-linear?

Atencdo: os valores de 6(7r) crescem muito além de 25t (uma volta completa),
e portanto € dificil interpretar fisicamente a solu¢cdo numérica apds valores de 7
da ordem de 27. Nao se preocupe com isso, concentrando-se nas propriedades
matemdticas da solugdo.

A distribuicao de Rayleigh

A distribuicdo de Rayleigh é uma distribuicdo de probabilidade. A funcgao
densidade de probabilidade é

~x2

fr(x) = %e_ﬁ, x >0. 4.71)
o
A funcio distribui¢do acumulada é

2

Fr(x) = /xﬁq(t) dt=1-e 272, 4.72)
0

E ficil ver que, como acontece com toda fungio densidade de probabilidade, a sua
integral € igual a um:

/Oooﬁg(x) dx = Fr(co) = 1. (4.73)

Neste trabalho, é proibido usar Fg(x): vocé pode uséd-la “por fora” para testar
seus resultados, mas ela ndo pode aparecer no seu programa. Todo o trabalho
envolve apenas a manipulagdo de fr(x) em (4.71), ou de sua série de Taylor.
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Parte I

Obtenha a série de Taylor, em torno de x = 0, de fzr(x) para o = 1:
fs(x) = c1x + cox® + e3x® +ogxt + .. (4.74)

(isto é, obtenha os c,s em funcio de n, analiticamente). Escreva uma funcido que
calcule a série com uma acurdcia € = 107%. O programa deve gerar um arquivo
de saida com 3 colunas: x, fs(x), e fr(x). Naturalmente, vocé deve encontrar
fs(x) =~ fr(x). No entanto, para x “grande” (digamos, x > V10), comecam a
aparecer problemas numéricos em fs(x).

Plote fs(x) e fr(x), e mostre os problemas que aparecem em fs(x) para x
grande.

Uma estratégia para lidar com o destrambelhamento de fs(x) para x grande € a
seguinte: se x > V10, calcule:

y:x/‘/ﬁ,

n = Lx/V10J,
A =V1on,
z=x/A,

N = A* = 1092

n € o maior inteiro menor ou igual a y. Em Python, isso € calculado com eta =
floor(y). Repare que N é, convenientemente, um nimero inteiro por defini¢do.
Agora,

fr(x) = xe ™12
x 51 (x)\2
=2[3] ew ["‘ 23 ]
=Az [exp (—22/2)]/12
= Az [exp (—zz/z)]N.

A série de Taylor de exp (—z%/2) estd intimamente relacionada com fs(z):
exp(—z°/2) = fr(2) = fs(2)/z = c1 + cax + e3x* +cax® + . . .,

onde os ¢,s sdo os mesmos de (4.74). Portanto, quando x > V10, calcule Yy, 1, A,z
e N, calcule fr(z), eleve a N, e multiplique por Az.

Parte 11

Verfique numericamente a validade de (4.73), usando um esquema de integragcao
numérica de sua escolha. O problema € lidar com o limite superior da integral,
que é co. Como vocé pode fazer para garantir que sua integral numérica € uma
boa aproximacdo de (4.73)? Afinal, é impossivel colocar co em um programa de
computador. . .

Dica: o capitulo sobre integracdo numérica de Press et al. (1992) tem varias
sugestdes para lidar com esse problema. Vocé pode usar as sugestdes de Press et al.
(1992), ou usar uma idéia sua.

Atencdo! A sua solugdo também deve fazer parte do programa de computador
produzido para o trabalho, e o resultado numérico de (4.73) deve ser impresso na
tela, com 10 casas decimais.
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Obtencao de curvas de remanso pelo método de Runge-Kutta

Este texto € uma adaptacdo de um trabalho publicado pelo autor em Congresso
Cientifico (Dias, 1995).

Importincia dos calculos de curvas de remanso Um problema cldssico em
hidraulica de canais é a obtencdo de curvas de remanso (Chow, 1959; French,
1986). O problema e suas solucdes tém grande aplicagdo na medida em que suas
hipéteses — regime permanente e escoamento gradualmente variado — ocorrem
frequentemente em canais naturais e artificiais. Algumas aplica¢des importantes
s@o a determinacdo de cotas da superficie da 4gua a montante de um reservatério,
e o cédlculo de superficies-chave em postos fluviométricos sujeitos a influéncia de
remanso.

As solugdes clédssicas de curvas de remanso ndo enfatizam que se trata em
ultima andlise da solu¢do de uma equacdo diferencial nao-linear. Neste trabalho,
adaptado de Dias (1995), formularemos o problema em funcao do nivel d’agua Z e
da distancia x desde a primeira secdo de jusante, obteremos a equacdo diferencial
correspondente dZ/dx = f(x, Z) e a resolveremos usando uma ferramenta padréo,
que € o método de Runge-Kutta.

Cabe notar que a proposta de calcular curvas de remanso com o método de
Runge-Kutta, é bastante antiga. Ver, por exemplo, Lin e Gray (1971). Coincidente-
mente, o exemplo utilizado por Lin e Gray (1971) é o mesmo apresentado em Dias
(1995), e discutido aqui!!

Obtencao da equacao diferencial do problema A figura 4.23 mostra as carac-
teristicas gerais de um canal. A equacdo dindmica de escoamento em canais em

regime permanente é )

%QX + gA% +gASy =0, (4.75)
onde Q € a vazdo, A € a drea molhada, g € a aceleracdo da gravidade, Z € a cota
da superficie da dgua e Sy € a perda de carga. Outros elementos geométricos sao a
cota do fundo Z¢, a profundidade h, o raio hidrdulico R e o perimetro molhado P.
A declividade do fundo € S, = —dZ¢/dx. Admitindo-se que a vazdo € constante em
x, obtém-se ,

—%% + gA% +gASy =0, (4.76)
A derivada dA/dx em (4.76) é uma derivada total. A drea molhada por outro lado
é funcdo de x e Z. Entdo, sendo B a largura superficial,

dA 09A 0A| dZ 0A dz
== Yol el PP (4.77)
x ox|, oZ|.dx ox|, dx
Portanto,
0% 9A
Az Aox|, gASy
- oL - f(x,2) (4.78)
9A -

é aequacdo diferencial ndo-linear que precisa ser integrada para a obtengdo de curvas
de remanso. Isto pode ser feito de maneira eficiente pelo método de Runge-Kutta
de 42 ordem (Press et al., 1992). Métodos mais tradicionais em hidrdaulica envolvem
a solug¢do numérica (por diferengas finitas) para x como varidvel independente da

equacao diferencial

dx 1-F?

— = 4.79
dh  So-Sf “.79)
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Figura 4.23: Caracteristicas geométricas de um canal.
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Tabela 4.2: Curva de remanso em canal trapezoidal — solucdo de Ven Te Chow

secao x A B R Sf \% Z

m m? m m - ms ! m

00 0.00 13.94 12.19 1.08 3.73e-4 081 1.52
01 —47.24 1320 1195 1.05 43le-4 086 154
02 -96.93 1248 11.70 1.01 5.08¢e-4 091 1.56
03  -150.27 11.77 11.46 097 6.03e-4 096 1.58
04 -208.48 11.08 11.22 094 7.10e-4 1.02 1.61
05 -273.71 1041 1097 090 8524 1.09 1.66
06 -352.04 974 10.73 0.87 1.02¢-3 1.16 1.72
07  —400.51 9.42 1061 0.84 1.14e-3 120 1.77
08 —461.77 9.10 1049 0.83 1.24e-3 125 1.84
09 -500.18 894 1042 0.82 131e-3 127 1.88
10 -547.73 878 1036 0.81 1383 129 1.94
11 -584.30 8.68 1033 0.80 1.43e-3 131 199
12 -632.46 859 1029 0.80 1.46e-3 132 2.06
13 -674.83 853 1027 0.79 1.51e-3 133 212
14 -731.82 847 1024 0.78 1.53e-3 134 2.21

onde h é a profundidade média do escoamento e F é o nimero de Froude (French,
1986, p. 202), ou a solucdo iterativa da equacdo de energia entre duas secdes
consecutivas em canais nao-prismaticos, como por exemplo o step method descrito
por French (1986, p. 218-222).

As principais vantagens de utilizar a equacio (4.78) em conjunto com o método
de Runge-Kutta sao:

1. A equacdo diferencial estd explicitada para dZ/dx, e ndo dx/dZ. A solugdo
d4 de forma direta a cota Z(x) para cada se¢do cuja abscissa € x.

2. O método de Runge-Kutta ndo € iterativo. Sua programacao € trivial.

3. Fica conceitualmente simples definir pontos x onde se deseja calcular para-
metros hidrdulicos que ndo coincidem com nenhuma secdo tabulada. Neste
caso, usa-se interpolacdo linear para a obtencdo de A(x, Z) e B(x, Z) entre as
secdes imediatamente a montante e a jusante do ponto X.

A derivada % , € calculada por um esquema simples de diferengas finitas:

oA A(xj, Z) = A(xm, Z)

(4.80)
x|, Xj — Xm

onde x; € x,, sdo as abscissas de se¢des imediatamente a jusante e a montante do
ponto x.

Trabalho Vocé deve fazer uma comparacdo do método de célculo apresentado
acima com um resultado cldssico. Escolhemos um exemplo do livro de Chow
(1959). A tabela 4.2, adaptada do exemplo 10.1 de Chow mostra o resultado o
célculo realizado por Chow, com um método diferente, de uma curva de remanso em
um canal de seco trapezoidal, largura da base de 6,10 m e inclinagao dos taludes de
1:2 (i.e., dois passos na horizontal para um na vertical), com coeficiente de Manning
n = 0,025, declividade Sy = 0,0016 e uma vazdo constante de 11,33 m> s~!. Todas as
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unidades foram convertidas para o sistema internacional (SI), e alguns parametros
que ndo constam do exemplo de Chow (1959), mas podem ser calculados, tais como
a cota da linha de 4gua, foram adicionados.

O seu trabalho deve calcular a curva de remanso pelo método de Runge-Kutta,
e comparar os resultados com a tabela 4.2. Suas condig¢des inciais sdo os valores da
secdo 00 na tabela

Os célculos devem ser realizados de jusante para montante. Como a equagdo
(4.75) pressupde que a velocidade € positiva no sentido positivo dos xs vocé deve
arbitrar x = 0 na se¢do de montante e marchar no sentido negativo, com Ax = —10m,
até x = —1000 m. Para uma secdo trapezoidal com a geometria dada, os pardmetros
hidraulicos (geométricos e dindmicos) sdo calculados na seguinte ordem:

Zp = =Sox, (4.81)
h=27-2Z, (4.82)
B=by+4h, (4.83)
P=bs+2%\5h, (4.84)
A= (B+bp)h/2, (4.85)
R=A/P, (4.86)
V=Q/A (4.87)

n’v?
Sf = Tar (4.88)

Vocé deve:

1. Gerar um arquivo de saida rkrem.out contendo, em cada linha, x, A, B, R,
V, S¢ e Z no formato

"%6.2f %5.2f %5.2f %5.2f %8.2e %5.2f %4.2f %4.2f\n’.

2. Interpolar os valores de x da tabela 4.2 e produzir uma tabela similar com os
seus resultados.

3. Gerar figuras semelhantes as figuras 4.24—4.27 contendo as curvas calculadas
A(x), Sg(x), V(x) e Z(x) e os pontos correspondentes da tabela 4.2 para
comparagdo.
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Figura 4.24: Area molhada em funcdo da distancia de jusante do exemplo 10.1
de Chow (1959), calculados por Chow (circulos) versus resultados do método de
Runge-Kutta (linha continua).
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Figura 4.25: Perda de carga em fun¢do da distancia de jusante do exemplo 10.1
de Chow (1959), calculados por Chow (circulos) versus resultados do método de
Runge-Kutta (linha continua).
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Figura4.26: Velocidade em fung¢do da distancia de jusante do exemplo 10.1 de Chow
(1959), calculados por Chow (circulos) versus resultados do método de Runge-Kutta
(linha continua).
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Figura 4.27: Cota em funcdo da distancia de jusante do exemplo 10.1 de Chow
(1959), calculados por Chow (circulos) versus resultados do método de Runge-
Kutta (linha continua).
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Figura 4.28: A traca (Spruce budworm) Choristoneura orae. Fonte: Wikipedia.
©entomart (http://www.entomart.be).

Tabela 4.3: Pardmetros do modelo de Ludwig et al. (1978)

Pardmetro  Unidade Valor
rB ano ! 1.52
K’ larvas galho™! 355
B larvas acre ! ano™! 43200
o larvas galho™! 1.11
rs ano~! 0.095
Ks galhos acre™! 25440
Kg - 1
rE ano~! 0.92
P’ larva™? 0.00195
T - 0.05

Um modelo ecolégico para Choristoneura orae

A Choristoneura orae (figura4.28) € uma traga conhecida nos EUA como Spruce
Budworm. Ludwig et al. (1978) propuseram um modelo matematico simples de
crescimento da traca: se B € a sua densidade populacional, o modelo é

dB B \T*+E?\ p B’

£ B 1- R A (R A— 4.89
ar P ( (K’S) E? ) KS((a'S)2+BZ) (4.89)
ds SKg

— =rsS[1- =2, 4.90
G- ( ) (4.90)
dE E\ (PB\ E

& —rEE(l——KE)—(—S )—T2+EZ. 91

Todos os parametros sdo definidos em (Ludwig et al., 1978). As varidveis que
evoluem sdo B (a densidade de larvas, em larvas galho™!; S (a drea relativa de
galhos) e E (a energia por galho).

Aqui, nés nos limitamos a listd-los (em suas unidades originais) na tabela 4.3

Utilize as condicdes iniciais para o sistema, B(0) = 1, S(0) = 0.070 e E(0) = 1.
Resolva o sistema de equacdes (4.89)—(4.91), utilizando um passo de tempo de
1/400 ano e um tempo total de simulagdo de 200 anos. O seu resultado deve ser o
mostrado na figura 4.29. Compare com a figura 5 de Ludwig et al. (1978).



121 4.9 —Trabalhos computacionais

250.00 - - ‘ 1.00
B b p— ' 1
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Figura 4.29: Simulagao de eclosdo de uma praga de tragas, utilizando o modelo de
Ludwig et al. (1978).

O oscilador de van der Pol

Resolva o sistema de equagdes diferenciais

5
=plx-3x -yl

dr
d
_y:lx’
dt  p

com x(0) = 0.01, y(0) = 0.01, e u = 5 Plote o resultado até t = 50.

O seu resultado deve ser o mostrado na figura 4.30

Agora, desenvolva uma método numérico para obter a amplitude e o periodo
de oscilagdo de x(t). Note que existe um transiente, até que o sistema entre em
um regime estaciondrio (ndo confunda estaciondrio com x constante!). Vocé deve
desprezar esse transiente antes de obter a amplitude e o periodo.

Finalmente, para as mesmas condi¢des iniciais dadas acima, fagca um grande
nimero de simulagdes variando y de 0,1 em 0,1, desde 0,1 até 10. Plote agora o
periodo T e a amplitude A contra u. Vocé€ deve comparar seus resultados com os
obtidos por Fisher (1954).
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Figura 4.30: O oscilador ndo-linear de van der Pol (u = 5).
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Geometria e Algebra

A primeira vista, este capitulo é sobre Algebra Linear. Mas s6 a primeira vista. Nio
é, de fato, possivel raciocinar matematicamente sem o recurso simultaneo a intui¢ao
visual da Geometria, e ao rigor um pouco 4rido da Algebra. Aqui, nés construimos
aos poucos novos objetos algébricos inspirados pela Geometria. Historicamente,
foi um longo caminho que agora trilhamos, brevemente. Se houver um resumo para
este capitulo, ele é: desenhe, e tente visualizar, o seu problema.

5.1 - Vetores

Um vetor é um nome genérico que pode significar muitas coisas em Algebra
Linear. Em um certo sentido, todos os objetos algébricos abaixo:

4 a a 21X
(1,2,3), 5], [ 1 12], sen ——,
6 az Az L

sdo vetores.

Em geral, nés estamos acostumados a associar o vetor algébrico (2, 1) ao vetor
geométrico cuja projecdo no “eixo x” vale 2 unidades, e cuja proje¢do no “eixo
y” vale 1 unidade. No entanto, os eixos sobre os quais valem as projecdes 2 e 1
poderiam ser quaisquer, e portanto o objeto algébrico (2, 1) pode representar, em
principio, infinitos objetos geométricos diferentes — e vice-versa (ver figura 5.1).

A relacdo entre os objetos algébricos com os quais nds lidamos em matemética
e os entes geométricos ou fisicos da realidade que eles representam precisa ser
estabelecida por algum tipo de conven¢do. Muitas vezes, € cansativo ficar repetindo
explicitamente as convencdes que estamos seguindo. Neste texto, quando ndo

DO

Figura 5.1: A representagdo geométrica usual do vetor (2, 1), e uma interpretacio
alternativa, mas igualmente vélida!

123
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houver mengio explicita a convencido, deve ficar entendido que (1,0) representa o
vetor com uma unidade ao longo do eixo x, e 0 unidades ao longo do eixo y, e que
y é perpendicular a x (y L x). Convengdes similares se aplicam a (1,0,0) com
z Ly L x. O mesmo se aplica para (0,1), (0,0, 1), etc..

Dado um vetor genérico v, entretanto, ele em geral pode ser escrito em termos
de outros vetores ey, e.. . . ,e, do mesmo espaco vetorial V (na se¢do 5.2, daremos
uma definicdo mais completa e formal de espaco vetorial). Se o conjunto E =
{e1, es,...,e,} for composto por vetores capazes de gerar qualquer v € V,

n
v= ) vmer, (5.1)
k=1

e se esses vetores forem linearmente independentes (veja mais a frente a defini¢do
5.2), entdo ele € uma base de V. Mais do que isso: na prética, a ordem em que 0s
vetores da base aparecem é fundamental. Portanto, a rigor devemos escrever a base
ndo somente como um conjunto de vetores, mas como uma énupla (que sao esses
vetores numa particular ordem). A notacdo preferencial para E, por conseguinte, é
E=(epey...,e,).

Exemplo 5.1 O conjunto de vetores {i, j, k} € usualmente utilizado para formar uma base
do R3. No entanto, a rigor, as bases

A=(ij k),
B=(j,ik),

sdo distintas. A é a base candnica do R, e é uma base dextrégira. B nunca ocorre na prética;
B € uma base levdgira.

Conhecida a base E, portanto, posso representar v por

UE1
UE2

Ple=| . (52)
UEn

ou seja, por uma matriz-coluna de coordenadas [v];. Quando a base em que v é
representado for 6bvia, omite-se o indice E. vgy, vgs, ..., Vg, A0 as coordenadas
de v na base E. Dado um unico o, portanto, existem infinitas representacdes (em
principio) possiveis, [v]g, para v (uma para cada base possivel).

E muito importante ndo confundir um vetor com a matriz-coluna que o
representa em uma particular base.

Para o R" em até 3 dimensdes, € conveniente utilizar a notagdo x, y, z para
3 eixos mutuamente ortogonais € com orientacido dextrdgira (mais sobre isso em
instantes), e a notacdo i, j, k para 3 vetores unitdrios orientados positivamente ao
longo de x, y, e z respectivamente. No entanto, muitas vezes o particular eixo em
que se estd trabalhando nio é tdo importante, ou entdo o nimero de dimensdes
do espaco em questdo pode ser bem maior do que 3 (ou ambos). Nesses casos, €
conveniente renomear os €iXos COmo xi, Xa, . . . , Xp, € 0S vetores unitarios ao longo
de cada um desses eixos como ey, es, ..., €.

Nao hd uma terminologia universal, e separada, para os elementos de um vetor
algébrico. Em particular, quando o vetor algébrico for uma €nupla ordenada,
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v = (v1,09,...,0p), 08 seus elementos vy, vz, ..., U, N80 serdo em geral iguais as
suas coordenadas vgq, Ugs, . . ., Vg, Na base E:
UE1
UE2
U=(019025'~~3UVI) € [U]: . :
UEn

porém (em geral)
01 F UEL, U2 # Vg2, Un # UEn-

E claro que os “elementos” e as coordenadas de v podem ser iguais, quando a
base for particularmente simples. Neste caso, nds encontramos a base candnica do
R™.

Definicao 5.1 Seja R™ = {(x1,x2,...,%x,), xx € R}, o conjunto das &nuplas orde-
nadas cujos elementos sdo nimeros reais. A base candnica do R"” é

e; =(1,0,...,0),
e;=(0,1,...,0),

e, = (0,0,...,1).

De fato, somar dois vetores no R" corresponde a somar “elemento a elemento”,
e multiplicar por um escalar corresponde a multiplicar todos os elementos pelo
escalar. Entao,

0= (013027--->Un)
(v1,0,...,0) +(0,05,...,0) +...+(0,0,...,0,)
01(1,0,...,0) +02(0,1,...,0) +. .. +0,(0,0,...,1)

n

Z ke =

k=1

0

02
(5.3)

[v]g

Exemplo 5.2 Mostre que as coordenadas de (3, 4, 5) na base candnica do R3sd03,4¢e5.
SOLUCAO
Algumas vezes, o mais dificil € provar o 6bvio:
(3,4,5) =(3,0,0) +(0,4,0) + (0,0,5)
=3(1,0,0) +4(0,1,0) +5(0,0, 1)
=3i+4j+5km
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Exemplo 5.3 Se E = ((1,1), (1,—1)), obtenha as coordenadas de v = (3, 4) na base E.
SOLUCAO

v=x(1,1)+y(1,-1)
(3,4) =x(1,1) +y(1,-1)
3=x+y,
4=x-y.
Como quase sempre em Algebra Linear, tudo termina na necessidade de se resolver um

sistema de equagdes lineares, o que nés aqui fazemos com a ajuda de Maxima (s6 para
treinar):

(%ib) solve( [3 = x+y, 4 = x-yl, [x,y]l ) ;
7

(ho5) [[x = -, y=- -1
2 2
Portanto,
7/2
[U]E - |:_1/2:| L]

Exemplo 5.4 Calcule o médulo do vetor

v=(1,23456789).

SOLUCAO

Se um vetor algébrico for interpretado da forma cldssica, como a representacdo do vetor
geométrico em que cada elemento da €nupla ordenada corresponde a uma componente do
vetor geométrico segundo um eixo, € com 0s eiXxos mutuamente ortogonais (e para sermos
completos, em uma base dextrégira — tenha um pouco mais de paciéncia com essa palavra),
entdo em duas e trés dimensdes vale o teorema de Pitdgoras:

_ — x2 12
v=(x7y) = lo] = Vx? + 2,
v=(x1,2) = lo] = Vx? + y? + 22
Em n dimensdes ndo ha mais geometria para nos auxiliar, e devemos encarar o médulo

como uma definicdo. Usaremos o simbolo = quando estivermos definindo um conceito pela
primeira vez. Portanto, definimos

2

no Y
[Z ' (5.4)
k=1

e agora estamos prontos para o cilculo. E claro que ele pode ser feito até mesmo com l4pis
e papel, mas preferimos executd-lo com Python, na listagem 5.1.
O resultado da execugd@o do programa verysimplesum.py é

|0

v= [123456738 9]

v2 = [ 1 4 9 16 25 36 49 64 81]
m2 = 285

m = 16.8819430161

Donde

lo| ~ 16,8819430161 m
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Listagem 5.1: verysimplesum.py — Uma soma simples com Python.

#!/usr/bin/python3

# -x- coding: iso-8859-1 -*-
from numpy import array

from math import sqrt

v = array([1,2,3,4,5,6,7,8,9])
print ('vy=y', v)

V2 = v*v

print ('v2,=y"', v2)

m2 = sum(v2)

print ('m2,=y"', m2)

m = sqrt(m2)

print ('my=,', m)

Exemplo 5.5 Calcule o médulo do vetor

v=1(1,23,4,5,...,96,97,98,99)

SOLUCAO

Numericamente, isso pode ser feito de forma muito parecida com o exemplo anterior. Note
que seria muito mais trabalhoso fazer todos os cédlculos com lapis e papel. No entanto, é
possivel escrever o programa

#!/usr/bin/python3

# -x- coding: iso-8859-1 -*-

from numpy import array

from math import sqrt

v = array([i for i in range(1,100)])
V2 = v*v

m2 = sum(v2)

m = sqrt(m2)

print ('my=y', m)

cuja saida €

m = 573.018324314

Donde
lo| = 573,018324314.

Mas serd preciso tanto esforco computacional? Nao! Neste caso € particularmente simples
calcular

Zn:kz =[g("+1)(2”+1)] =

99 12
ol = | = x 100 (199)]

=14/99 X 100 X 199/6 = 573,018324314 m

O exemplo acima ensina uma licdo importante, e profunda:

O poder de métodos e de solucdes analiticas, quando esses sdo possi-
veis, é incomparavelmente superior ao de solucdes numéricas .

A licao deve ser aprendida: sempre que vocé se deparar com um problema, pergunte-
se antes de mais nada se hd uma solucdo analitica para ele. Em geral, hd, e estd
pronta. No exemplo acima, a formula para };_, k? = (n/6)(n +1)(2n + 1) foi
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obtida de Jeffrey (2003), p. 34, equacdo 1.2.3.1-2. Na verdade, existem resultados

analiticos para
n
2k
k=1

para qualquer inteiro q.

Exercicios propostos

5.1 Obtenha as coordenadas de (3,4) na base {(1,0), (2,-1)}.
5.2 SeE=((1,1,1),(1,-1,0), (0,2, —1)), obtenha as coordenadas de » = (3, 2, 3) na base E.

5.3 Prove que

k="(n+1).
2
k=1

5.4 Prove que

n

k= g(n+1)(2n+ 1.

k=1

5.5 Explique o que faz a linha
[ v = array ([ i for i in range (1,100)]) ]
do exemplo 5.5.

5.6 No seu computador, compare os tempos de cdlculo de }};_, k%
1. Usando a abordagem de “forca bruta”, com Python;

2. Usando a férmula para a soma.

5.2 - Algebra Linear

O que os objetos algébricos

4 a a 27X
(1,2,3), 51, [ " 12}, sen —=
6 az A L

da secdo 5.1 t€m em comum? Por que eles sdo todos chamados, genericamente, de
vetores? A resposta consiste do seguinte:

» Existe um conjunto V de objetos;

» Existe um campo escalar F, associado;

» Existem duas operacdes que produzem novos objetos (vetores) que também
pertencem a V:

1. Adicdoem V:
uveV=ou+oveV,; (5.5

2. Multiplicag¢do por um escalar:

a€eFueV=aueV. (5.6)
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Exemplo 5.6 Se F =R, e V = R?, a soma de dois vetores ¢ definida por
wv €R® = u+ov = (up,up us) + (01,09, 03) = (Uy + 01, Uy + Vg, U3 +03),
e a multiplicagdo por escalar € definida por
aeRoveR= av = a(vy,0y,03) = (avy, avs, avs).

Note que tudo se resume a somas e multiplicacdes de nimeros reais, elemento a elemento
dos vetores. Em outras palavras, novas operacdes sao definidas em func¢do de operagdes
pré-existentes.

As operagdes (5.5)—(5.6), entretanto, por si sds ndo sdo suficientes. E necessério
que elas obedecam as seguintes propriedades adicionais:

u+ov=v+u; 5.7

u+[o+w] = [u+o]+w; (5.8)

F0eV|u+0=u YueV,; 5.9

VYueV, I [-u]l e V]|u+[-u] =0; (5.10)
lu=u, VuevV,; (5.11)

a(pu) = (af)u,Va, f € F,u € V; (5.12)

alu+v] =au+av,Va € F,u,0 € V; (5.13)
(a+Pu=au+puVa,f c FuecV. (5.14)

Esses sdo os famosos 8 axiomas da Algebra Linear; eles precisam existir junto
com F, V, e com as operacdes de soma de dois vetores, e de multiplicacdo de
um vetor por um escalar. Sempre que tudo isso acontece, os conjuntos F, V, as
operacdes e os axiomas 5.7-5.14 constituem um Espaco Vetorial.

E evidente que as operagdes e propriedades acima ja valiam quando trabalhamos
com os “vetores algébricos” do tipo v = (vy, s, .. ., 0,). Por exemplo, verifique que
as operacdes definidas no exemplo 5.6 foram implicitamente utilizadas nos exemplos
52e5.3.

Como teremos amplas oportunidades de explorar espacos vetoriais mais exoticos
ao longo do texto, talvez faca sentido, neste ponto, esgotar as possibiliades do R".
Para fixar idéias, n6s consideramos que os objetos “absolutos” desse espaco sdo
as énuplas (v,0y,...,0,), mas que cada v € R" pode ser expresso em termos
de infinitas bases, e que portanto cada v possui infinitas matrizes-coluna que o
representam, dependendo da base. O conceito de base de um espaco vetorial V vem
junto com dois outros conceitos fundamentais em Algebra Linear: o conceito de
dimensdo do espago V, e o conceito de independéncia linear.

Definicao 5.2 O conjunto v4, v, ..., v, é linearmente independente (LI) quando

n
Z(X,’U,’ =0 a; = 0,Vi.

i=1
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Definicao 5.3 Uma base de um espaco vetorial V € um conjunto LI de vetores
e, ey, ..., e, que gera V, ou seja:

n
Yo €V, v = Z a;e;.
i=1

Teorema 5.1 Todas as bases de V possuem o mesmo nimero n de vetores. n é a
dimensdo de V.

Exercicios Propostos

5.7 Se F =ReV = R3 com as operagdes usuais de soma e de produto por escalar, verifique
(5.7)—(5.14) acima, e conclua que {R, V} juntamente com suas operagdes usuais constituem
um espago vetorial.

5.8 Para o conjunto V das matrizes 2 X 2

_ All A12 B
[A] - |:1421 Azz] ) Alj € R>

e para o campo escalar R, defina as operagdes soma de vetores e produto por escalar da
maneira mais natural possivel, e mostre que estes conjuntos e operagdes constituem um
espaco vetorial.

5.9 Repita o exercicio acima para o conjunto das fungdes continuas

f:[0,1] >R
x oy = f(x).

Existem incontdveis exemplos de espagos vetoriais. Em muitos sentidos, tudo o
que faremos revolverd em torno desta idéia. De fato, livros inteiros de Matemaética
Aplicada podem ser escritos assim: se vocé€ conseguir uma cdpia, ou pelo menos
ler partes na biblioteca, procure conhecer o excelente livro de Kreider et al. (1966).

5.3 - Aplicacoes geométricas

Vetores algébricos do tipo (vy,vs,...,0,) sdo tteis porque eles facilitam apli-
cagdes geométricas. Nesta se¢do, ndés vamos sistematicamente explorar operagdes
geométricas no R? e no R com o auxilio de vetores, e é 6bvio que necessitaremos
desenvolver algumas ferramentas. Muitas delas voc€ ja conhece, de modo que esta
secdo tem um pouco de sabor de revisdo. No entanto, 0s conceitos serdo mani-
pulados com um nivel mais alto de abstrag@o, novas notagdes serdo apresentadas,
e alguns problemas serdo explorados em novas direcdes: por exemplo, ao final
desta secd