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Prefacio

A area de Mecanica dos Fluidos é uma das mais importantes e dificeis na
formagao de cientistas e engenheiros.

A drea de pesquisa e ensino hoje conhecida como Fendémenos de Trans-
porte formou-se aos poucos, ao longo do século XX, a medida em que se
compreendiam as analogias existentes entre os processos de transporte de
quantidade de movimento, energia, e massa, em meios continuos. A Mecanica
dos Fluidos forma a grande base de conhecimento para a compreensao dos
Fenomenos de Transporte. Esta visao unificada instalou-se inicialmente nos
cursos de engenharia quimica e mecanica, mas esta cada vez mais presente
em outros ramos das areas tecnoldgicas e cientificas.

Este livro nasceu da necessidade de se dotar disciplinas de Mecanica dos
Fluidos e/ou Fenomenos de Transporte do curso de engenharia de varias uni-
dades de ensino de terceiro grau do Brasil, de um texto unificado introdutério,
rigoroso, e corretamente dimensionado para um curso que compreende um
tnico semestre da disciplina com um minimo de quatro horas/aula tedricas
semanais.

O texto contém os fundamentos matematicos e fisicos dos processos e
as abordagens para cada tipo de propriedade transportada foram feitas, na
medida do possivel, em conjunto, e nao em partes distintas como € o caso de
varios livros texto sobre o assunto.

Os autores.

il
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CapriTULO 1

INTRODUCAO

Este capitulo introduz os conceitos de meio continuo e de fluido, apresenta
as leis fundamentais da fisica e um sistema consistente de unidades (SI) das
principais grandezas que aparecem ao longo do livro. No final do capitulo,
uma breve revisao de alguns conceitos matematicos é apresentada.

1.1 Apresentacao

Na natureza, assim como em sistemas projetados pelo homem, uma grande
quantidade de fenomenos fisicos ocorrem continuamente. O sucesso em se
prever ou simular quantitativamente o comportamento de um determinado
meio depende de nossa capacidade de formular modelos matematicos dos
seus fenomenos fisicos mais importantes. E ttil considerar um fenémeno
fisico como um processo a que um determinado sistema bem identificado é
submetido, ou seja, como uma sequeéncia de transformacoes no estado do
sistema. Por estado do sistema entende-se o conjunto de suas proprieda-
des fisicas, tais como: massa, volume, pressao, temperatura, constituicao
quimica, etc.. Em mecanica dos fluidos e fenomenos de transferéncia estuda-
se 0s processos por meio dos quais trés propriedades fisicas fundamentais
sao transportadas de um ponto a outro do espaco: massa, quantidade de
movimento, e energia. Os meios fisicos onde tais processos ocorrem serao
supostos continuos, ou seja, ha uma distribuicao continua de matéria onde
pode-se definir as propriedades do meio como fungoes matematicas continuas
do espago tridimensional (x,y, z) e do tempo t. Por exemplo, a massa do meio
serd representada através da fungao continua massa especifica p(x,y, z,t), no
lugar de moléculas e espagos vazios. A hipdtese do continuo é valida se as
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escalas de comprimento relevantes no processo fisico em questao forem varias
ordens de magnitude maiores que o espacamento médio entre as moléculas
no meio. Na proxima secao discute-se com mais detalhe tal hipotese. Uma
das mais importantes hipéteses feitas em fenomenos de transferéncia é a de
que os processos fisicos procedem na direcao do equilibrio, ou seja: que o sen-
tido dos processos obedece a sequnda lei da termodinamica. A todo processo
fisico estdo associadas diferengas de concentragao (de um soluto), tempera-
tura (energia), ou quantidade de movimento que, por sua vez, dao origem
a fluxos dessas quantidades em direcao ao equilibrio. Muitos fenomenos e
problemas podem ser enquadrados como objetos de estudo da mecanica dos
fluidos e de fenomenos de transferéncia. Como motivagao, aqui estao alguns
exemplos de interesse em engenharia:

e 0 escoamento de todo e qualquer fluido, tais—eome tal como agua em
rios, canais, tubulagoes, ou gases em condutos ou na atmosfera;

e 0 aquecimento da atmosfera durante o dia provocado pela radiagao
solar;

a refrigeracao a dgua de um motor;

a lubrificacao a 6leo de um sistema mecanico;

e a dispersao de um poluente lancado num rio, lagoa, mar ou na atmos-
fera.

1.2 O meio continuo

O comportamento da matéria, seja ela solida ou fluida, estd diretamente
associado ao comportamento das moléculas que a constituem. Em geral,
o numero de moléculas por unidade de volume de matéria é enorme. Por
exemplo, o nimero de moléculas em um centimetro cibico de ar é da or-
dem de 10'2. Se vocé decidisse contar o niimero de moléculas nesse pequeno
volume a uma razao de uma molécula por segundo, ao final de 20 vezes a
idade do universo, vocé nao teria terminado! Obviamente, tentar compreen-
der um sistema através da descricao de cada molécula individualmente é algo
simplesmente impossivel. Assim sendo, na melhor das hipoteses, os estudos
sao feitos em termos estatisticos pela chamada mecanica estatistica. Alter-
nativamente, pode-se propor uma abordagem macroscépica da matéria, e se
torna conveniente pensar em termos de uma distribui¢ao espacial continua
de massa, ou seja, de um meio continuo. Conforme ja mencionado anterior-
mente, o continuo é um modelo vélido desde que a menor escala de interesse
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Figura 1.1: Limite de validade da hip6tese do continuo numa camara com
um gas progressivamente evacuada.

no problema em questao seja muito maior que as escalas moleculares. As-
sim, quando se refere a propriedades em um ponto no meio continuo, na
verdade estd se considerando a média estatistica do efeito de um grande
nimero de moléculas em torno deste ponto. Como exemplo, considere o re-
gistro de um sensor de pressao em um camara contendo gas. Na figura 1.1
estao indicadas trés situacgoes. Na situagao (a), existe um grande nimero de
moléculas na camara, de modo que o registro de pressao no sensor em fungao
do tempo é praticamente constante. Na situacao (b), retira-se gds da camara
até um ponto em que pode-se perceber o efeito do bombardeio individual
das moléculas sobre o sensor. Finalmente, em (c), o nimero de moléculas na
camara é tao pequeno que o registro se torna erratico, em funcao dos choques
apenas eventuais das moléculas de gas.

1.3 Fluidos

Intimeros pesquisadores ja propuseram varias defini¢oes do que seja um fluido,
nas mais diversas situacoes. Esta é uma tarefa dificil na medida em que os
materiais que denominamos genericamente de fluidos tem seu comportamento
associado a um grande nimero de variaveis, e que nem sempre é possivel dis-
tinguir claramente a fronteira entre os solidos e fluidos. Para os objetivos do
presente texto, define-se fluido da seguinte forma:

Um material € dito fluido quando se deforma indefinidamente ao
ser submetido a uma tensao (tangencial) de cisalhamento, por
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V. = Az
Az A T = At F
[ \ ‘4‘ Iﬂ [ \ — ] —»
/ y W
Sélido Fluido

Figura 1.2: Diferenca entre sélidos e liquidos em termos de deformacao e
taxa de deformacao.

menor que ela seja.

A figura 1.2 ilustra a defini¢do acima. Um material é colocado entre uma
placa horizontal de area A e um plano horizontal em repouso. Ao se aplicar
uma forga tangencial F' sobre a placa, a tensao tangencial aplicada sobre
o material é F//A. Um sélido sofrerd uma deformacao finita, e uma forga
elastica restauradora aparecerd sobre a placa, equilibrando F. Ja um fluido
se deformara continuamente enquanto F' estiver aplicada. No primeiro caso,
a forca com que o sélido resiste ao esforco da placa é proporcional a propria
deformacao sofrida. Em termos das defini¢oes da figura 1.2:

F Ax
— =k—, (1.1)
A y
enquanto que, no caso de um fluido, a forca sera proporcional a sua taxa de
deformagao:
F Azl YV,
—=k—- ==, (1.2)
A Aty gy
Eis neste exemplo uma diferenca fundamental entre a mecanica dos solidos e
a mecanica dos fluidos: enquanto na primeira quer-se resolver as deformacoes
(que se traduzem em deslocamentos), na segunda o enfoque é resolver-se as

taxas de deformacao (que se traduzem em velocidades).

1.4 Principios fundamentais da fisica

Os principios fundamentais que serao adotados como leis que governam todos
os fenomenos fisicos de relevancia neste livro sao:

1. conservacao da massa;
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2. conservacao da quantidade de movimento e de quantidade de movi-
mento angular;

3. conservacao da energia;
4. conservagao ou aumento da entropia.

O item (1) dispensa comentarios; o item (2) trata-se dos principios de con-
servagao da mecanica newtoniana; o item (3) em sua forma mais geral é a
primeira lei da termodinamica; e o item (4) é a segunda lei da termodinamica.
As leis da conservacao da quantidade de movimento linear e angular sé sao
independentes uma da outra quando ha rotagao intrinseca de uma ou mais
particulas constituindo um sistema, que nao é o caso em mecanica dos sélidos
e fluidos. A lei (4) merece uma pequena digressao, ja que ela aparece impli-
citamente nos modelos e nao na forma de uma ou mais equagoes como nos
itens (1) a (3). A segunda lei da termodinamica diz simplesmente que todo
sistema caminha naturalmente no sentido da eliminacao das heterogeneida-
des, para o equilibrio. Dois corpos com temperaturas distintas colocados em
contato um com o outro irao tender a uma temperatura de equilibrio. Um
cubo de actcar colocado em uma xicara de café ird se dissolver e o agucar
tendera a se distribuir no café. Mais que isso, a segunda lei diz que jamais o
agucar ira se reagrupar e formar um cubo, ou que os dois corpos retomarao
temperaturas distintas. Frequentemente a segunda lei é enunciada dizendo
que ha sempre um aumento da desorganizacdo ou desordem do sistema. O
uso destas palavras como forma de enunciar a segunda lei costuma causar
confusoes que o exemplo a seguir tenta elucidar: considere um péndulo num
recipiente fechado e isolado contendo um certo fluido a uma certa tempera-
tura T7. Considere também que o péndulo oscila inicialmente com uma certa
energia mecanica (potencial-+cinética). Pela experiéncia sabe-se que a vis-
cosidade do fluido fard com que em algum instante toda a energia mecanica
inicialmente no péndulo desaparega. Essa energia mecanica (o vai-e-vem do
péndulo) terd sido transformada em energia térmica (agitagdo microscopica
das moléculas), aumentando a temperatura do sistema para T». Quando se
fala em um aumento na desordem do sistema o que se quer dizer é que a ener-
gia inicialmente organizada do péndulo (as particulas do péndulo se movem
em conjunto de forma ordenada) se transformou em energia desorganizada
do sistema (agitacdo aparentemente aleatéria das moléculas traduzindo-se
macroscopicamente em aumento da temperatura). Mais uma vez, a segunda
lei garante que se a condigao inicial for o péndulo parado num sistema com
temperatura 75, jamais o sistema se arrefecera cedendo a sua energia térmica
para o péndulo ganhar energia mecanica (note que nesse caso a energia se
conservaria). A varidvel termodinamica associada a desordem dos sistemas é
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chamada de entropia, portanto, a entropia de um sistema isolado sempre au-
menta, ou, no minimo, permanece constante. Na realidade, a segunda lei da
termodinamica esta tao presente no dia-a-dia dos seres humanos que pode-se
dizer que ela é a mais intuitiva e a mais facilmente assimilavel de todas as leis
da fisica. Adiantando um pouco o que sera introduzido em capitulos futuros,
para atender a segunda lei nas modelacoes matematicas dos processos fisicos,
basta que se adote valores positivos para os coeficientes de difusao molecular,
condutividade térmica, e viscosidade.

1.5 Sistema de unidades

O termo dimensao é utilizado em referéncia a qualquer grandeza mensuravel,
como comprimento, tempo, temperatura, etc.. As grandezas mensuraveis em
geral sao divididas em dois grupos:

e grandezas fundamentais: sao aquelas para as quais se estabelecem es-
calas arbitrarias de medida;

e grandezas derivadas: sao aquelas para as quais as dimensoes sao ex-
pressas em termos das grandezas fundamentais.

Em fenomenos de transferéncia as grandezas fundamentais empregadas sao:
e massa de cada componente do sistema (M );
e comprimento (L);
e tempo (T);
e temperatura (O).

Os simbolos entre parénteses ndo se tratam das unidades, mas sim de uma
abreviagao usualmente utilizada para indicar a grandeza em si. Neste texto,
as unidades adotadas serao exclusivamente as do sistema internacional de
unidades (SI). As tabelas 1.1 e 1.2 mostram as unidades SI das grandezas
fundamentais e daquelas definidas a partir das mesmas, utilizadas neste texto.
Algumas grandezas como velocidade (LT™!), aceleracio (LT~2), etc. nao
possuem unidades com nomes padrao no SI, como é o caso, por exemplo, da
unidade nao-SI de velocidade no, utilizada em navegacao.
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Tabela 1.1: Grandezas fundamentais do SI.

Grandeza Unidade Simbolo
Massa Quilograma kg
Comprimento Metro m
Tempo Segundo s
Temperatura Kelvin K

Tabela 1.2: Grandezas derivadas do SI.

Grandeza | Unidade | Simbolo | Foérmula
Forca Newton N kg m s~
Energia Joule J kg m? s72
Poténcia | Watt W kg m? s73
Pressao Pascal Pa kg m~! s72

1.6 Revisao matematica

Uma base sélida de matemaética (calculo diferencial e integral, dlgebra veto-
rial e tensorial, etc.) é fundamental para a compreensao dos conceitos em
fenomenos de transferéncia. Nesta secao é apresentada de forma bastante
breve uma revisao de alguns conceitos da parte mais avangada da matemética
utilizada neste texto. O leitor com base mateméatica mais fraca deve procurar
livros texto sobre os assuntos especificos.

1.6.1 Escalares, vetores, e tensores

Considere trés tipos de grandeza como fungoes continuas do espago tridi-
mensional R? (elas podem também ser fungao do tempo, mas a dependéncia
temporal é irrelevante para as consideragbes desta se¢ao) com coordenadas
cartesianas r = (z,y, z) cujos vetores unitarios canonicos sao (e,,e,,e,):

¢o=0o¢(x,y,2), v=v(z,yz2), T=T(rvy,z2). (1.3)

¢ é um escalar, ou seja, é definido por uma componente apenas; v é um
vetor no espago R3, e T é uma matriz 3 x 3 (também chamada de tensor de
ordem 2 no espaco R3, ou simplesmente tensor) com nove componentes. No
capitulo 3 serao definidas grandezas fisicas tensoriais do tipo T, por agora
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admita que T é nada mais que uma matriz. Em coordenadas cartesianas:

T:m: T:vy Tmz
V= (vg,0y,v,), T=|T, T,, T, |, (1.4)
Tz:v sz Tzz

onde, obviamente, cada componente de v e de T é um escalar e é funcao de
(z,y,2).

1.6.2 Produtos escalares e vetoriais, contracoes entre tensores
Produto escalar

O produto escalar (também chamado de produto interno) entre dois vetores
u e v em coordenadas cartesianas é definido por:

UV = UyUy + UyVy + ULV, (1.5)

Claramente, o resultado da expressao acima é um escalar. O produto escalar
pode ter a seguinte interpretacao geométrica: o seu resultado é o produto
entre o médulo de v, ||v]| = v!, e a projecao de u na diregao de v, ou vice-
versa. No caso particular em que v é um vetor unitério, ou seja, ||[v|| =1, o
produto interno acima ¢ simplesmente o valor da proje¢ao de u na direcao de
v. No caso em que se conhece o angulo # < 7 entre os vetores u e v, o produto
interno pode ser calculado como u - v = |[ul|||v]| cos#. No caso em que pelo
menos um dos vetores seja nulo, 6 nao esta definido e o produto interno é
simplesmente tomado como igual a zero, por definicao. Fica claro portanto
que se u e v sao vetores perpendiculares, o produto interno entre eles é nulo,
e quando os dois vetores sao colineares o produto interno é igual a |Ju||||v|| se
os vetores tiverem o mesmo sentido, e —||ul|||v|| se tiverem sentidos opostos.
Outro resultado particular importante é o seguinte: |lul|* = v* = u- uw
Finalmente, note que u-v =v - u.

Produto vetorial

O produto vetorial entre dois vetores u e v tem como resultado um vetor
w cujas componentes sao dadas em coordenadas cartesianas em termos das
componentes de u e v por:

W =1 XV = (UyV, — UV, UyUy — UV, UyVy — Uyly) - (1.6)

!Barras verticais duplas como ||v|| denotam o mdédulo de um vetor, enquanto barras
verticais simples irao denotar o valor absoluto de um escalar, ou, quando aplicadas a uma
matriz quadrada, denotarao o seu determinante.
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Figura 1.3: Regra da mao direita para determinar o sentido do produto
vetorial w = u x v.

O modulo de w ¢é igual a area do paralelogramo cujos lados sao os vetores
u e v. A direcao de w é perpendicular ao plano definido por u e v, e o
sentido é dado pela regra da mao direita (figura 1.3). Note que, por definigao,
u X v = —v x u. Note também que a expressdao (1.6) pode ser calculada
como o determinante:

e, € e,
W=uxXv=|1u u, u;|. (1.7)
Uy Uy U

Produtos envolvendo tensores - contracoes

Define-se o seguinte produto (contra¢do) entre um tensor T e um vetor v:

Tow Toy Tis Uy
T-v = Tye Tyy Ty Uy
Tww Ty T. v,
= (Thave + Toyvy + Tyov,) €4 + (Tyovs + Tyyvy + Thppv,) €
+  (Topvy + Toyvy + Toyov2) €. (1.8)
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Note que o resultado da operacao acima é um vetor. A contracao entre dois
tensores T e D cujo resultado é um novo tensor, é definida por:

Ty Ty T Dy Dig Das
T-D= | Tn Ty To3 || Dan Dy D
Ts1 T3 T3 D31 D3y Dss

S TiDy Y ThDjs Y0 Ti;Djs
Yo ToDyy > ToiDye Y05 To;Dys |, (1.9)
> TsiDjn Y25 T5Djn 325 Ts;Djs

onde se utilizou indices i, j(= 1,2,3) em T;; no lugar de (z,y,2) em T,,,
T,,, etc. para abreviar a notagao através da utilizacao do somatoério. A
contracao dupla entre dois tensores T e D resulta em um escalar e é definida
por:

Ta:a: Txy Ta:z Dmc Da:y Da:z
T:D = Tye Tyy Ty | | Dye Dyy Dy
Tz:v sz Tzz Dz:v Dzy Dzz

- Ta:a:DJ:J: + TJ:yDyJ: + Ta:zDzaz + Tya:Da:y +
+71y,Dyy +1,. Dy + 1. Dy + 1y D,y, +T..D,.. (1.10)

1.6.3 Integral de linha, de superficie, e de volume

No caso geral, o cdlculo de uma integral de linha (integral simples), de su-
perficie (integral dupla), ou de volume (integral tripla) pode ser bastante
complicado devido a dificuldade de se identificar o dominio de integragao e
seu contorno em termos das coordenadas que se tem em maos. Por exemplo,
em coordenadas cartesianas é bastante complicado o calculo da area da su-
perficie de uma esfera, ou a massa de uma esfera cuja densidade diminui ao
se afastar do centro. Nestes dois casos particulares é interessante se trabalhar
transformando as coordenadas cartesianas em coordenadas polares esféricas,
para que o contorno da esfera se torne uma superficie com uma das coor-
denadas constantes enquanto as outras variam (se a esfera estd centralizada
em (0,0,0) esta coordenada seria o vetor distancia do centro e o contorno
seria definido pelo raio da esfera). No caso geral, estas transformagcoes de
coordenadas nada mais sao do que parametrizagoes das coordenadas origi-
nais em termos de novas variaveis independentes. A seguir, apresenta-se as
integrais de linha, de superficie, e de volume, e como usar parametrizagoes
de coordenadas para facilitar seus calculos.
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Integral de linha

Considere uma fungao escalar no espago R?, f(z,y, ). Considere agora uma
linha (que pode ser curva) C no espaco R? ao longo da qual f é uma fungao
bem comportada. A integral de linha de f ao longo de C é definida por:

I = /Cfdl, (1.11)

onde dl é um comprimento elementar ao longo da linha C. Repare que se
f =1, aintegral de linha é simplesmente o comprimento da mesma. A linha
C pode ou nao ser fechada (quando sim, geralmente se denota a integral por
$). De modo geral, cada ponto da linha pode ser identificado por seu vetor
posicao r = (z,y, z). Este vetor posi¢ao pode ser parametrizado em termos
do parametro 7:

r=ux(r), y=vylr), z==z2(1), a<7<Yb, (1.12)

ou seja, a medida que se varia 7 de a para b, percorre-se a linha do seu inicio
(z(a),y(a),z(a)) até o seu fim (z(b),y(b),z(b)). Caso a linha seja fechada,
entao (z(a),y(a),z(a)) = (x(b),y(b), z(b)). Entao, a integral de linha pode
ser escrita como:

/cfdl:/ F (@), y(r), 2(7) %m, (1.13)

onde pode-se mostrar que

i (dr dr\'? (1.14)

dr  \dr dr ' '
Note o produto escalar na expressao acima. Integrais de linha aparecem
também na forma:

I, :/V-dr, (1.15)
c

onde r é ainda o vetor posicao ao longo de C, mas fdl é substituido pelo
produto escalar v - dr. Repare que dr é um vetor elementar ao longo de
C (ao passo que dl era um comprimento elementar e portanto nao possui
orientagao). Por isso, na forma (1.15), a integral de linha troca de sinal ao
se trocar o sentido para o qual se move em C.

Integral de superficie

Na secao anterior foi visto como a parametrizacao das coordenadas r =
(x,y,z) com um unico parametro (no caso 7) fornece uma linha no espago
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R3. Similarmente, parametrizando o vetor posicio r com dois parametros,
fornece uma superficie S (que pode ser curva) no espago:

r=z(p,q), y=ypq, z=z2pq. (1.16)

Imagine que se mantenha p constante. Ao variar-se ¢ obtém-se uma linha da
mesma forma que na secao anterior. Para varios p’s, portanto, obtém-se uma
familia de linhas (uma para cada p) que forma uma superficie. A integral de
superficie de f em § é definida como a seguinte integral sobre todo o dominio
de integragao S:

Isz/sf(x,y,z)ds, (1.17)

onde dS é um elemento de area. Repare que se f = 1, a integral acima é
simplesmente a drea da superficie. E facil mostrar que, em termos de (p, q),
a integral de superficie acima pose ser calculada como a seguinte integral
dupla:

or Or

[ = s = [ f(x(p,q>,y<p,q>,z<p,q>>]a—px % dpta. 119

Repare o produto vetorial na expressao de dS. A regiao de integragao S nas
variaveis (p,q) da expressao acima, é regiao que mapeia a superficie S, ou
seja, para cada par (p,q), tem-se um ponto no espaco (x,y, z) sobre S.

Integral de volume

De forma absolutamente andloga as integrais de linha e de superficie, a inte-
gral de volume de uma funcao f em um volume V é definida por:

[v:/])f(:c,y,z)dv, (1.19)

onde dV é um volume elementar. Se f = 1 a integral acima é o volume total
V. Se f é por exemplo a massa especifica de um material ocupando V), entao
a integral é a massa total de V. Parametrizando r = (z,y, z) em termos de
trés parametros (o, [3,7) tem-se:

r=x(,8,7), y=yla,B,7), =z=zap,7). (1.20)

Pode-se demonstrar que o volume elementar em termos das novas coordena-
das (a, f,7) é igual a

| o o

90 98 < o dadBdy, (1.21)
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e a integral de volume fica

or Or Or

/V £ (s B.7), y(s B,7), 2, B 7))

V' é a regiao do sistema de coordenadas («, [3,7) correspondente a V.

1.6.4 Campos escalares e vetoriais

Quando uma grandeza esta definida em todos os pontos de uma regiao R
do espaco R? diz-se que naquela regiao hd um campo. Se a grandeza for um
escalar (por exemplo a temperatura do ar) diz-se que hd um campo escalar. Se
a grandeza for um vetor (por exemplo a aceleracao da gravidade no entorno
da terra), diz-se que hd um campo vetorial. Obviamente, véarios campos
escalares e campos vetoriais podem coexistir na mesma regiao. Nesta secao
é apresentada uma série de conceitos relacionados a tais tipos de campos.

A divergéncia

Considere um ponto P = (x,y, z) num campo vetorial v em torno do qual
ha uma regiao R (de volume V) cujo contorno é a superficie S (nao importa
muito aqui qual é a forma desta regiao). Considere a seguinte integral de
superficie: fs (v-n)dS, onde dS é o elemento de integracao da drea S e n é
o vetor unitério normal a dS (note que ||n|| = 1 constante mas, sua diregao
e sentido sao fungoes de (x,y, z)). Define-se o divergente do vetor v, div v,

no ponto P como:
Js(v-n)dS
V Y

onde R — 0 significa que a regiao R tende ao ponto P, no sentido que
a dimensao maxima de R tende a zero enquanto R contém P. Pode-se
demonstrar facilmente que no caso de coordenadas cartesianas:

0v, n % N ov,
or Oy 0z

divv = lim {
R—0

(1.23)

div v = (1.24)

Considere agora o operador diferencial vetorial (as vezes chamado de opera-
dor gradiente) definido por:

V = (0/0x,0/dy,0/0z). (1.25)

Utilizando a notagao do produto escalar, define-se o divergente em termos
do operador V:
divv=V_.v. (1.26)
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Repare que como V é um operador diferencial vetorial (isto é, um operador
com trés componentes), e nao um vetor, entdao V - v # v - V. Na realidade,
v - V é definido como o seguinte operador diferencial escalar:

0 0 0
V.V_vxa—xjtvya—y—l—vza. (1.27)

O significado fisico do divergente de um vetor ficard claro oportunamente.
E comum se usar a notagao do divergente (V-) aplicada a um tensor T. A
operacao que resulta em um vetor é definida em coordenadas cartesianas por:

oT. oT. oT. o7, o7, o7,
T = e *y vz yx vy yz
v (83: - oy - 8z)ex+<8x * oy * 3z)ey+

oT,, N oT., N oT.,. .
Ox dy 0z =

(1.28)

O gradiente

O gradiente do escalar ¢(x,y,z) é o vetor definido por (em coordenadas

cartesianas):
o 0¢ O
wd 0= Vo= (51 50.57).

Se ¢ é uma fungao suave do espaco tridimensional, é possivel construir-se
(iso-)superficies curvas bi-dimensionais nas quais o valor de ¢ é constante. E
um fato que o vetor V¢ em um ponto é sempre normal a iso-superficie que
passa naquele ponto, e seu sentido aponta para a direcao para onde o valor
de ¢ aumenta. Uma aplicacao interessante do gradiente é quando se deseja
calcular a derivada de ¢ nao em relacao a x, y, ou z, mas em relacao a uma
direcao qualquer definida por um vetor unitario n. Esta derivada é calculada
como:
d¢

S =Vo-n (1.30)

Repare que se n é tangente a uma iso-superficie de ¢, entao d¢/dn = 0, como
¢é de se esperar de acordo com a interpretacao geométrica do gradiente dada
acima.

(1.29)

O rotactonal

O rotacional de um vetor é o vetor definido em coordenadas cartesianas por:

e, € €,

_ — |2 9 9
rotv=VXxv=|a 5 7 | (1.31)

Uy Uy U
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onde se utilizou a notagao do produto vetorial. As barras verticais denotam
o determinante da matriz cuja primeira linha contém os vetores unitarios
normais do sistema cartesiano, a segunda contém V e a terceira contém
o campo vetorial v. No caso em que o campo vetorial é um campo de
velocidades em um meio continuo, o rotacional deste campo em cada ponto
é igual a duas vezes o vetor velocidade angular local, dai o nome rotacional.
Em mecanica dos fluidos, o rotacional do campo de velocidade é chamado de
vorticidade w =V X v.

Combinacoes

O divergente do gradiente de um escalar ¢ é definido como o importante
operador escalar chamado laplaciano (aqui apresentado em coordenadas car-
tesianas):

P 0Pp  0%¢
V=V -V¢= : 1.32
¢ ¢ Ox? + 0y? + 0z? (1.32)
A seguir uma série de identidades sao apresentadas. Dados os vetores u, v,
e o escalar ¢:

div (¢pv) = V-(¢pv) =V -v+ oV - v; (1.33)
rot (pv) = V x(¢pv) =Vo x v+ oV X v; (1.34)
div (uxv) = V-(uxv)=v-Vxu+u-V xv; (1.35)
rot (uxv) = Vx(uxv)=uV:-v—vV.u+
(v-Viu—(u-V)v; (1.36)
grad (u-v) = V(u-v)=u-V)v+(v-V)u+
ux (Vxv)+vx(Vxu); (1.37)
divrot (u) = V-V xu=0; (1.38)
rot grad (¢) = V xVe¢p=0. (1.39)

1.6.5 Teoremas de Gauss, Stokes, e Green

A seguir, uma série de teoremas envolvendo campos, e integrais de linha
superficie e volume sao apresentados. As demonstracoes destes teoremas
podem ser encontradas em livros de matematica.

O teorema da divergéncia de Gauss

Seja um campo vetorial v definido em um volume V cujo contorno é a su-
perficie S, e seja n o vetor unitario normal a cada ponto de S. O teorema
da divergéncia de Gauss garante que a integral de volume do div v.em V é
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igual & integral de superficie em S de v - n (componente de v perpendicular
a S em cada ponto de §), ou seja:

/V(V~v)dV:/(v~n)dS. (1.40)

S

O teorema de Stokes

Seja um campo vetorial v definido em um espaco R?® contendo uma superficie
aberta S delimitada por uma linha curva C fechada. Seja n o vetor unitario
normal a cada ponto de S, e r o vetor distancia da origem até C. O teorema de
Stokes garante que a integral de superficie em S da componente do rotacional
de v normal a § ¢ igual a integral de linha fechada da componente de v
tangencial a linha C, ou seja:

/S(va~n)dS:%v~dr. (1.41)

C

O teorema de Green

No caso particular em que a superficie S e seu contorno C estao no plano
cartesiano (z,y), v = ¢(x,y)e, + ¢(z,y)e,, e a orientagdo da integral de
linha é no sentido anti-horario, o teorema de Stokes se reduz ao chamado

teorema de Green:
oy I9 B

1.6.6 A série de Taylor

Considere uma funcao suave f(x) e a seguinte sequencia de polinémios py(x),
m@) ..

po(z) = fla), (1.43)

p(x) = fla)+ f(a)(z—a), 1 (1.44)

pa(z) = fla) + f'(a) (x = a) + 5 " (a) (x—a)’, (1.45)
1

pu(z) = f(a)—i—f’(a)(x—a)—i—...—i——f(")(a)(a:—a)". (1.46)



1.6 — Revisao matematica 17

Fazendo x = a para as expressoes acima assim como suas derivadas primeira,
segunda, etc., tem-se:

10 -1 g
pi(a) = f'(a) ps(a) = f(a) -
Phla) = f"(a) -+ (147)

Portanto, até a n-ésima derivada, a funcao f e o polinomio p sao iguais no
ponto & = a. A partir deste resultado, a série de Taylor de f(x) em torno
de x = a é definida por:

fl@) = fla) + f'(a) (x —a) +--- + %f(")(a) (x—a)" + - (1.48)

ou, em notacao mais compacta:
e’} 1 . .
() Zzﬁf( (a) (z —a)", (1.49)
n=0

onde, por definicio: f© = f (derivada de ordem zero), e 0! = 1. Este é um
resultado extremamente importante, ja que ele mostra que, dado que uma
funcao é bem comportada o suficiente na vizinhanga de um ponto x = a de
seu dominio, conhecendo-se a funcao e todas as suas derivadas em =z = a,
pode-se calcular a funcao em qualquer ponto xg nesta vizinhanca. Mais do
que isso, mesmo nao conhecendo-se todas as derivadas em = = a (apenas
digamos as duas primeiras), os primeiros termos da série de Taylor podem
fornecer uma étima aproximacao para f(zg), se xy estiver suficientemente
proximo de a.






CAPITULO 2

ELEMENTOS DE TEORIA CINETICA
E TERMODINAMICA CLASSICA

Neste capitulo sao introduzidos alguns conceitos fundamentais relacionados
com as escalas moleculares ocorrentes nos fenomenos fisicos que se relacio-
nam com fendmenos em escalas macroscépicas que serao objeto dos proximos
capitulos. A forma de exposicao adotada aqui é baseada no livro Fisica de
Alonso & Finn®.

2.1 O potencial de Lennard-Jones

A natureza da interacao entre duas moléculas é eletromagnética. O problema
entretanto é suficientemente complexo para que até os dias de hoje nao exista
uma descricao de interagoes intermoleculares baseada exclusivamente em leis
fundamentais classicas. Sabe-se que, qualitativamente, duas moléculas ten-
dem a se repelir se estiverem muito préximas e a se atrair quando a distancia
entre elas for relativamente grande. E conveniente tratar-se destes fenomenos
em termos de energia potencial associada ao campo de forcas, e nao direta-
mente com as forcas em si. Supondo que a interacao entre duas moléculas
depende exclusivamente das distancias r;; entre elas, e que a direcao da forca
¢é dada pela reta que une os seus centros de massa, a relacao entre a energia

!Alonso, M. e Finn, E. J. - Fundamental University Physics, Addison-Wesley Pu-
blishing, 1967. Edicao em portugués: Fisica - Um Curso Universitdrio, Editora Edgard
Bliicher, 1972.

19
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Figura 2.1: Energia potencial de Lennard-Jones em funcao da distancias
entre moléculas, ambas adimensionalizadas.

potencial molecular E,,(r;;) e a forga F(r;;) é:

oE,,

J 3rij

(2.1)

Uma equagao empirica que descreve com sucesso a funcao F,, para gases é
o potencial de Lennard-Jones:

r 12 r 6
Bn(ri)=Ey | <) —2(2 2.2
(Tj) ’ (Tij) (Tij) ’ ( )

onde Fy e rg sao constantes determinadas para cada tipo de gas. —FEj é a
energia potencial no ponto de equilibrio, rg é a distancia em que a forga entre
duas moléculas passa de repulsiva para atrativa, e é da ordem do diametro
de uma molécula.

A figura 2.1 mostra a fungao F,, adimensionalizada por Ey, em fungao
da distancia r;; adimensionalizada por ry.
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2.2 Energia de um sistema de particulas

Considere agora a existéncia de duas formas de energia: cinética e potencial.
Num sistema composto por N particulas, a energia total é a soma da energia
cinética total com a energia potencial total, ou seja:

E — Ect + Ept' (23)

O potencial de Lennard-Jones dado pela equagao (2.2) supre empirica-
mente a falta de um conhecimento mais detalhado sobre a natureza das
forgas intermoleculares. Supondo que o sistema é composto por N moléculas
idénticas, cada uma com massa m, a massa total do sistema é:

M = Nm. (2.4)

A velocidade do centro de massa do sistema é dada por:

|
V=197 ;mvi, (2.5)

onde v; é a velocidade de cada molécula. A energia cinética total do sistema

é:
N
Ect - E
=1

Supondo que além da energia potencial devido as interagoes mutuas, todas as
moléculas estao sujeitas a um campo gravitacional uniforme com aceleracao
g de modulo g, a energia potencial total sera:

m (v - v;). (2.6)

DO | =

N-1 N N
Ey = Z Z E.(ri;) + ngzi. (2.7)
=1 j—it1 i—1

Observe que o termo com somatorio duplo s6 depende das interacoes mutuas
entre as moléculas, enquanto que o ultimo termo é devido ao campo gravita-
cional, onde z; é a posicao de cada molécula em relacao a um plano horizontal
de referéncia.

A energia cinética total do sistema FE.; pode ser separada entre a energia
cinética interna em relacao ao centro de massa, e a energia cinética corres-
pondente ao movimento do centro de massa, como é mostrado a seguir. A
velocidade de cada molécula pode ser decomposta em:

Vi =V + Vp, (2.8)
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onde v,; é a velocidade de cada molécula em relacao ao centro de massa. A
energia cinética total sera:

alg|
E; = ng(Vrvi)

N
1
= Zém(V'VJFVm"Vm‘Jer'Vm')

N N

(V-V)M+Zm(v-vm-) +Z—m(vm~ “Vii) (2.9)

i=1 i=1

Note que

Zm (V-vy)=v- [Z mvm-] , (2.10)

e o termo entre colchetes representa a quantidade de movimento do sistema
em relagao ao centro de massa, que é nula (a prova é deixada como exercicio).
A equagao (2.9) fica entdo:

1 1
By = QM (v-v)+ Z oM (Vei - Vi) 5 (2.11)

sendo a primeira parcela a energia cinética translacional do sistema associada
ao movimento do centro de massa, e a segunda, a energia cinética em relagao
ao centro de massa. Definindo a velocidade rmq (raiz-média-quadratica) vyms
do sistema de particulas como:

N 1/2
Urmq = [% Z (Vi - Vri)] , (2.12)

pode-se reescrever (2.11) como:

Ey = Ee + Ee, (2.13)
onde,

E.— %M (v-v), (2.14)
¢ 1

E. = ivame' (2.15)
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A mesma ideia é agora aplicada a energia potencial do sistema. A posicao
z do centro de massa em relacao a um plano horizontal de referéncia pode
ser escrita como:

N
Mz = Zmzl-. (2.16)
i=1
A energia potencial gravitacional de todo o sistema é portanto:
N
E,= ngzi = Mgz, (2.17)
i=1
enquanto que a energia potencial interna é:
N-1 N
=3 3" By, (215)
i=1 j=i+1

O resultado deste desenvolvimento projeta alguma luz sobre a maneira
usual de modelar a energia de um sistema (no caso, de moléculas). A energia
total do sistema é tao somente a soma das energias cinética e potencial totais:

E — Ect + Ept7 (219)

cada uma das quais, por sua vez, possui uma parcela identificivel com o
centro de massa do sistema e outra parcela interna, cuja contabilizagao exige
o conhecimento das posi¢oes e velocidades de cada particula (no caso, de
cada molécula) do sistema:

E = (B4 Eu) + (Ey+ Ey). (2.20)
Por conveniéncia, define-se a energia interna do sistema por:
U=FE. + Ep,, (2.21)
de modo que a energia total passa a ser dada por:
E=FE+E,+U. (2.22)

Um ponto crucialmente importante na modelacao de processos que ocor-
rem em meios continuos é a suposicao de que existe um sistema formado por
um grande numero N de moléculas na vizinhanca de cada ponto do espago,
de modo que podemos associar a cada ponto uma certa energia total por
unidade massa, e. Esta é obtida dividindo-se £ em (2.22) pela massa M do
sistema:

e=e.+e,+u, (2.23)

onde e, =1/2(v-v), e, =gz, eu=U/M.
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2.3 Temperatura

A nocao macroscopica de temperatura esta associada a F.,. Em outras pa-
lavras, o conceito fisico de temperatura é usado para definir o estado de
agitacdo, ou simplesmente a energia cinética das moléculas que constituem o
sistema em relacao ao seu centro de massa. Observe que no presente modelo,
cada molécula estd animada apenas de energia cinética translacional. Pode-
se imaginar que as moléculas constituidas de dois ou mais atomos possuem
energia cinética vibracional e rotacional, e por estarem os atomos ligados,
deve haver também uma energia (potencial) de ligagao a ser considerada. De
fato, este é o caso. Os resultados apresentados aqui, portanto, se restringem
em principio a moléculas mono-atomicas. Para uma apresentacao mais ge-
ral do assunto, recomenda-se Feymman et al.?. De fato, a fisica cléssica ¢é
insuficiente para descrever o comportamento molecular das diversas formas
de energia possiveis neste tipo de sistema: translacao, rotacao, e vibracao.
Historicamente, o fracasso da fisica classica em explicar o comportamento
de moléculas poliatomicas (na verdade de prever seu calor especifico - ver
préxima sec¢ao) criou um impasse que s6 seria solucionado com o advento da
mecanica quantica.

Para os objetivos deste texto, entretanto, sera razoavel definir a tempe-
ratura 7" de um sistema em que cada particula (molécula) sé possui energia
cinética translacional tal que:

ng = %mvfmq, (2.24)
onde o lado direito é a energia cinética média (por molécula) do sistema
em relacao ao centro de massa. k é denominada constante de Boltzmann
e ¢ dada por: k = 1,38065 x 10723 J K=, A equagao (2.24) mostra que a
temperatura do sistema é proporcional a E.,. Além disso, cada molécula tem
em média uma energia cinética em relacao ao centro de massa igual a %kT.
Pode-se mostrar que para cada grau de liberdade que a molécula possui para
se movimentar (trés, no presente caso) estd associada uma energia média
igual a %kT.

2.4 A primeira lei da termodinamica

O principio da conservacao de energia diz que, no caso de um sistema isolado,
a energia total £/ do sistema permanece constante. Se o sistema interage com

2Feymman, R. P., Leighton, R. B., e Sands, M. - The Feymman Lectures on Physics,
Addison-Wesley Publishing, 1970.
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Figura 2.2: Trabalho macroscopico realizado por forca externa sobre um
sistema.

a vizinhanca, pode-se imaginar o sistema de interesse somado a vizinhanca
formando um sistema maior (por exemplo, todo o universo), e este conservara
a sua energia. Isto significa que a energia “perdida” ou “ganha” pelo sistema
de interesse, na verdade foi “ganha” ou “perdida” pela vizinhanca. Na pratica
é mais facil contabilizar esta variacao de energia da vizinhanca como fluxos de
energia através da fronteira entre o sistema e a vizinhanga. A esta energia que
atravessa a fronteira da-se o nome de trabalho. Diz-se que o sistema realizou
trabalho na vizinhanca, ou vice-versa, que a vizinhanga realizou trabalho
no sistema (é preciso apenas deixar claro o que significa trabalho positivo e
negativo). Assim, o trabalho realizado sobre o sistema é igual a variagao da
energia do sistema:

W = AE, + AE, + AU. (2.25)

Quando as interacoes entre o sistema e sua vizinhanca dao origem a deslo-
camentos macroscopicos, ¢ possivel calcular W como:

W:/fmwm (2.26)

onde F s@o as forcas externas atuando sobre o sistema. A figura 2.2 mostra
um exemplo classico. Um pistao cheio de gas estda parado num referencial
inercial. O sistema em questao é formado por todas as N moléculas de gés
dentro do pistao. Neste caso E. = 0 e E, = C (constante). Quando movemos
o embolo do pistao reduzindo o volume do sistema, o trabalho realizado pelas
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forcas externas no sistema é:

wui/mmu—my (2.27)

Quando o sistema (pistao) estd em equilibrio, define-se a que o sistema esta

submetido como:
_ |Femt|

A )
onde A é a area do pistao. Se Adx é a variacao do volume do sistema
associada a um deslocamento infinitesimal dx, e, considerando que durante
o deslocamento, a aceleracao do pistao (e do gas) é desprezivel, ou seja, o
processo (chamado de reversivel) é tao lento que durante todo o tempo o gas
esta praticamente em equilibrio:

(2.28)

W = —/pdV, (2.29)

logo
— /pdV = AU. (2.30)

No entanto, é possivel que um sistema troque energia com sua vizi-
nhanca sem que haja deslocamentos perceptiveis (ou seja, macroscépicos),
ou que seja possivel identificar claramente as forgas externas atuando sobre
o mesmo. Ou seja, é possivel que uma parcela de W seja realizada em nivel
microscopico. Por exemplo, uma barra de aco muito quente mergulhada
em um balde de agua fria troca energia com a agua quando as moléculas
do metal com grande quantidade de energia cinética (alta temperatura) se
chocam com as da agua. Define-se o calor ) como essa parcela de W reali-
zada microscopicamente sobre um sistema. Assim, pode-se escrever a lei da
conservacao de energia como:

W+ Q = AE, + AE, + AU, (2.31)

onde agora W refere-se somente a parcela macroscépica de trabalho reali-
zada sobre o sistema. A equagao (2.31) é conhecida como a primeira lei da
termodinamica. Foi Joule® o primeiro a propor a incorporacao do calor como
forma de energia.

Trés classes de processos particularmente importantes sao aqueles que
ocorrem: a volume constante (/W = 0) ou isovolumétricos, a pressao cons-
tante ou isobaricos, e sem trocas de calor com o exterior ou adiabaticos.

3James Prescott Joule (1818-1889) - fisico inglés cujo trabalho levou ao que se chama
hoje de primeira lei da termodinamica.
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2.5 A energia interna é funcao da temperatura e do
volume

A energia interna U de um sistema é:

U= Eq+ Ep.. (2.32)

Usando (2.15) e (2.18):

1 N-1 N
U= SNmvi, + YD Enlry), (2.33)
i=1 j=i+1
e, usando (2.24):
5 N-1 N

U= SNKT + ;ng Ep, (135) - (2.34)

As moléculas devem se distribuir mais ou menos homogeneamente por todo
o volume V' do sistema, e £, dependera essencialmente da densidade de
matéria e da extensdao ocupada pelo sistema. Assim, para um sistema de
massa M constante, a energia interna dependera de sua temperatura 7" e de
seu volume V:

U=U0(T,V). (2.35)
Define-se a massa especifica de um sistema como:
M
= 2.36
p V Y ( )

e o volume especifico é o inverso de p:

(2.37)

4
V=7
Conforme mencionado anteriormente, num meio continuo imagina-se que
existe de um sistema termodinamico em torno (na vizinhanga) de cada ponto
(z,y,z) do espaco. Neste caso, a energia interna especifica (energia interna
por unidade de massa) u serd uma fungao de 7" e de v:

u=u(T,v). (2.38)
O calor especifico a volume constante de uma substancia é definido como:

ou

= (2.39)

Cy
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Em dois casos particulares, o conhecimento do valor de ¢, e a hipdtese de que
ele permanece constante ao longo de uma determinada faixa de temperatura
AT = T, — T} sao suficientes para calcular variacoes de energia interna.
Estes casos sao quando a substancia for: (i) um gas ideal; (ii) um fluido
incompressivel. No modelo de gas ideal, supoe-se que as moléculas estao
tao afastadas umas das outras, que £, pode ser desprezado. Neste caso,
evidentemente, U = U (T'). Logo:

Au = ¢, AT. (2.40)

Por outro lado, um fluido incompressivel é um material cuja massa especifica
permanece constante ao longo dos processos fisicos aos quais ele é submetido.
Naturalmente, nao existe tal material e o sucesso desta hipotese simplifica-
dora fica sujeito a verificacao experimental e depende da situagao em questao.
Quando vélida, entretanto, a variacao da energia interna entre dois estados,
sera apenas funcao da variacao de temperatura:

Au=u(Ty,v) —u(Ty,v) = ¢,AT, (2.41)

novamente. Observe também que a equacao (2.34) prevé que o calor es-
pecifico a volume constante de um gas monoatomico é:
3Nk

SRR

Além disso o nome de ¢, provém do fato de ele ser numericamente igual ao
calor recebido por unidade de massa por unidade de temperatura, a volume
constante. De fato, se V' é constante, entao W = 0 e:

Cy (2.42)

Q = AU, (2.43)
de forma que:
1 /dQ ou
Cy = M (ﬁ)v = 6—T s (244)

onde o sub-indice indica a grandeza mantida constante. O calor especifico a
pressao constante de uma substancia pode ser definido de maneira andloga
como o calor recebido por unidade de massa por unidade de temperatura
quando a pressao p do sistema é constante:

1 [dQ
=7 <ﬁ)p- (2.45)

Em gases, os efeitos de compressibilidade sao grandes, e é comum distinguir-
se claramente entre ¢, e ¢,. J4 em liquidos, em geral as variagoes de volume
especifico sdo despreziveis (o fluido pode ser considerado incompressivel).
Isso faz com que para liquidos que nao estejam sujeitos a condigoes extremas
de pressao, ¢, e ¢, sejam praticamente iguais.
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2.6 A equacao de estado de um gas ideal

Considere a quantidade escalar:

N
A= Z mv; - 1, (2.46)
i=1

onde r; é o vetor posicao de cada molécula num referencial inercial. Diferen-
ciando (2.46) em relacao ao tempo:

dA N dI'Z‘ N dVZ'
N N N
= Zm (vi-v;)+ Zmai r; =28, + ZFZ 1y, (2.47)
i=1 i=1 i=1

onde a; é a aceleracao de cada molécula e F; é a forca resultante sobre cada
molécula, pela segunda lei de Newton. Suponha que o sistema esteja em
repouso, isto é, que a velocidade v do centro de massa seja nula, de modo
que E, = E.,. Cada F; pode ser escrita como a soma da forca externa ao
sistema sobre cada molécula F.,;, com a soma das forcas internas devido as
N — 1 outras moléculas F;:

N
F,=F,+» Fy, j#i (2.48)

J=1

Substituindo em (2.47), tem-se:

A N N
— =2E,+ ) (F + ZF]> o j A (2.49)
i=1 j=1

Sabendo que F;; = —F; (pela terceira lei de Newton) e que r;; =r; — r;:

ZZFij'r’i (J#1) = ZZ (Fij - i+ Fji-rj)

i=1 j=1 i=1 j=it

= i “Tij), (2.50)

donde:

dA N— N
— 2Ect+z i)+z Z ;). (2.51)
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Figura 2.3: Gas contido num cubo de aresta a. Aplicacao do teorema do
virial.

Tomando a média temporal entre t = 0 e t = A da equacao acima, onde
_ A
a=1/A [ adt, tem-se:

A Aln— Ay o & - v
d- A T ar ) (Far)4 ) B (Fyer). (252)
i=1 i=1 j=it+1

Repare que em (2.52), desde que a quantidade A seja finita em qualquer
t, para A suficientemente grande:

N N—-1 N
m + Z (Fei ' z‘ Z Z I‘Z] v (2'53)
1=1

A equacao acima é o chamado teorema do virial.

Como exemplo de aplicagao, considere (figura 2.3) um cubo de aresta
a, volume V = a?, em repouso contendo N moléculas de um gés. As forcas
externas correspondem aos choques das moléculas de gas fora do cubo com as
paredes do cubo. Supondo que as forgas sejam perpendiculares as respectivas

paredes, tem-se, para a face ABCD:

Z (Fe; - 1) = —pa’® = —pV, (2.54)
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onde p é a pressao a que a face estd submetida. Em EFGH, z = 0, portanto:

3 (Fei-1i) =0, (2.55)

=1

naquela face. Procedendo analogamente para as outras faces, pode-se escre-
ver que, para todo o cubo:

N
(Fe; - 1) = —3pV. (2.56)

=1

Substituindo (2.56) em (2.53):

N-1 N

i=1 j=i+1

Como para um gas ideal as forcas internas no sistema sao despreziveis, o
ultimo termo de (2.57) pode ser desprezado. Usando ainda (2.15), (2.24), e
o fato de que E,; = E.,, tem-se:

pV = NKT, (2.58)

que € a equacao de estado de um gas ideal. O nimero N de moléculas é igual
ao numero de Avogadro N, vezes o numero de moles n. Assim, definindo
R, = Nk pode-se reescrever (2.58) na sua forma mais conhecida:

pV =nR,T. (2.59)
R, é a chamada constante universal dos gases e é dada por:
R, = 8,314JK 'mol . (2.60)
Outra forma muito 1til de se escrever a lei universal é:
p = pRT, (2.61)
onde p é a massa especifica do gas, R é uma constante especifica do gas dada
por R = R,/M, e M = M/n, por sua vez, é a chamada massa molecular

do gés. A tabela 2.1 mostra valores de M, R, ¢,, e ¢, para alguns gases nas
condi¢oes normais de temperatura e pressao (CNTP).
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Tabela 2.1: Grandezas fundamentais do SI.

Gaés Simbolo M R Cy cp
kg mol ! Jkgm? K=t | Jkgm! K71 | Jkg™! K1
Ar - 28,98 x 1073 286.9 717,4 1005.0
Diodxido de
carbono CO, | 44,01 x 1073 | 188,9 651,4 840,4
Hélio He 4,00 x 1073 2077,0 3147 .4 5225.,0
Hidrogeénio H 2,07 x 1073 41240 10060,0 | 14180,0
Nitrogénio N, 28,01 x 1073 296.8 742,0 1039.0
Oxigénio O, 32,00 x 1073 259.8 649.6 909.,4
Vapor d’agua H>O 18,02 x 1073 461,4 1540,0 2000,0

2.7 Equacoes de estado

As varidveis mais comumente utilizadas para descrever processos térmicos e
mecanicos em sistemas termodinamicos com substancias puras sao a pressao
p, a temperatura 7', e o volume V. Alternativamente, pode-se trabalhar por
unidade de massa, e para tal utiliza-se p, T, e v. Equacoes de estado sao
aquelas que inter-relacionam estas varidveis. A equagao (2.61) é um caso
particular de equacgao de estado. De forma mais geral:

p=f(T,v). (2.62)

Note que o termo envolvendo o somatério das forcas internas na equacao
(2.57) é por assim dizer o responsdvel pela forma da equagao de estado para
casos particulares.

2.8 Entropia e a segunda lei da termodinamica

Este texto nao explora os detalhes do conceito de entropia, apenas introduz a
sua definicao no contexto das transformagoes de um sistema termodinamico.

Quando um sistema termodinamico monofasico, como por exemplo um
gas ideal, é sujeito a trabalho e calor externo de maneira que evolui lenta-
mente (reversivelmente), o seu estado pode ser completamente determinado
em todos os estagios desta evolucao conhecendo-se 2 variaveis de estado
independentes. Uma das mais importantes descobertas da teoria foi a da
existéncia de uma ‘“nova” variavel de estado chamada entropia S, e definida
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macroscopicamente através da sua variagao:

o dQI’eV . 2 dQI‘eV dQI’eV .
as = == &_S“TA o f =0, (2.63)

Nas equacoes (2.63) propostas por Claussius? que formalizou as ideias de en-
tropia de Carnot®, em cada mudanca de estdgio infinitesimal a que o sistema
é submetido, ele esta a uma temperatura variavel 1" e recebe uma certa quan-
tidade de calor dQ@,ey, que pode evidentemente ser positiva (calor fornecido
ao sistema) ou negativa (calor fornecido pelo sistema).

Para qualquer processo reversivel entre os estados 1 e 2, a expressao que

define a variacao da entropia
2
d rev
AS = / ¢
1

T

possui uma contraparte analoga na relacao entre trabalho, pressao e volume

2 AWy
AV = / , que é equivalente a forma W = / pdV.
1 p

A analogia pode ser enunciada textualmente:

para uma taza fiva de fornecimento de energia na forma de traba-
lho (calor), hd uma taza de variagdo decrescente de volume (en-
tropia) a medida que em que se aumenta a pressao (temperatura)
do gds; em outras palavras, quanto maior é a pressio (tempera-
tura) do gds, mais dificil é modificar seu volume (sua entropia)
com a mesma quantidade de trabalho (calor) fornecido.

Em muitos casos de sistemas conhecidos (principalmente gasosos), é facil
contabilizar AS, mas por muito tempo nao se soube sequer definir ou calcu-
lar o valor absoluto S. Tal como ocorreu com o conceito de zero absoluto da
temperatura, o conceito de entropia sé foi realmente compreendido quando a
termodinamica foi estudada no nivel microscopico pela mecanica estatistica.
Boltzmann® postulou que a entropia na verdade ¢ uma quantidade proporci-
onal ao logaritmo natural do niimero 2 de configuragdes microscépicas (mi-
croestados) que um sistema pode ter sem modificar o seu macroestado:

S=knQ, (2.64)

“Rudolf Clausius (1822-1888) - fisico e matemdtico alemdo, um dos fundadores da
termodinamica.

®Nicolas Léonard Sadi Carnot (1796-1832) - engenheiro militar francés, que idealizou
o ciclo que ganhou seu nome, criou o conceito de entropia e é considerado o pai da termo-
dinamica.

SLudwig Boltzmann (1844-1906) - fisico e filésofo austriaco, e um dos pilares da
mecanica estatistica e da termodinamica.
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onde k é a constante de Boltzmann. A ideia pode ser exemplificada de
forma simples para um sistema elementar. Imagine um sistema composto
por apenas 4 particulas (ou moléculas) idénticas A, B, C, D em um recipiente
fechado. Para facilitar ainda mais, imagine que o estado de cada particula é
binério no sentido que ela pode estar no lado esquerdo (indice e) ou no lado
direito (indice d) do recipiente. Assim, os estados possiveis das particulas
individualmente sao:

{Ac, Aa}, {B., Ba}, {Ce, Ca}, {De, D4} (2.65)

As possiveis configuracoes dessas particulas que fornecem o mesmo estado
macroscépico e definem €2 (e, portanto S) estao listadas abaixo.

1. Todas as particulas no lado esquerdo:

{Aea BeaceaDe}a Q=1

2. Uma no lado direito e as demais no lado esquerdo:
{Ay4, B.,C., D.} ou
{A, By, C., D.} ou
{Ae, B, Cy, D.} ou
{A¢, Be,Ce, Dy}, 2 = 4.

3. Duas em cada lado:
{Ad, Bd, Ce, De} ou
{Ad, Be, Cd, De} ou
{Aq4, Be, Ce, Dy} ou
{Ae, Bd, Cd, De} ou
{Ae, Bd, Ce, Dd} ou
{A¢, Be, Cy, Dy}, Q = 6.

4. Tres no lado direito e uma no lado esquerdo:
{Ad, Bd, Cd, De} ou
{Ad, Bd, Ce, Dd} ou
{Ad, Be, Cd, Dd} ou {Ae, Bd, Cd, Dd}, 0 =4.

5. Todas no lado direito:
{Ad, Bd7 Cd, Dd}, Q == 1.

Claramente, se o estado de cada particula é aleatério, as opgoes 1 e 5 sao
as menos provaveis. Diz-se que estes sao os estados de méaxima ordem ou
minima desordem. A opg¢ao 3 contém distribuicao uniforme entre o lado
esquerdo e direito do recipiente, e é a mais provavel de acontecer. Diz-se
que é o estado de maxima desordem. Para sistemas reais, basta imaginar
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um numero imenso de moléculas (ndo apenas quatro, mas algo da ordem
de 10%), e também imaginar que uma molécula tem, além da posicio que
ocupa, outras “qualidades” como massa, velocidade translacional, rotacao
(e/ou spin), carga elétrica, energia vibracional, etc. No caso puramente
mecanico, as variaveis independentes de interesse sao a posicao e a quantidade
de movimento. A ideia de se calcular entropia desta forma leva a nimeros
assombrosos, mas o recado é simples: a maxima entropia é sempre o estado
mais provavel, que por sua vez é sempre a configuracao mais uniforme, e por
isso os sistemas sempre tendem a maximizar a sua entropia. Por exemplo,
gases tendem a ocupar todo o volume de um recipiente uniformemente, gases
distintos colocados em um mesmo recipiente tendem a ter suas concentracoes
uniformizadas, a temperatura (ou seja, energia cinética das moléculas) de um
gas isolado tende a se distribuir uniformemente no recipiente, etc. Tudo isso
por que essas sao as micro-configuracoes com maior chance de ocorrer.

Um dos problemas de se associar aumento de entropia com fornecimento
de calor é que esta definicao pode levar alguém desavisado a pensar que o con-
ceito de entropia nao é necessario pois ja existe a temperatura, que também
tende a aumentar com o fornecimento de calor. A confusao é compreensivel,
mas é um equivoco que decorre do fato de que é muito pouco provavel que
um sistema com altas temperaturas seja mais ordenado que o mesmo sistema
em baixas temperaturas. Basta imaginar as mesmas moléculas de agua no
estado sélido (cristais de gelo/neve a baixas temperaturas e maior ordem) e
no estado de vapor (altas temperaturas e maior desordem). O que é impor-
tante ter em mente é que fornecimento de calor tende a aumentar tanto a
temperatura quanto a entropia, mas, como ja foi apontado, quanto maior a
temperatura, “mais dificil” é aumentar a entropia com a mesma quantidade
de calor (por conta do fator 1/7" na contabilizacao da mudanga de entropia).
Um sistema muito quente ja é provavelmente muito desordenado, e mais ca-
lor aumentarda pouco esta desordem. O fato é que entropia e temperatura
sao variaveis de estado independentes e o conceito de entropia e o seu signifi-
cado macroscopico nao podem ser completamente apreciados sem a ideia de
ordem/desordem associada aos microestados.

Como entao associar neste cenario da mecanica estatistica, o aumento de
entropia e da desordem com fornecimento de calor? Imagine que o sistema
estivesse na configuragao 1 (todas as particulas do lado esquerdo, baixa en-
tropia). Imagine também que as velocidades de todas as particulas fossem
idénticas e baixas (baixas temperaturas). Agora fornega calor ao sistema
aumentando a sua temperatura, lembrando que, por definicao, calor é forne-
cimento aleatorio de energia cinética microscépica. Isto vai fazer com que as
particulas comecem a se mover aleatoriamente, e serd uma questao de tempo
para que a configuracao deixe de ser a configuragao 1 (baixa entropia), ca-
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minhe para a configuragao 3 (alta entropia) e tenda a permanecer assim. E
claro que é possivel que, por conta de uma gigantesca coincidéncia, esperando
tempo suficiente, a configuracao volte a ser de menos entropia. Calculos neste
sentido ja foram feitos para sistemas dinamicos com ntimero de particulas da
ordem de 1 mol a temperaturas usuais, a partir de um minimo de entropia.
Chegou-se que a probabilidade do sistema voltar a este minimo é de uma vez
a cada N anos onde N ¢é muitas poténcias de 10 vezes maior que a idade do
universo, e esta € a razao para que se diga que a entropia sempre aumenta. A
entropia nao diminuir é uma necessidade por construcao da teoria de termo-
dinamica. A prépria ideia de que um sistema termodinamico possa existir e
vai se equilibrando em estados homogéneos a medida que evolui entre varios
estagios de um processo de transformacao, pressupoe a validade da segunda
lei, que ¢ discutida brevemente a seguir.

2.8.1 A segunda lei da termodinamica

As variaveis de estado da termodinamica, a rigor, so existem para sistemas em
equilibrio. Por isso, quando um sistema muda de um estado para outro, por
exemplo, entre valores de pressao e temperatura { P, 71} e { P, T2} os estados
intermediarios s6 tém validade se o processo for reversivel. Isto porque,
durante a transi¢gao, em um processo irreversivel, a pressao e a temperatura
sequer sao definidas. Ja foi apresentado que, em um processo reversivel,
a variagao da entropia pode ser calculada por (2.63). Se o sistema passa
do estado 1 para o estado 2 por um processo irreversivel, na verdade toda
a fonte de irreversibilidade se da por conta da forma de fornecimento de
trabalho e calor. O que ocorre é que, neste caso, o trabalho é fornecido de
maneira, digamos, muito abrupta, gerando movimento do gas e diferenciais
de velocidades que, por sua vez, geram atrito, e, ao final, quando o sistema se
equilibra (estado 2) uma parcela do trabalho nao foi 1til para, por exemplo,
comprimir o gas e aumentar sua energia interna por conta dessa compressao
e do aumento de temperatura dado pela equacao de estado. Esta parcela
“inttil” simplesmente se dissipou em calor. E como se o trabalho realizado
nao fosse igual ao trabalho recebido 1til, e uma parte do trabalho acaba
entrando no sistema como se fosse calor injetado diretamente no sistema:

AI/Vfornecido - AWfltil + AQW (266>

Na equacao acima AQy € a parte do trabalho dissipada e transformada em
calor.

Tal como o trabalho, o préprio calor pode ser fornecido ao sistema de
forma reversivel ou irreversivel. Fornecido de forma reversivel, o sistema re-
cebe aquela energia de maneira lenta e uniforme. Por exemplo, se mantido
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a uma temperatura constante (processo isotérmico), este calor reversivel é
totalmente usado para expandir o fluido e o aumento da pressao realiza tra-
balho para aumentar o volume. Se o calor for fornecido nao reversivelmente,
por exemplo de maneira abrupta, o sistema pode se aquecer (ou resfriar, se o
calor for negativo) de maneira nao uniforme, gerando diferenciais de pressao
e movimentos do fluido, convec¢ao, turbuléncia, vibragoes do recipiente, on-
das sonoras, etc., e o resultado é que o trabalho gerado por este calor nao
serd totalmente convertido em expansao volumétrica (trabalho 1til), e serd
necessario o fornecimento extra de calor para que o objetivo da expansao
volumétrica seja alcangado.

Suponha que o processo que leva o estado 1 ao estado 2 seja adiabatico,
ou seja, sem fornecimento de calor, apenas com fornecimento de trabalho.
O processo ser irreversivel, significa simplesmente que, mesmo sem querer, é
como se houvesse o fornecimento de calor na parcela AQy, e isso faz com que
a entropia aumente entre 1 e 2 e esse aumento pode ser contabilizado como
se houvesse uma transferéncia reversivel de calor: S2—S1 = ff dQw /T > 0.
Se o processo fosse inteiramente reversivel, AQy seria zero, e Sy — S seria
zero. A segunda lei da termodinamica simplesmente generaliza a ideia acima
para qualquer processo (adiabatico, isotérmico, ou qualquer outro) e diz que

2
d rev
(SQ - Sl)irrev > (52 - Sl)rev - / Cg—, . (267)
1

Uma consequéncia direta de (2.67) é que processos reais, que sempre Sao
irreversiveis, sempre tenderao a aumentar a entropia de um sistema isolado,
ou de todo o universo (sistema + vizinhanca).

2.9 Problemas propostos

1. Seja a equagao de estado de um gas ideal: pV =nR,T; Com R = 8,314
J kg K~! para este gés, re-escreva a equacao na forma p = pRT, baseado
nas defini¢oes deste capitulo.

2. Considere dois sistemas: um cujo volume é mantido constante e outro
cuja pressao ¢ mantida constante. Ambos estao inicialmente & mesma
temperatura, e recebem quantidades de calor d@, e d@, tais que as suas
temperaturas aumentam igualmente de d7'. A partir das defini¢cées de
calor especifico a volume e pressao constante:

1 dQ, 1dQ, . 1dQ, . 1dQ,
“Mdr C PTMdar 0 T ndr 0 P T ndr
onde M é a massa do sistema, n é o nimero de moles e ~ indica calores
especificos molares, mostre que:

Cy
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1 oU ou .
() co = 3757 = a1
(b) ¢, = ¢, + R;

(c) ¢, =¢,+ Ry.

Obs: nos dois tltimos itens, use a equacao de estado de um gés ideal
nas formas convenientes.

. Durante uma transformacao adiabatica de um gas ideal, valem as se-

guintes relagoes:
dQ +dW =dU; pV =nR,T; dQ =0;

dU =nc,dT';  dW = —pdV; ¢, = ¢, + Ry;

onde os ~ indicam calores especificos molares. Se as condigoes iniciais
e finais sdo (p1, V1) e (p2, V2), mostre que:

c
]91‘/17 = p2VQV7 Y= ~_p .

(

. Define-se entalpia especifica por:

h=u+ b ,
p
onde p é a pressao e p é a massa especifica do material. Para o caso
de um gas ideal com calor especifico méssico constante c,, mostre que
as variacoes de entalpia serao dadas por Ah = ¢, AT, onde AT sao as
variacoes da temperatura absoluta do sistema.

. Prove que, para um gas ideal, a variacao da entropia entre o estado 1

e 2 em uma expansao (ou contrac¢ao) isotérmica é:

Sy — 5 = nRulnv1 = -—nR,In Fl

. Prove que a variacao da entropia de um fluido entre o estado 1 e 2

em um processo de aquecimento (resfriamento) a volume ou pressao
constante é:

T T:
Sg—Slzncyln—2 ou SQ—Slzncpln—Q.
T1 1



CAPITULO 3

DESCRICAO DO MEIO CONTINUO

Este capitulo introduz formalmente a hipétese do continuo, ou seja: de que
a matéria distribui-se uniformemente no espaco. A partir deste modelo,
é possivel entao definir algumas propriedades tanto a nivel macroscopico
quanto molecular do meio em cada ponto do espaco, tais como: massa es-
pecifica, velocidade, temperatura, concentracao, tensao. No caso dos fluidos,
a existéncia de um campo de velocidades, ou seja, de um vetor velocidade
associado a cada ponto do espago, dé lugar ao conceito de advecgao (o trans-
porte de uma propriedade devido ao movimento macroscépico do meio), en-
quanto que o transporte devido aos processos a nivel molecular dao lugar ao
conceito de difusao.

3.1 Introducgao

O principal objetivo deste capitulo ¢ a formulagao de conceitos que permitam
a quantificacao dos fenomenos fisicos que serao estudados em capitulos futu-
ros. Conforme visto no Capitulo 1, em fenomenos de transferéncia defronta-se
com um nimero extraordinariamente grande de particulas (moléculas), e por-
tanto, é claramente impossivel se aplicar as leis da fisica para cada particula
individualmente na tentativa de se descrever o sistema como um todo. Al-
ternativamente, pode-se supor a existéncia de um sistema em equilibrio ter-
modinamico tal como definido no Capitulo 2 na vizinhanca de cada ponto
do espaco, e postular a existéncia das propriedades associadas a este sistema
em cada ponto.

Outra questao fundamental é a compreensao da natureza dinamica dos
processos que, em sua maioria, envolvem fluidos em movimento. O enfoque,

39
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AE, AM, AV,
AP

r'd

T

Figura 3.1: Sistema termodinamico em torno de cada ponto do espaco.

daqui para frente, nao mais serda dado ao que acontece a cada molécula, e
sim as propriedades do escoamento em uma regiao de interesse.

3.2 A hipdtese do continuo

No Capitulo 2, procurou-se mostrar como a natureza molecular de siste-
mas termodinamicos se evidencia macroscopicamente através de proprieda-
des associadas ao movimento do centro de massa, além das caracteristicas
intrinsecas, tais como a energia interna. A ideia foi de se criar base para a
chamada hipdtese do continuo. Esta hipotese concebe um meio material com
uma distribuicao continua de matéria, ocupando todo o espaco tridimensio-
nal. B 1til imaginar que em torno de cada ponto do espago existe um sistema
termodinamico, tal como indicado na figura 3.1. A massa do sistema é AM,
a quantidade de movimento AP, a energia total AE, e o volume ocupado
pelo sistema é AV. Considere também a possibilidade de existir alguma
substancia diluida no meio, tal como vapor d’agua em ar seco, ou agicar em
agua destilada, tal que o sistema da figura 3.1 comporte uma certa massa
AM, de uma substancia A sujeita a diluicao. De acordo com o Capitulo 2,
define-se a massa especifica p em cada ponto do espago cartesiano (z,vy, 2),
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e instante de tempo t como:
1Y z,t) = lim —— . 3.1
({L‘, Y, =, ) ‘1/ 0 AV ( )

A velocidade em cada ponto deverd ser a velocidade do centro de massa do
sistema na vizinhanca do ponto:

(r,9.20) = Jim 2V (3.2
Va0 = lim 5y -
Analogamente, a energia especifica (energia por unidade de massa) sera:
AFE
e(r,y,z,t) = lim (3.3)

AM—=0 AM

Observe que (3.3) pressupoe a existéncia de um campo de temperaturas 7,
uma vez que, conforme ja visto:

e=e.+e,+u, (3.4)

onde .
€= 3 (v-v), e =gz u=u(T,p). (3.5)
Finalmente, é preciso definir concentracao em cada ponto, como medida
da quantidade de soluto A. Ao contréario de p, v, ou T, nao existe unifor-
midade na definicao de concentracao; dependendo do problema ou area de
conhecimento, define-se concentracao das mais diversas formas e com as mais
diversas unidades: gramas, miligramas, ou microgramas por litro; gramas de
soluto por litro de solugao; moles de soluto por moles de solucgao, etc. . Para
manter uniformidade na notacao e nas unidades, este texto adotara a concen-
tracao massica C'y de um soluto A como a massa de A por massa da solucao,

ou seja:

. AMy
CA<x7y7z7t):A1]\l4n_l>0 AM

O meio continuo passa entao a ser descrito por trés fungoes (ou campos)
escalares e uma fungao (ou campo) vetorial, a saber: p(z,y, z,1t), v(z,y, 2, 1),
T(z,y,zt), e Ca(x,y,2,t). Repare que, rigorosamente falando, os limites
AM, AV — 0sao uma abstracao matemdtica, ou seja, sao parte da modelag¢ao
dos fenomenos fisicos, uma vez que a rigor é impossivel que um sistema
termodinamico tenha dimensoes nulas. Obviamente quando AM se aproxima
da massa de um nimero relativamente pequeno de moléculas, a hipotese do
continuo falha. Os limites de validade dos modelos continuos devem ser
estabelecidos empiricamente, por meio de experimentos. A justificativa final
para a utilizacao da hipotese do continuo deve ser a sua capacidade de prever
com sucesso o comportamento dos meios materiais. Neste sentido, a sua
validade tem sido amplamente verificada.

(3.6)
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Figura 3.2: Movimento de uma particula de fluido: adveccao e difusao.

3.3 Difusao e adveccao

Uma maneira algumas vezes util de se raciocinar em problemas envolvendo
o escoamento de fluidos é considerar a existéncia de uma particula de fluido
com um pequeno volume AV passando pelo ponto (z, ¥, z) no instante ¢. Este
¢ o analogo ao ponto material, ou particula, da mecanica classica. Deve-se
considerar também que o sistema termodinamico local em torno de (z,y, 2)
mencionado acima é por assim dizer interno a particula, de forma que a
mesma possui no instante ¢ as propriedades do ponto (x,y, 2): p(zx,y, 2, ),
v(z,y,z,t), T(x,y,2,t), e Ca(z,y, 2,1).

Para fixar as ideias, suponha que todas as moléculas desta particula foram
pintadas de preto, no instante ¢, para serem distinguidas das outras moléculas
do fluido. O que acontece At segundos depois? A figura 3.2 ilustra a situacao.
Por simplicidade, suponha que durante At o volume AV da particula nao
variou, apenas transladou-se de vAt. Em ¢t + At, verifica-se que algumas das
moléculas pretas estao agora fora de AV, enquanto que algumas entraram.
Este efeito que é devido ao movimento aleatorio das moléculas que compoem
a particula de fluido, é chamado de difusao molecular ou simplesmente di-
fusdo, e ocorre independentemente do movimento do fluido. A translacao do
volume AV é denominada advec¢do. Repare que, por causa da aleatoriedade
do movimento das moléculas, em média, entram tantas moléculas brancas
quanto saem moléculas pretas, de modo que o efeito da difusao molecular so-
bre a massa do fluido é nulo. Em outra palavras, AM permanece constante.
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Entretanto, a difusao molecular afeta a quantidade de movimento, a energia
(ou a temperatura), e a concentragao do soluto A (em casos nos quais ha um
soluto A) nas particulas de fluido. Diz-se entao que devido a difusao aliada
a adveccao, ha transferéncia destas propriedades no fluido. A modelagao dos
mecanismos sob os quais estas transferéncias se dao é o objeto da disciplina
fenomenos de transferéncia.

3.4 Descricoes de Euler e de Lagrange

A descricao de Lagrange! ou lagrangiana do movimento de um fluido con-
siste em acompanhar a historia de uma ou mais particulas. Como ja visto,
devido a difusao molecular, a propria identidade da particula se modifica
continuamente por causa das trocas de moléculas entre esta e o fluido em
seu redor. No entanto, ainda é possivel modelar a trajetéria da particula
e suas propriedades matematicamente. Por exemplo, o vetor posigao r, de
uma particula obedece a equacao:

d’r,,
dt?

=a, (3.7)

onde a é a aceleracao da particula, que pode ser determinada pela segunda
lei de Newton. A equagcao (3.7) deve ser integrada com as condigbes iniciais:

rP(O) = ('T()u Yo, Zo) ) (38)
dr
d—tp = (U:v07 Vyq» UZO) . (39)

(a posicao ocupada pela particula e sua velocidade no tempo inicial), para
fornecer r,(t).

A descricao de Euler? ou euleriana do movimento dos fluidos, por outro
lado, consiste em acompanhar as propriedades do escoamento em pontos fi-
2ros no espago, ao longo do tempo. Na maioria das vezes, nao ha interesse
em se conhecer a historia de cada particula e sim da evolucao temporal da
distribuicao espacial das propriedades do meio. Assim sendo, a descricao
euleriana de um escoamento consiste em encontrar as fungoes p(z,y, z, 1),
v(z,y,z,t), T(x,y,2,t), e Ca(z,y, z,t), onde agora, (x,y, z) ndo é a posigao

! Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) - Um dos mais importantes mateméticos de todos
os tempos. Sua obra é repleta de elegancia e simplicidade.

“Leonhard Euler (1707-1783) - O mais prolifico dos matemdticos, Euler possufa uma
memoria espetacular: sabia de cor todas as férmulas de andlise e trigonometria, as pri-
meiras seis poténcias dos primeiros cem nimeros primos, uma infinidade de poemas, etc..
Sua obra completa tem mais que setenta volumes.
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Figura 3.3: Linhas de corrente gafeirando um tubo de corrente.

de uma particula em qualquer instante ¢, e sim um sistema de coordenadas
cartesiano indicando uma posicao fixa no espaco, independente de t. A des-
cricao euleriana serd preferencialmente utilizada ao longo deste texto. Um
conceito importante, especialmente na descricao euleriana, é o de linha de
corrente.

3.4.1 Linha e tubo de corrente

Uma linha de corrente é definida como a linha a qual o vetor velocidade é
tangente num dado instante, ou v - n = 0, onde n é o vetor normal a linha
de corrente. Alternativamente, a linha de corrente pode ser definida pelas
equacoes:

dr  dy d
e (3.10)

Uy Uy U,

Um tubo de corrente é uma superficie formada por pareces contendo de linhas
de correntes e topologicamente igual a um cilindro (um tubo ou um cilindro
deformével). Nenhum vetor velocidade cruza um tubo de corrente. A figura
4.2 ilustra as definicoes de linha e de tubo de corrente.
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Exemplo

Um escoamento bidimensional tem as seguintes componentes de

velocidade:
t
. = ——— 3.11
v 1+ 22 ( )
1
= — . 3.12
Uy 1+y ( )

a) Determinar a trajetdria da particula situada no ponto (z,y) =
(1,1) no instante ¢t = 0.

b) Determinar a linha de corrente (ou fluxo) que passa no ponto
(x,y) = (1,1) no instante ¢t = 1.

Solugao

a) As coordenadas de uma particula (x,.y,) sdo tais que:

dx, t

= Uy = , 3.13
dt ! 1+a2 (3.13)
dy, 1
Ir = 3.14
dt T + vy ( )
Separando as variaveis:
(14 22)de, = tdt, (3.15)
(14+y,)dy, = dt. (3.16)
Integrando:
x? 12
L24C, == 3.17
Ty + 3 + 5 ( )
Y2
Yp + 5” +C, =t, (3.18)

onde as constantes de integracao C, e C, sao determinadas pela
condigdo inicial (z,(0), y,(0)) = (1,1): C; = —3 ¢ C,, = —3. As
equacoes paramétricas da trajetéria da particula (a posigao em
funcao do tempo) sao:

4 1 1
3 + z,(t) + gxf,(t) = 5752, (3.19)
3 1
—S 4 yt) + SA(t) =t (3.20)

2

45
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Figura 3.4: Linha de corrente.

b) A linha de corrente deve ser tangente ao vetor velocidade em
cada ponto, conforme a figura 3.10. E imediato que:
dy vy 1+ 22

t =2 = = . 3.21
MAI= 0 T, t(1+y) (3.21)

rearranjando:
t(1+y)dy= (14 2?)dz. (3.22)
Integrando:
y? 23
tly+=)=2+=+C, (3.23)
2 3
onde C' = £, pela condigao (z(1),y(1)) = (1,1).

3.5 Propriedades intensivas e extensivas

Conforme visto anteriormente, pode-se considerar a porcao de matéria que
ocupa um dado volume V; (volume do sistema) em um determinado instante
t como um sistema termodinamico. Naturalmente, um volume V; finito, por
menor que seja, conterd um numero extraordindrio (infinito) de particulas
(aqui nos referimos a particulas de fluido e ndo a moléculas), e ocupard
regioes distintas do espago com o correr do tempo, ou seja: as posicoes de
suas particulas variarao com o tempo.
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Assim sendo, o volume V de um sistema pode sofrer distorcoes continuas,
e torna-se extremamente dificil o acompanhamento de uma massa de fluido
durante todo o tempo de observacao. Além disso, foi visto que na descricao
euleriana do movimento dos fluidos a observacao é feita com relacao as pro-
priedades do escoamento em cada ponto, ao longo do tempo. Dessa forma, é
mais conveniente a aplicagao das leis basicas da fisica a um volume fixo ou
com movimento conhecido no espacgo. Este volume recebe a denominagao de
volume de controle.

O procedimento a ser aqui adotado consiste em formular as leis da fisica
primeiro para um sistema, e, mais tarde (Capitulo 5), reescrevé-las para uma
regiao arbitraria do espago (um volume de controle).

A massa total de um sistema pode ser escrita como:

M= [ pdv. (3.24)

Vs

O vetor quantidade de movimento total do sistema sera:

P:/ vpdV. (3.25)

A energia total por sua vez sera:

E:/ epdV. (3.26)

E finalmente, a massa total do soluto A diluido no sistema seré:
MA = CApdV. (327)

Repare que, de maneira geral, pode-se escrever as integrais (3.24)-(3.27)
na forma:
N = [ npdV. (3.28)
Vs
Diz-se que N é uma grandeza ou propriedade ezxtensiva, e n a grandeza ou
propriedade intensiva associada. De maneira geral, propriedades extensivas
sao aditivas: ao reunir-se dois sistemas, a massa resultante sera a soma das
massas individuais, o mesmo valendo para a quantidade de movimento, ener-
gia total, e massa de soluto. Propriedades intensivas, por outro lado, sao
definidas ponto a ponto e nao sao aditivas: ao reunir-se dois sistemas com
a mesma concentracao de soluto Cy4, obviamente a concentracao resultante
nao sera 2C'4, mas permanecera Cy.
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Tabela 3.1: Propriedades extensivas e intensivas em um fluido.

Propriedade | Simbolo | Propriedade | Simbolo Relacao
extensiva intensiva
Massa M 1 1 M = [, pdV
Quantidade
de movimento P velocidade v P = st vpdV
Energia E energ. espec. e E= fVS epdV
Massa de
soluto My concentracao Cy My = fv CapdV

A equagao (3.28) mostra claramente que as propriedades intensivas 7
podem ser consideradas como concentragoes massicas das propriedades ex-
tensivas associadas: a velocidade é a quantidade de movimento por unidade
de massa, a energia especifica é a energia por unidade de massa, e a concen-
tragao de soluto é a massa de soluto por unidade de massa (total). A tabela
3.1 resume as relacgoes entre propriedades intensivas e extensivas utilizadas
neste texto.

3.6 Fluxo e fluxo especifico advectivo

Seja S uma superficie aberta no espago correspondente a um fluido em es-
coamento, de acordo com a figura 3.5, e seja AS um elemento de area dessa
superficie. Entre os instantes de tempo t e t + At, a quantidade total de
matéria que atravessou AS estara contida no prisma mostrado em detalhe.
Sendo n o vetor de mdédulo unitario normal a AS, a quantidade de massa
que é transportada no espaco entre t e t + At sera dada pelo produto entre
massa especifica do fluido p e o volume do prisma, cuja base é AS e a altura
é (v-n)At. Entao:

AM = p(v-n)AtAS. (3.29)

A grandeza denominada fluzo especifico de massa, é definida como a quanti-
dade de massa transportada por unidade de tempo por unidade de area:

AM

M= ANB 0 AAS T

p(v-n). (3.30)

O fluxo advectivo total de massa, ou simplesmente fluzo de massa, que é a
taxa com que a massa é transportada através de uma superficie, sera dado
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Figura 3.5: Fluxo através de uma superficie aberta.

pela integral de m em toda a superficie S.

M = /Sp(v -n)dS. (3.31)

Generalizando, para uma grandeza extensiva qualquer N, a quantidade
dessa grandeza transportada no espaco durante um intervalo At, é dada pelo
produto da propriedade intensiva associada 1 pela massa do prisma, AM:

AN =np (v -n) AtAS. (3.32)

O fluxo especifico da grandeza N sera:

AN v m) (3.33)
AtAS ~ PV R ‘

Finalmente, o fluxo (total) associado sera:

N = /Snp (v-n)dS. (3.34)

O tipo de fluxo discutido acima,chamado de fluxo advectivo, corresponde
a parcela do transporte devida a advec¢ao (movimento médio das moléculas).
Existe também o chamado fluxo difusivo, que é aquele devido a processos
intermoleculares. Entretanto, a importancia e as particularidades desse tipo
de fluxo sao tais que o assunto merece uma discussao a parte, e serd objeto
do capitulo 6.
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Figura 3.6: Determinagao do fluxo de massa em uma tubulagao.

3.7 Problemas propostos

1. A tubulagao da figura 3.6 tem diametro D. O escoamento possui velo-

cidade média v. Uma massa M de sal é injetada a 100 m da secao S e
observa-se a curva de concentragao em funcao do tempo ¢(t) mostrada.
(a) Determine o fluxo de massa M(t) através de S em funcio de p, v,
D, e c(t). (b) A partir do resultado de (a), e da funcdo ¢(¢) dada na
figura, determine a velocidade média v em fungao de M, p, D, ¢y, e At.

00d . .
~%§G“9 =a (q) {;qrad(3)pt = IV (@) 03s0dsay

. A figura 3.7 mostra a formacao da chamada camada limite sobre uma

placa horizontal: regiao do escoamento influenciada pela presenca da
placa de comprimento L. Em z < 0, a componente horizontal da
velocidade v,(0,y) = vy = constante; em 0 < z < L, admita, por
simplificagdo, que o perfil y de v, é linear tal que v,(z,0) = 0 e
ve(x,0(x)) = vo, e que para y > 6(x) , v.(x,y) = vy; sendo i(z) a
espessura da camada limite. Determine:

(a) M (fluxo de massa) através da secao AB;

(b) M (fluxo de massa) através da secio CD;

(¢) P, (fluxo de quantidade de movimento) através da secio AB;

(d) P, (luxo de quantidade de movimento) através da secio CD;
Obs.: como o problema ¢é bidimensional, dé sua respostas por unidade

de comprimento na direcao z.

“19%adt = o7 (p) {T¢2ad = = (o) 79000 E = IV (q) £790ad = (3) () :vysodsay

. O campo de velocidades na secao circular do tubo da figura 3.8 axis-

simétrico, e é dado por:

(r) = vy {1 - (%)2] , (3.35)

onde vy ¢ a velocidade no centro do tubo, r é a distancia a partir do
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Figura 3.8: Determinagao de fluxos em um tubo circular.

centro (variavel), e R é o raio do tubo. Sendo a massa especifica do
fluido p, determine:

(a) o fluxo de massa no tubo;

(b) o fluxo de quantidade de movimento no tubo;

(c) o fluxo de energia cinética no tubo.

'8adzy.u% =2q (o) fgadzgu% =d (@) andzHu% = Jv (®) :vysodsay

4. A figura 3.9 mostra o modelo simplificado de uma tempestade de verao.
O ar imido entra pela base da nuvem. Considere a regiao de entrada
como sendo a lateral de um cilindro de raio ry m e altura h. A ve-
locidade do vento convergindo para a nuvem (isto é, para o centro do
cilindro) é v. A concentragao de vapor de dgua no ar é Cy gramas de
vapor de agua por quilogramas de ar. Dentro da nuvem, o ar imido
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Figura 3.9: Esquema simplificado de uma tempestade convectiva.

ascende (este processo advectivo é conhecido por convecgao) até um
nivel onde se condensa dando origem a precipitagao. Calcule a quanti-
dade (altura) acumulada de chuva em mm (ou seja, o volume de chuva
por unidade de drea horizontal), At apés o seu inicio, admitindo que
os dados fornecidos se mantiveram constantes durante este intervalo de
tempo. Sao conhecidas as densidades do ar p,, e da dgua liquida p;.

(0u1d) /yaPd Vv g = eanyo op eiInjfe :ngsodsay]

A figura 3.10 mostra um canal inclinado (um rio) de largura B com
angulo 6 e profundidade H (na vertical). O escoamento é permanente
e varia apenas na dire¢ao normal ao canal. A concentragao C de sedi-
mentos (argila) na dgua de densidade p constante é linear, maxima no
fundo (Cyy), e nula na superficie. O vetor velocidade da agua v também
¢ uma fungado linear maxima na superficie (vys) e nula no fundo. Cal-
cule: (a) o fluxo do vetor quantidade de movimento P; e (b) o fluxo
de massa de argila M, através da superficie vertical cujo vetor normal
unitério ¢ n (ver figura).

'H“éndﬂlo% =V (q) fH“énd% = % opunj oe opo[ered x ox1o ou seuode oxny () :v1s0dsay

A figura 3.11 mostra um tubo circular de raio R onde se dd o esco-
amento permanente de um fluido de massa especifica p. Neste escoa-
mento s6 ha variagoes na direcao radial r. A distribuicao de velocidades
do fluido é v(r) = vy [1 — (T/R)Q}, onde vy é a velocidade no centro do



3.7 — Problemas propostos 53

Figura 3.10: Problema do canal inclinado com sedimento.

tubo.

(a) Determine qual é a velocidade média v no tubo. (Use o fato de que
a velocidade média deve produzir um fluxo de massa no tubo idéntico
ao produzido por v(r).)

(b) Determine o fluxo de quantidade de movimento P na secio trans-
versal do tubo utilizando a velocidade v(r).

(¢) Determine o fluxo de quantidade de movimento utilizando a veloci-
dade média v calculada no item (a), ao invés de v(r). Se as respostas
do item (b) e (c) forem diferentes, justifique.

“(gpa [ # gpa [) zgugnd% =V (9) Zy.ugnd% =d () ‘g/% = a () wpsodsay

Y % YR
( 0

Figura 3.11: Tubo circular com escoamento.

<|

A2

7. A figura 3.12 mostra um escoamento em um canal com superficie li-
vre (ignore a diregao transversal e resolva o problema por unidade de
largura). A profundidade do canal é H e o escoamento nao varia na
diregao do canal. A velocidade do fluido de massa especifica p no canal
varia com a profundidade e é dada pela combinacao de um termo de-
vido a um vento na superficie soprando para cima e outro termo devido
a acao da gravidade:

o(h) = —V, {1—%h}+%{1—2—2}
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Onde V; e V, sao valores de velocidades que dependem do vento e do
angulo no fundo respectivamente. Determine o valor de V; para que
o fluxo de massa do fluido numa secao qualquer do canal seja nula,
admitindo que as outras variaveis sao conhecidas.

'5A§ = S\ pysodsayy

v(h)

Figura 3.12: Fluxo de massa num canal.

. A figura 4.10 mostra uma tubulagao de raio R por onde passa dgua

(massa especifica igual a p) com uma didxido de ferro diluido. O perfil
de velocidade v(r) na segdo é dado como func¢ao da distancia r até o
centro por: v(r) = Vy(1—r%/R?), enquanto que o perfil de concentragao
de diéxido de ferro C'(r) é o dado na figura (nulo em r = 0 e igual a
Cr em r = R). Ambas fungbes sao conhecidas. Admitindo que nada
varia com a coordenada x ao longo do tubo:

(a) calcule o fluxo de massa da solucao (dgua + diéxido de ferro) através
de uma secao transversal qualquer;

(b) calcule o fluxo de massa do soluto (diéxido de ferro).

'zyuOAdHO%I = o1y (q) G L0NdE = IV (B) wys0dsay

O o ¢ O

Figura 3.13: Fluxo advectivo de massa em um tubo.




CAPITULO 4

FOrRCAS E TENSOES NUM FLUIDO
- HIDROSTATICA

4.1 Forcgas de corpo

Forcas de corpo sao aquelas que atuam em um sistema devido a presenca de
um campo de forgas. Uma caracteristica fundamental é a de que, sendo o
campo definido em todo o volume contendo o sistema, ele atuarda em todo
o sistema. Neste texto apenas o campo gravitacional serda considerado como
forca de corpo, isto é, a forca de corpo em um sistema ocupando volume V
serd dada pelo peso do corpo, sujeito a aceleracao do campo gravitacional g:

F, = / pgdV. (4.1)

E ttil se pensar no campo gravitacional imaginando-se um vetor g asso-
ciado a todo e qualquer ponto do espaco.

4.2 Forcgas de superficie

As forcas de superficie sao o resultado das interacoes das moléculas que estao
na fronteira do sistema com o espago imediatamente a sua volta. A figura
4.1 ilustra esquematicamente o conceito de forca de superficie.

Considere uma pequena regiao de area AS da superficie de um sistema,
cuja normal é n. O resultado das interacoes com as particulas do lado de
fora é uma forca AF, agindo sobre AS. Define-se o vetor tensao atuando

25
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A AFg
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Figura 4.1: Forcas de superficie sobre um sistema.

num ponto como:
t = i AF,
TS50 AS

Deste modo, a forca total de superficie atuando sobre o sistema sera:

(4.2)

F, = / tds, (4.3)

onde S é a superficie em torno volume do sistema (superficie do sistema).

Considere agora uma pequena superficie AS dentro de um fluido, num
ponto (z,vy,z), ignorando por um momento a qual sistema esta superficie
pertence ou com que sistema ela faz fronteira (figura 4.2). Considere a forca
resultante AF, agindo sobre AS, devido aos choques entre as moléculas de
um lado e do outro de AS.

A defini¢ao do vetor tensao dada por (4.2) obviamente permanece valida.
Entretanto, uma caracteristica de certa forma incomoda desta definicao é que
ao mudar-se a orientacao do vetor unitario normal n, a forca AF, muda, no
caso geral. Em outras palavras, o vetor tensao é uma funcao nao apenas do
ponto (z,y,z) e do tempo t , mas também da dire¢ao n escolhida. E desta
inconveniéncia em se trabalhar com o vetor tensao que surge a necessidade
do conceito de tensor de tensoes.
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Figura 4.2: Dependéncia entre o vetor tensao t = 2E= ¢ a direcao do plano

AS
de atuacao, dada pelo vetor normal n.

4.2.1 O tensor de tensoes

Até agora, foram apresentadas grandezas escalares: p, T, e Cy, e grandezas
vetoriais: v, t. Para se obter uma descricao apropriada de forcas de superficie
por unidade de area, é necessario que se introduza um novo tipo de grandeza:
o tensor.

A figura 4.3 mostra um elemento de fluido em duas dimensoes. Trabalhar
em duas dimensoes facilita a visualizacao e o esforco algébrico, sem prejudicar
a compreensao dos conceitos fundamentais. Define-se 7;; como a i-ésima
componente do wvetor tensao que atua no plano com normal na direcao j.
Ou seja, o segundo sub-indice indica o plano de atuacao da tensao, e o
primeiro indica a direcao da componente da tensao atuando naquele plano.
Por exemplo, de acordo com a figura 4.3, T}, ¢ a componente y do vetor ¢;
que atua no plano com normal na dire¢io x (note que este plano estd na
dire¢do y). Assim sendo, note que:

t; = Tmmex_'_Ty:veya
ty = Tye, +T,e,

onde e, e e, sao os vetores unitdrios nas direcoes z e y.

T é chamado de um tensor (de tensdes, no caso), com componentes T;;.
Note que o ntimero de elementos desse tensor é nove no caso geral de um
espago tridimensional (quatro, no caso bidimensional), enquanto que um ve-
tor possui trés elementos (dois, no caso bidimensional), e um escalar possui
um elemento. Alguns autores se referem aos escalares como tensores de or-
dem zero, aos vetores como tensores de primeira ordem, e ao que este texto
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Az

O J

Figura 4.3: Convencao adotada entre o vetor tensao t e o tensor de tensoes

T.

chama tensor, de tensores de segunda ordem. Tensores de ordem mais alta
também sao possiveis, mas estao fora do escopo deste texto.

Considere agora o elemento triangular da figura 4.4 (novamente, por sim-
plicidade, ignore a dire¢ao z). O vetor normal a superficie AS é:

n = cosbe, + senfe,
Ny€r + Nyey, (4.6)

de modo que n, e n, sao as componentes de n. O vetor tensao atuando em
AS é t. Admitindo que t(e,) = ty, t(e,) = to, e utilizando o fato de que
t(—n) = —t(n) (pela terceira lei de Newton da agao e reagao), tem-se que
os vetores tensao atuando em Az e Ay sao —ty e —tq, respectivamente. A
forga de superficie total sobre o elemento é, entao:

Substituindo a forca total de corpo sobre o elemento, que é:
1
AF.= Amg = §pAa:Ayg, (4.8)
na segunda lei de Newton aplicada sobre o elemento:

AF, + AF. = Ama, (4.9)
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Figura 4.4: Elemento triangular de um fluido. Determinacao da de-
pendéncia entre t e n.

onde a é a aceleracao do elemento, tem-se:
1 1
épAa:Ayg +tAS — t1Ay — t,Ax = épAa:Aya. (4.10)
Substituindo Ay = ASn,, Az = ASn, e rearranjando:
1
t —tin, —ton, = ipASnJCny(a —g). (4.11)

Tomando o limite quando o elemento se torna infinitesimal, ou seja, quando
AS — 0, o lado direito da equagao acima se anula. Usando (4.4) e (4.5)
tem-se:

t = (Twer +Tyuey)ne + (Tuyer + Tyyey) ny
= (Tyoong + Tyyny) €; + (Tyang + Tyyny) €y, (4.12)

ou, considerando as componentes do vetor t = t,e, + t,e,, tem-se:

T, T.
[tx}:|: zz my]lnm} (4'13)
ty Tye Ty Ty
No caso de um elemento tridimensional no espago (x,y, z) a equagao acima
fica:

tx Txx Tmy T:L‘Z nl‘
ty | = | Tye Tyy Ty Ny | s (4.14)

l, T, T., T.. n,

IS
8
N

Y
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Figura 4.5: Elemento de um fluido. Simetria de T: T}, = T},.

ou, em notacao de algebra vetorial:
t=T n. (4.15)

Ou seja, o vetor tensdo atuando num plano cuja normal é n, é dado pelo
produto matricial entre o tensor de tensoes T e o vetor unitario normal n.

Uma caracteristica importante do tensor de tensoes é que ele é simétrico.
Para demonstrar essa propriedade, considere o elemento de fluido da figura
4.5. Apenas as componentes tangenciais Ty, Ty, =15y +Ay0T,, /0y € =T+
Az0T,, /0x produzem torque T, em relacao ao ponto G:

T, = Ia, (4.16)

onde /I é o momento de inércia do elemento e o é sua aceleracao angular.
A forca tangencial sobre a face AD é —T,, x 1 x Az e o torque desta forca
em relacao a G é =T}, x 1 x AxAy/2. (o torque é positivo quando provoca
rotagao anti-horaria). Repetindo a ideia para as demais faces, tem-se o torque
total:

10T,

10T,
T, = -T,,AyAx + T, AxAy — ) a;y Ay?Ax + 588536 Az®Ay,  (4.17)
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que, juntamente com o momento de inércia do quadrado:

AzxAy
12

I =

(Ax2 + AyQ) : (4.18)

pode ser substituido em (4.16), dando:

a7, T,
Loy =T = 5, o1

1
Ay — Az + T4 (Az” + Ay?) a. (4.19)

Tomando-se o limite quando (Az, Ay) — 0, o lado direito da equagao (4.19)
torna-se desprezivel, resultando em:
T:vy = Tym7 (420)

ou seja, o tensor de tensoes T é simétrico:

Ty T
T=|, ™ ] . 421
[ Tmy Tyy ( )

Para o caso de um elemento tridimensional, o processo é andlogo e resulta
no seguinte tensor de tensoes simétrico:

xT

<

T = (4.22)

w

S8
Bk
S8

I8

4.2.2 Pressao

Considere um fluido em repouso (lembre-se que o repouso refere-se ao mo-
vimento macroscopico do meio continuo, e ndo ao movimento das moléculas
que compoem o sistema termodinamico associado a cada ponto ou particula
de fluido). Da prépria definigao de fluido, sabe-se que sob tensoes tangenciais
nao nulas o fluido se deforma continuamente, ou seja, estd em movimento.
Portanto, no caso de um fluido em repouso as tensoes tangenciais sao nulas
e o tensor de tensoes apresentara apenas os termos da diagonal principal,
sendo todos os outros nulos:

T, O
v 0] -

O vetor tensao t associado a uma diregdo normal genérica n = (cos#, sen 6)
serd, pela equacao (4.15):

T.. O cosf | | Tyycost
t:[ 0 Tyy] [sen@} - [Tyysenﬁ]’ (4.24)
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Repare entretanto que, neste caso, a componente tangencial de t deve ser
nula, qualquer que seja a orientagao do vetor normal n. Isso significa que,
num fluido em repouso, t e n devem ser sempre paralelos. A Unica maneira
de atender a essa condicao ¢é requerendo:

Tyw = Tyy = —, (4.25)

onde p é um nimero positivo, e o sinal de menos aparece para indicar que as
tensoes em um fluido em repouso sao de compressao, ou seja, o vetor tensao
t em um fluido em repouso tem sempre sentido contrario ao vetor unitario
n, e modulo igual a p:

t=T -n= —pn. (4.26)

A grandeza escalar p é chamada de pressao, e, por hipdtese, esta grandeza
¢ a mesma que foi definida no capitulo 2, para um sistema termodinamico.
A equagao (4.26) é conhecida como o principio de Pascal*: num fluido em
equilibrio as moléculas tém iguais probabilidades de estarem se movimen-
tando em qualquer direcao. O médulo da forca de superficie por unidade de
area, neste caso, ¢ o mesmo em todas as diregoes e igual a pressao em um
sistema termodinamico p.

4.2.3 Tensao superficial

A existéncia de uma interface visivelmente bem definida entre dois fluidos
(por exemplo, um liquido e um gés) tem origem no fato de que normalmente
eles tém densidades diferentes (no caso de ar-dgua, a diferenga é de trés
ordens de magnitude). Tomemos como exemplo tipico a interface dgua—ar
em um corpo de agua com superficie livre. Por causa da existéncia dessa
interface, as moléculas na superficie estao em ambiente diferente daquelas
dentro do liquido. As forcas moleculares que atraem as moléculas umas
as outras dependem da distancia média entre elas. Uma molécula dentro
do liquido é atraida igualmente em todas as direcoes pelas suas vizinhas.
Uma molécula na superficie, entretanto, tende a ser puzada para o interior
do liquido no sentido normal & superficie, pois a forga de atragao (coesao)
molecular é muito menor no lado do gas. Este efeito faz com que o maior
nimero possivel de moléculas seja atraida para o interior do liquido e que a
superficie livre possua o nimero de moléculas minimo necessario para mante-
la. Macroscopicamente, o efeito é comumente chamado de capilaridade, no

!Blaise Pascal (1623-1662) - Fisico-matemético que deu grandes contribuigoes na area
da hidrostatica. Entre outras coisas inventou uma maquina de calcular, o barémetro, a
prensa hidraulica, e a seringa.
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Figura 4.6: Elemento de um fluido em repouso.

qual a superficie livre esta sempre tentando se contrair através de uma tensao
denominada tensao superficial.

A tensao superficial é a explicacao do porqueé as bolhas de gés dentro de
um liquido (tal como bolhas de sabao no ar, gotas, etc) tendem a ser esféricas:
a esfera é a figura geométrica tridimensional com menor razao area-volume
possivel.

Quando uma interface entre dois fluidos possui curvatura, a tendéncia é de
haver uma tensao nas particulas da interface tentando esticar esta superficie,
esta tensao acaba realizando trabalho contra o diferencial de forcas de pressao
que existem nos dois lados da interface. A consequéncia é que a pressao sofre
uma descontinuidade ao atravessar a superficie curva.

4.3 Hidrostatica

Considere um elemento de fluido em repouso num referencial inercial con-
forme o esquema mostrado na figura 4.6. Em cada uma das faces do ele-
mento o vetor tensao t tem modulo igual a pressao p orientado normalmente
a face no sentido de compressao, e o elemento esta sujeito ao seu peso (forga
de corpo) na dire¢ao vertical. Obviamente, nas dire¢oes x e y as forgas de
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superficie nas faces opostas devem se equilibrar. A resultante das forcas de
superficie na diregao z é:

AF,, = p(z,y, 2) AzAy — p(z, y, 2 + Az) AzAy, (4.27)
e a forga de corpo (gravitacional) é
AF,, = —pgAxAyAz. (4.28)

Uma vez que a resultante total deve ser nula (caso contrério o fluido acele-
raria), tem-se:

p(x,y, 2)AxAy — p(z,y, 2 + Az)AzAy — pgAxAyAz = 0. (4.29)
Dividindo (4.29) pelo volume do elemento AxAyAz:

p(IE,y,Z + AZ) _p(xvyv 2)
Az

+pg = 0. (4.30)

Tomando-se o limite quando Az — 0, tem-se a equac¢do diferencial da hi-

drostatica:

dp
- —0. 4.31
5, trg=0 (4.31)

A figura 4.7 apresenta um esquema de um reservatorio sujeito a pressao
atmosférica py, onde uma certa quantidade de um liquido de massa especifica
constante p (ou seja, o fluido é incompressivel) estd confinada.

Para se obter a pressao no ponto z = —h, integra-se a equacao (4.31) na
vertical entre z =0e z = —h:
dp = —pgdz, (4.32)
p(—h) —h
/ dp = / —pgdz, (4.33)
p(z=0) 0
p(=h) —po = —pg(—h—0), (4.34)
p(=h) = po+ pgh. (4.35)

A equagao (4.35) mostra que num fluido incompressivel em repouso, a
pressao cresce linearmente com a profundidade. Embora esta equacao seja
chamada de equacao hidrostatica, ela é usada nao s6 para dgua, mas para
a maioria dos fluidos, liquidos ou gasosos. A constante de integracao pg é
o valor da pressao em z = 0 (pressao atmosférica, no caso da figura 4.7).
O valor médio da pressao atmosférica ao nivel do mar é: pg = 101325 Pa.
Frequentemente os instrumentos de medicao de pressao sao capazes de medir
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Figura 4.7: Fluido em repouso sujeito a pressao hidrostatica.

diferencas de pressao em relacao a pressao atmosférica pg. Por isso, costuma-
se chamar a pressao dada por p na equacao (4.35) de pressio absoluta, e
a pressao dada pela leitura desses instrumentos de pressao relativa (pre),
pressao instrumental, ou pressio manométrica (mandémetro é o nome dado a
um aparelho que mede pressao). deste modo, tem-se que:

Prel = Pgh (436)

Exemplo

Uma maneira bastante simples de medir pressao em um sistema
consiste no manometro do tipo tubo U, que possui uma extremi-
dade ligada ao sistema e outra a atmosfera. Na figura 4.8, o fluido
dentro do tubo, denominado fluido manométrico, tem massa es-
pecifica p,,, e a diferenca de niveis no tubo é h. Determine a
pressao relativa e absoluta do sistema que contém o gas.

Solucao

Primeiramente, repare que em qualquer fluido a pressao aumenta
com a profundidade, ja que em um fluido em equilibrio, a pressao
nada mais é que o efeito do peso do fluido. Portanto, entre os
pontos A e B, havera uma diferenca de pressao dada por:

Apag = pyghi. (4.37)
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Figura 4.8: Medicao de pressao hidrostatica. Manoémetro em tubo U.

Muitas vezes este efeito é pequeno no caso de um sistema ga-
soso, em comparagao com o fluido manométrico, ja que p; < pp,.
Assim, as diferencas de pressao entre pontos do sistema gasoso
podem ser desprezadas: Apag ~ 0.

Os pontos B e C contéem o fluido manométrico e possuem a
mesma pressao pois estdo a uma mesma altura (diz-se que estao
no mesmo plano isobérico):

PB = Pc- (4.38)

Mas pg é a pressao do gas em questao. Pela equacao da hi-
drostatica:

pc =ps =D =pp + pmgh. (4.39)
Onde pp é igual a pressao atmosférica py.

Lembrando que a pressao relativa p, = p — po:

Dr = pPmgh. (4.40)

Exemplo

A pressao atmosférica py depende da localizacao na vertical e
pode ser determinada através do barometro de mercirio. Observe
na figura 4.9 que o reservatério contém mercurio sujeito a pressao
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Figura 4.9: Medigao de pressao atmosférica. Barometro de mercurio.

atmosférica pg, exceto no compartimento central onde o merctirio
estd isolado e sujeito apenas a pressao do seu proprio vapor p,,.

Solugao

Aplicando a equacao da hidrostatica entre a superficie livre do
mercurio sujeita a py e a superficie livre dentro do tubo sujeita a

Po:
Po = Pv + pmgho. (4.41)
Sabe-se que a pressao de vapor do mercurio é muito pequena e

pode ser desprezada: p, =~ 0, entao, a pressao atmosférica pode
ser calculada como:

Po = pmgho. (4.42)
(Em condigbes normais: hg =~ 0,76 m).

Exemplo

Determine a intensidade da forga total que o ar e a dgua exercem
sobre a comporta da figura 4.10:
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Figura 4.10: Determinagao da forca hidrostatica em uma comporta.

Solucao

A forca pedida é uma forca de superficie decorrente das pressoes
hidrostaticas nas duas faces da comporta. A intensidade da forca
de superficie total é dada por (ver detalhe da figura 4.10):

|Fs| :/ pdS:/ pedS—/ padS. (4.43)
Se+Sd e Sd

Adotando um sistema de coordenadas £ e 7 como mostra a figura
4.10, tem-se que a projecao na vertical de & serda £senf. A area
do elemento dS no plano da comporta, de altura d e largura b é
dS = bdg.

Sabendo que a pressao a uma profundidade h qualquer abaixo da
superficie livre é dada por:

Pe = po + pgh, (4.44)

onde:

h=H + £sen, (4.45)

entao
Pe =po+ pg(H + {senb), (4.46)
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a@' ' H

Figura 4.11: Manometro diferencial para medir mudanca de pressao devido
a variacao da secao transversal de um escoamento em tubo.
logo:

L L
7| = / [P+ pg (H + € sen 6)] bdé — / pobde
Lsen@)

= pgbL (H + (4.47)
Repare que a contribuigao da pressao atmosférica nao aparece na
forga total de superficie sobre a comporta, ja que sua atuagao nos
dois lados da comporta se anula.

Observe ainda que a forca de superficie determinada deve ser
equilibrada pelo peso e forcas nos pontos de fixacao da comporta,
caso contrario a mesma nao estaria em equilibrio.

Exemplo

Um manometro diferencial é utilizado para medir a variacao da
pressao causada pela reducao na secao transversal de um escoa-
mento em tubo, como mostra a figura 4.11. Calcule a diferenca
entre as pressoes nas segoes transversais do tubo onde ha escoa-
mento de dgua passando por A e B, supondo que: (i) a pressao
¢ uniforme em qualquer secdo transversal (incluindo as segoes
passando por A e B) do tubo com agua; (ii) no manoémetro
(fluido abaixo dos pontos A e B) tanto a dgua quanto o fluido
manométrico estao em repouso.
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Solucao

Aplicando a equacao da hidrostatica dentro do manometro, entre
3 pares de pontos:

pc = pa+pag(H —2), (4.48)

PE = Pp+3pmg; (4.49)

pp = pB+pag(H —3). (4.50)

Como os pontos C e E estao a uma mesma altura, ou seja, pc =
PE:

pa + pag(H —2) = pp + 3pmg. (4.51)

Substituindo (4.50) em (4.51) e rearranjando:

ba—pB=4¢g (3pm - pa) . (452)

Note que, como p,, > pa, PA > PB, 0 que € de se esperar, ja que 0s
fluidos tendem a se movimentar para pontos de menos pressao.

Exemplo

Até agora, em todos os exemplos vistos o fluido foi considerado
incompressivel, ou seja, sua massa especifica é constante. Se a
massa especifica de um fluido varia linearmente com a profundi-
dade segundo a lei p = py+ch, sendo p, e c constantes, determine
a intensidade da forca de superficie devido ao fluido e o ar sobre
a parede vertical da figura 4.12.

Solucao

Como a massa especifica agora varia com h, a pressao deve ser
calculada a partir da integracao da equacao diferencial da hi-
drostética (4.31):

dp = pgdh, (4.53)
D h
/ dp = / pgdh, (4.54)
Po 0

h h2
P —Ppo = / (po + ch) gdh = pogh + cg; ) (4.55)
0

o que fornece:
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Figura 4.12: Forca sobre uma parede vertical exercida por um fluido de
massa especifica variavel.

Seja o elemento de area dS com dimensoes dh e B. A intensidade
da forca que atua no elemento sera:

|dF,| = pdS — podS, dS = Bdh. (4.56)
Integrando:
H h2
F| = / (po + pogh + cg;) Bdh — poBH
0
H? H3
= poBH + POQB7 + CQB? — poBH
H? H3
= B — — . 4.
s (i +f5 ) (4.57)
[

4.4 Problemas propostos

1. A comporta retangular da figura 4.13 tem massa m. Em R ha uma
rotula em torno da qual a comporta pode girar e S esta livre. O fluido
tem massa especifica p e a aceleragao da gravidade é g. Determine o
maximo valor de H para o qual a comporta nao abre.

d
*9 SOD £ 1g

77 — guwssw = H isodsay

2. Calcule a forca de superficie devido as pressoes da dgua e do ar na
comporta triangular da figura 4.14.

'gHHEd% = J :pjsodsay
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Figura 4.13: Comporta sujeita a pressao hidrostatica.

patm

|

dgua, p

Figura 4.14: Determinacao das forcas de pressao em uma comporta trian-
gular.
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3. Considere o leito de um lago seco, com uma camada de lama de es-
pessura H de profundidade sobre uma superficie horizontal de rocha.
Supondo que a massa especifica da lama varia com a profundidade h
segundo p(h) = po(1 + ah), onde py e « sdo conhecidos,

(a) determine a massa total de lama por unidade de area horizontal.
(b) determine a pressao sobre a rocha devido ao peso da camada de
lama. (Obs.: despreze a pressao atmosférica atuando no topo da ca-
mada de lama.)

. [4 _ ¢ [4 — .
(zHiD + {) Hb0d =d (q) (ZH—D + I) H0d = ware 10d essew (e) :pgs0dsay

4. A figura 4.15 mostra a seguinte situac¢ao: no instante ¢ = 0 uma bolha
de ar (gds ideal) se encontra no fundo de um tubo de dgua completa-
mente fechado (ndo me pergunte como ela foi parar 14). No topo do
tubo (ponto A), ainda em ¢ = 0, ndo hé ar (a dgua esta em contato
direto com o tubo) e a pressao 14 é pal;—o = 0. Usando apenas o com-
primento do tubo h, a massa especifica da dgua, p,, e a aceleracao da
gravidade g:

(a) Calcule aproximadamente a pressao dentro da bolha Pp em t = 0;
(b) Mostre que a situacdo em t = 0 é de desequilibrio, e que em t > 0
(o tempo suficiente para a bolha subir) a bolha ocupara o topo do tubo.
(c) Calcule a pressao no fundo do tubo (ponto B) para ¢ > 0 (situacao
de equilibrio). Justifique sua resposta.

Admita que: (i) a massa especifica da dgua p,, é muito maior que a do
ar p,; (ii) a bolha de ar tem dimensoes despreziveis em compara¢ao com
o tamanho do tubo e a pressao dentro dela é uniformemente distribuida
(se lhe convier suponha uma geometria para a bolha, por exemplo um
cubo, mas isso nao é necessdrio para resolver o problema); (iii) tanto
o ar quanto a agua sao incompressiveis (p,, e p, constantes); (iv) o sis-
tema é completamente isolado (ndo troca calor, massa, trabalho com
o exterior), e as trocas de calor entre a bolha de ar e a dgua s@o des-
preziveis; (v) despreze completamente efeitos de tensao superficiais na
superficie da bolha (se vocé nao sabe o que é isso, simplesmente admita
que a pressao imediatamente no lado de fora da bolha é igual a pressao
dentro da bolha). Indique nas suas solugoes todas as vezes que vocé
precisar usar qualquer das suposi¢oes (i)-(v).

ybrdg = (oo =1)dd (9) ‘ybmd = (0 = 2)dg (&) :pisodsoy

5. Uma barra sélida estd em equilibrio e imersa até 3/4 de seu volume
em um fluido como mostra a figura 4.16. O 1/3 inferior da barra tem
massa especifica 2p451a, 08 2/3 restantes (parte superior) tém massa
especifica psgua, onde pgeua ¢ 0 valor da massa especifica da dgua. O
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T AT Ay bolha
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h agua
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| Blae =2 B =7
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Figura 4.15: Problema da bolha.

fluido e a barra estao sob a pressao atmosférica. Determine se o fluido
em questao é mais pesado, menos pesado, ou tao pesado quanto a dgua.

“Torewt ‘ojuesiod ‘en8g ep opepPISUSP ®P 6/9] & [eNSI OpPRPISUSP W) OPINY O :DIs0dsay

2/3 1 pé\gua

13 P
~
2 pégua

Fluidop="?

Figura 4.16: Problema da barra parcialmente imersa.

6. A figura 4.17 mostra um sistema hidraulico em equilibrio (o recipiente
estd fixado num referencial inercial e o fluido estd em repouso). As
massas m, e moy estao sobre émbolos sem atrito e sem massa, de areas
Aj e Ay. No fundo, a forca F' atua para cima no émbolo de area As,
igualmente sem atrito e sem massa. Em funcao de msy, da massa es-
pecifica do fluido p, da aceleragao da gravidade (apontando para baixo)
g, e das grandezas geométricas que vocé julgar necesséarias (A;, Ay, As,
hy, etc.), determine: (a) a massa my; (b) a forga F.

'(fq e 6 + IV/ﬁ“u) ey = (@) Ty 1yd + Gl = Tw (v) wysodsay

7. A figura 4.18 mostra uma boia em um lago parado sujeito a uma pressao
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m,

Embolo

Embolo

Figura 4.17: Sistema hidraulico em equilibrio.

atmosférica pg. A boia carrega sensores e equipamentos de medicao na
plataforma horizontal da parte superior. A base da boia possui area
a, a parte inferior da boia possui altura h/4 e é feita de material com
massa especifica igual a 2p, e a parte superior até a plataforma possui
altura h e é feita de material com massa especifica igual a p/2, a parte
da boia acima da plataforma possui altura h/4 e também possui massa
especifica p/2. p é a massa especifica da dgua. Determine qual a massa
m maxima possivel dos equipamentos para os mesmos permanegam
acima do nivel da agua.

ybd 8 = w wysodsay

8. A figura 4.19 mostra um tubo em U aberto para a atmosfera de diametro
interno D < L (ver figura), com merctrio (densidade p,,). Se um vo-
lume V' de dgua (densidade p,) é inserido no lado direito, calcule a
nova configuracao das alturas de mercirio nos dois lados depois que o
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Equipamentos, massa total m

h/4
<7 Ar, po
= h
p/2
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Figura 4.18: Boia suportando equipamentos de medigao.

sistema entrar novamente em repouso.

. Wdzq.u
PIAv

= 1y :pjsodsay]

9. A figura 4.20 mostra uma calota hemisférica de raio R imersa a pro-
fundidade h (4gua em repouso com densidade p). Determine as com-
ponentes horizontal e vertical da forca da dgua sobre a superficie da
calota.

(Hﬁd% — ybd + U”Ed) ZLg = [ed1310A ©DI0] “e[nU [ejuoZLIOY ©dI0f eLIjoUNls 10d :D1s0dsayy

10. A figura 4.21 mostra uma boia prisméatica/triangular (triangulo equildtero).
Considerando as alturas a e 3a/2 conforme a figura, calcule quanto
deve ser a densidade p, do material da boia para que esta configuragao
ocorra. Use o fato de que, na direcao perpendicular ao papel, a boia
largura unitaria. A massa especifica da agua é p.

'6/d8 = d :vysodsay

11. A figura 4.22 mostra um tanque com 2 liquidos: dgua (massa especifica
p) e lama (massa especifica 3p). O sistema estd em repouso. Em
funcao da gravidade g, de h, e p, calcule a forca que os liquidos fazem

na parede esquerda (AB). Considere que a largura do tanque na diregao
perpendicular ao papel é constante e unitaria.

'Zqﬁd% + W = J :pisodsay

12. A figura 4.23 mostra um tanque com ar, dgua (densidade p, conhe-
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13.

14.

15.

L

Figura 4.19: Tubo U com merctrio.

cida), e mercurio (densidade p,, conhecida). Note que o merctrio estd
separado da agua por uma parede vertical. Conhecendo a pressao at-
mosférica pg, altura de mercurio d, e a pressao p, medida no sensor
da esquerda, determine (a) a altura h (ver figura); (b) a pressao p, a
direita.

pb(wd — »d) + vd = d (q) 5p:;—dd - % =y (&) :pysodsoy

A figura 4.24 mostra um sistema com um géas em uma camara fechada
e um tubo em U contendo 2 liquidos (liquido 1 e liquido 2). Calcule a
densidade p; em funcao dos outros dados da figura.

(¢p—1p)6

TpEgT e P 1d :pysodsoy]

A figura 4.25 mostra um reservatério de dgua onde ha um acesso com
uma tampa circular e uma placa triangular (tridangulo equildtero) no
lado direito . Em fungao dos outros dados mostrados na figura:

(a) Calcule qual deve ser a menor massa m dessa tampa para que o
peso dela seja suficiente para nao haver vazamento de agua.

(b) Calcule a forga que a dgua faz na placa triangular.

(gﬁ_ £/

4 [4
¢HT  ¢H'H

) bd = .7 (q) ‘pq2(6H — e — TH)J = w (e) wisodsay

A figura 4.26 mostra um carro cheio d’agua que se acelera livremente
(sem atrito) sobre um plano inclinado com inclina¢do a em relagao a
horizontal. Encontre o angulo 5 que a superficie livre tera para que o
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Figura 4.20: Forca em calota hemisférica.

= ia 3a/2

p

Figura 4.21: Boia triangular.

fluido esteja em repouso em relagao ao carro. A aceleracao da gravidade
égq.

Obs.: resposta intuitiva NAO VALE. Justifique sua resposta através
de argumentos baseados nas leis da fisica.

Sugestao: use o referencial acelerado do préprio carrinho, em relagao ao
qual a agua esta parada, mas nao se esqueca de incluir a forca ficticia
de inércia (lembre-se de seus cursos de fisica).

0 = ¢ :pjsodsay

A figura 4.27 mostra um tanque contendo dgua (massa especifica p) so-
bre mercirio (massa especifica 14p). Na interface entre os dois fluidos,
flutua um bloco sélido de ago (massa especifica 8p). Determine a razao
entre as distancias a e b.

L9 .
5= :D350dSY
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h)2

Figura 4.22: Pressao de 2 liquidos nas paredes de um tanque.

Da Py =7

Figura 4.23: Pressao hidrostatica.
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Patm

P2

Figura 4.24: Tubo em U.

lg

tampa circular de raio R

tampa triangular (equildtero)

H

Figura 4.25: Sistema sob pressao.
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Figura 4.26: Carro com agua descendo a ladeira.

14p

Figura 4.27: bloco flutuante.






CAPITULO 5

MOVIMENTO RELATIVO EM UM
FLuipo: CINEMATICA

5.1 Taxa de deformacao de um fluido

O conceito de taxa deformacao de um fluido é vital para se compreender
como um fluido pode transportar quantidade de movimento. Nesta secao se
apresenta este conceito.

5.1.1 Deformacgao linear

Considere um elemento de fluido retangular em um escoamento plano uni-
direcional com v, = 0, v, # 0, além disso, considere que v, é fungao de x
apenas, como mostra a figura 5.1. O elemento tem inicialmente tamanho Ax
e ap6s At, este se deforma devido a variacao de v, na direcao x. Note que esta
deformagao, no caso geral, ocorre continuamente com o tempo, de modo que
nao é préatico se falar em deformacao e sim em taxa de deformacao (ou seja,
o quanto o elemento se deforma com o tempo). A taxa de deformacao linear
do elemento na direcao x é definida como a variagao relativa no tamanho do
elemento naquela direcao:

1 d 1 .. Azx+Al—-Ax
A v S vE— (5.1)
Mas
Al = (Vg|pr e — Valz) AL, (5.2)

83
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Figura 5.1: Deformagao linear de um elemento de fluido em escoamento
plano unidirecional.

que substituido em (5.1) resulta em:

1 d o (IU:B‘:BJrA:v - 'U:v‘:v)
Az dt(Ax) n Az ’

Para um elemento suficientemente pequeno, o lado direito de (??) é a deri-
vada parcial %L;, entao a taxa de deformacao linear em x é:

(5.3)

1 d v,
Analogamente as taxas de deformacao linear em y e z sao:
1 d v
——(Ay) = = 5.5
e = G (55
1 d Ov
——(Az) = . .
Az dt< ?) 0z (56)

Além da deformacao linear, pode haver também a chamada deformacao
volumétrica, dada por:

1 d 1 d
——AV = ———(AzAyA
AV dt ArAyhs di DrAYAZ)
1 d 1 d 1
= — — — (A = (A
Aa:dt< x>+Aydt< y)+Azdt< 2
8vm+%+8vz
Jr Oy 0Oz
= V.v, (5.7)

onde V = (9/0z,0/0y,0/0z). Ou seja, a taxa deformacao volumétrica é
igual a soma das taxas de deformacao linear nas trés diregoes. Note que é
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Figura 5.2: Deformagao de cisalhamento de um elemento de fluido em es-
coamento plano unidirecional.

possivel haver deformagao linear sem que haja deformagao volumétrica. V-v
¢ o escalar chamado de divergente do vetor velocidade, e é nulo quando o
fluido é incompressivel (no Capitulo 6 o divergente serd apresentado com
maior detalhe).

5.1.2 Deformagao de cisalhamento

Ao definir-se fluido no capitulo 1, foi dito que trata-se de um material dis-
tribuido de acordo com a hipétese do continuo, e que se deforma indefinida-
mente enquanto sob uma tensao tangencial (ver figura 1.2 do capitulo 1), ao
passo que os solidos apresentariam uma deformacao finita, até que uma forca
elastica restauradora equilibraria a forca provocada pela tensao tangencial.
Note que esta se supondo que o atrito na base do sélido é suficientemente
grande para que o corpo nao deslize.

Para introduzir a ideia de deformacao de cisalhamento em um fluido com
um caso simplificado, considere uma particula retangular plana (bidimensi-
onal) elementar com lados Az e Ay no interior de uma massa fluida em um
escoamento unidimensional (v, = 0). Analisando seu deslocamento relativo,
conforme estd mostrado na figura 5.2, nota-se que o bordo inferior do ele-
mento tem velocidade v,|,, enquanto que o bordo superior tem velocidade
Uy |y+ay. Portanto, em um intervalo de tempo At, a deformacao de cisalha-
mento é, no caso geral, funcao do espaco e do tempo, e por isso, mais uma
vez, nao ¢ util se falar em deformacao para fluidos, mas sim em taxa de
deformacgao.

A taxa de deformacao do elemento é definida como a média das taxas de
variacao dos angulos que as faces do elemento do fluido fazem com os eixos
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coordenados. No caso da figura 5.2, ha apenas deformacao em uma dessas
direcoes e o angulo é a:

1 do . 1 . a|t+At_a|t
dar 2Am T A (58)
mas ] N
Oé|t = 0, Oé|t+At = arctan A—y ~ A—y , (59)
€
Al = (valy1.ay — valy) AL. (5.10)

Al ., Al . ~ 7
Xy ° A, em vista de que a deformacao é

pequena em relagao ao tamanho do elemento. Substituindo as equagoes (5.9)
e (5.10) na equagao (5.8):

onde em (5.9) foi usado arctan

Ldo 1, @deay vl s,
2dt 2 A0 At
_ 1<Ux|y+Ay_Ur|y)
2 Ay
1 0v,
_ % 5.11
23y (5.11)

para Ay suficientemente pequeno. Ou seja, a taxa de deformagao de um
fluido escoando apenas na direcao = e sujeito a cisalhamento apenas na
direcao y ¢ igual a metade da taxa de variacao da velocidade em x na coor-
denada y.

Considere agora o caso mais geral de um corte no plano (x,y) em um
escoamento tridimensional, tendo o vetor velocidade v componentes = e y
iguais a v, e v,. A figura 5.3 mostra o elemento em tal configuracao. Pela
definicao de taxa de deformacao:

1 (do df 1 .. Oé|t+At - OZ‘t ﬁ‘tJrAt - 6|t
=4+ —=—)==1 . 12
2 (dt * dt) 2&@0( AL T N (5.12)

Desta vez:
a|t = 6|t = 07
a| + 6| — t % + t %
t+At t+At — arctan Ay arctan Ax
Al, Al

R + — (5.13)

Ay Az’
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Figura 5.3: Deformagao de cisalhamento no plano (x,y) de um elemento
de fluido em escoamento.

onde

Aly = (Valyray — taly) AL, (5.14)
Al, = (Vylaras — vyls) At. (5.15)

Substituindo as equagoes (5.15), (5.14), e (5.13) em (5.12), obtém-se:

ldfa+p) _ 1, [@f'yﬂy_“x‘wﬁ_;”“y'““ﬁvy‘x)ﬁ_i 5.16
@ g Am, A - (516)

Para Az e Ay suficientemente pequenos:

ldla+p) 1 [0v, Ov,
i SV - 1
2 dt 2 (83; o) (5.17)

que é a taxa de deformagcao no plano (z,y). Uma deducao andloga pode ser
feita para as taxas de deformagcao nos planos (z, z) e (y, z).

Finalmente, para facilitar e uniformizar a notacao, as taxas de deformacao
linear e de cisalhamento podem ser combinadas para formar o tensor taza de
deformacao D:

vy 1 (0vg O\ 1 (0vg | v
ox 2(8y+8x> 2(8z+8x)
— | L (0w 4 9w vy 1 (9 | dv.
D= 2 ( Ay + Ox ) Ay 2 \ 0z + Ay ) (518>
1(9vz 4 Ovz\ 1 (0vy | Ov. vz
2(82+8m) 2<8z+8y) 0z

Note que D é um tensor simétrico.
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5.2 Rotagao de um fluido: vorticidade

Considere agora a figura 5.3, porém, imagine que os angulos « e [ tivessem
ambos o mesmo sentido de rotagao (na figura 5.3 os angulos estao em sentidos
opostos). Claramente, neste caso, temos o que se assemelharia mais a uma
rotacao que a uma simples deformacao. Assim, definimos a taxa de rotacao
de forma andloga a taxa de deformacao de cisalhamento, porém com um dos
angulos com sinal trocado:

1 [/df da 1 . Bloxar — Bl alipar — als
Sl helat e I | — ) 1
2 (dt dt) 2 Airilo( At At (5.19)

Analogamente ao caso da deformacao o que temos é:

Vs —a) _1 (00, o
2 dt 2 <6:}c oy )’ (5.20)

que da, essencialmente, a velocidade angular local da particula de fluido em
torno do eixo z. Podemos definir esta velocidade como a componente z de
um vetor velocidade angular. Aplicando a mesma ideia para a rotacao nos
planos (z, z) e (y, z), temos entao um vetor velocidade angular:
1 <8vz dv, v,  Ov, v, 8%)

(5.21)

Ao que aparece entre parénteses em 5.21, da-se o nome de vorticidade, ou seja,
a vorticidade é um vetor igual a duas vezes a velocidade angular do fluido em
um ponto, e portanto mede a taxa de rotacao no ponto. Claramente, pode-se
perceber que a vorticidade w é igual ao rotacional do campo de velocidades:

w = (g, Wy, w;) = <% —%,%—%,%—%) =V xv (522

5.2.1 Linha e tubo de vorticidade

Dado um campo vetorial de velocidades v de um fluido, é possivel calcular
o campo de vorticidade w associado a esse campo de velocidades, simples-
mente aplicando-se o rotacional de v, dado pela equacao 5.35. Assim como
definimos linha de corrente como as linhas as quais os vetores velocidade sao
tangentes a elas, podemos, analogamente definir linhas cujos vetores vortici-
dade sao tangentes a elas, ou, linhas de vorticidade. Essas linhas sao definidas
pelas equacoes:

dv dy dz

Wy Wy Wy

(5.23)
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Figura 5.4: Movimento relativo.

Analogamente a um tubo de corrente, o tubo de vorticidade é uma superficie
gerada por linhas de vorticidade adjacentes. Um exemplo pratico aproximado
de um tubo de vorticidade é o funil de um tornado ou de um furacao.

Se em uma regiao do dominio o escoamento é tal que a vorticidade é
nula, ou seja, w = V x v = 0, tal escoamento ¢ chamado de escoamento
wrrotactonal ou potencial, naquela regiao.

5.3 Movimento relativo

Vamos considerar agora o movimento relativo entre dois pontos préximos
em um fluido. Sejam dois pontos préximos P e ), separados por um vetor
distancia Ar = (Ax, Ay, Az), e cujas velocidades sdo, respectivamente, v e
v+ Av. A figura 5.4 ilustra a situagao. A velocidade de Q relativa a P, Av,
pode ser expressa em termos de diferenciais:

Av = (Av,, Avy, Av,) =
<8vx Az + Ovy Ay + %Az,

ox dy 0z
v, v, v,
P Ax + oy Ay + o Az,
ov, ov, v,
e Ax + By Ay + 7 Az) (5.24)

A equagao 5.24 pode ser reescrita de forma muito mais conveniente como:

Av = GAr (5.25)
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onde a matriz G = Vv é chamada tensor gradiente de velocidade, e definida

por:
Ove  Ove  Ous
Lo b
— Oty Oy  OUy
G = or 0y 0s (5.26)
v, v, v,
ox oy 0z

O tensor G é, portanto, uma medida local do movimento relativo entre duas
particulas vizinhas.

Note que:
vy Oug  Oug
Oz dy 0z
G= | % 9w v | _
o Ox Oy Oz -
Ov vz v,
ox oy 0z
vz 1 (e 4 Ovy) 1 (Ove | Qv
ox 2(8y+8$) 2(82+8m)
1(Qve | Ovy vy 1 (v | Ov.
2<8y+8x> oy 2<Bz+8y
1 (Ove  Ove 1 (0vy | Ous dvs
2(8z+8x) 2(8z+8y> 0z
1(0ve _ 9v ) 1 (0va _ Ove
0 2< y :v) 2(8z am)
1 (Ovy _ Qv L (v _ du.
+ 2(8,2 8:1:) 0 2(8z 8y) (527>
1 (Ove _ 9vz) 1 (9v _ Ous
2(82’ Bx) 2<8z 8y> 0

A ultima matriz na equacao 5.27 é chamada de tensor de rotacao R, é anti-
simétrica, e pode ser escrita em termos das componentes de vorticidade como:

1 ( Ove _ % 1 (Ovg _ Ovz
0 2 ( dy ox ) 2 ( 0z ozx )
R = 2 ( Ox Oy ) 0 2 ( 0z Oy o
1 (v _ vz 1 (9w _ du.
2 ( 0z oz ) 2 < 0z dy ) 0
) 0 —w, wy
51 w0 —w, (5.28)
—Wy  Wg 0

A conclusao é que qualquer movimento relativo entre 2 particulas infinite-
simalmente préximas é uma combinacao (soma) entre deformagao pura e
rotacao pura:

G=D+R. (5.29)
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Figura 5.5: Definicao de circulacao.

5.4 Circulacao

Por definicao, a circulagao I' é definida como uma integral de linha orientada
do produto interno entre o vetor velocidade do fluido e o vetor elemento da
linha, ao longo de uma linha fechada:

r— f{; v-dr. (5.30)

O conceito é andlogo ao conceito de trabalho de uma forca ao longo de um
circuito fechado. Veja a ilustragao na figura 5.5. Pelo teorema de Stokes

/S(va-n)dS:jI{V-dr, (5.31)

C

temos uma ligacao entre o conceito de circulagao e o conceito de vorticidade.
Especificamente, para calcular a circulacao causada por um campo de veloci-
dades v, uma maneira alternativa a integral de linha 5.30, é usar o Teorema
de Stokes juntamente com a definicao de vorticidade w =V x v:

I'= /3 (w-mn)ds, (5.32)

onde n é o vetor unitario normal ao elemento de area dS, e a integral é o
fluxo sobre uma superficie qualquer S que passa por C. A figura 5.6 ilustra
a conexao entre o fluxo de vorticidade e a circulacao.
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Figura 5.6: Conexao entre a circulacao e o fluxo de vorticidade.

Exemplo

Rotagao de corpo sélido. Considere um balde com agua colocado
lentamente em rotagao em torno do seu eixo até atingir uma ve-
locidade angular final €2. O efeito viscoso ird entao fazer com que
o fluido se mova paralelamente as paredes do balde, em circulos
concéntricos. Apds um periodo transiente, espera-se que todo o
fluido esteja se movendo apenas com velocidade na direcao tan-
gencial, e nenhuma variagao na direcao vertical. Ou seja, o fluido
se move como se fosse um corpo solido. A figura 5.7 ilustra vis-
tas lateral e superior do balde. A velocidade do fluido pode ser
expressa em coordenadas polares cilindricas:

v, =0, vy =Qr. (5.33)

Embora seja possivel usar coordenadas polares, a vorticidade
pode ser calculada em termos de coordenadas cartesianas, ja que
r? = 22 + y%. Entao,

vV = (Ug,0y,0) = (—Qy, Qz,0). (5.34)
A vorticidade tera entao somente componente z:

8'0,2 8'Uy a’UI 8/UZ 8/Uy a'UI
N ot ot ) =(0,0,29) (5.
” <8y ERR ay) (0,0,20) (5.35)
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~_ 1 ()

Figura 5.7: Fluido em rotagao como se fosse um corpo sélido.

A circulacao em torno do eixo de rotagao ao longo de uma cir-
cunferéncia de raio R é dada por:

2
I = 7{ v dr = / vgRdf = 2 R(QR) = 27QR*.  (5.36)
0

A circulagao pode também ser calculada pelo fluxo de vorticidade
através do disco de raio R circundado pela linha da integral acima:

27 R
r:/ / (0,0,29) - (0,0, 1)rdrdo
0 0
2 1R

:2w29% = 2rQR2. (5.37)
0

Exemplo

Modelo de furacao. Considere um modelo simplificado de um fu-
racao (ou de um ralo que drena dgua de uma banheira). A figura
5.8 ilustra vistas lateral e superior do escoamento. A velocidade
tangencial do fluido pode ser expressa em coordenadas polares
cilindricas por:

v =0, vy=2", (5.38)
T

onde ¢ é uma constante. A vorticidade pode ser calculada em
termos de coordenadas cartesianas, lembrando que r? = 2% + y2.
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Figura 5.8: Fluido em rotacao tipo furacao.

Entao,

—cy cx
= 0]. 5.39
M <x2+y2’x2+y2’ ) (5:39)

A vorticidade para este campo de velocidades é nula (verifique
este resultado). A circulagdo em torno do eixo de rotagao ao
longo de uma circunferéncia de raio R é dada por:

2
= %V -dr = / vpRdO = 27TR% = 2. (5.40)
0

O resultado é aparentemente contraditorio, pois o escoamento é
irrotacional, porém produz circulagao nao nula. Entretanto, nao
hé nada de errado com este resultado. Note que a vorticidade de
fato é zero em todo o dominio do problema, exceto na origem,
onde sequer a velocidade é definida, pois tende a +00. Note que
a vorticidade tende a 400 na origem (hd uma descontinuidade
infinita na velocidade). Este fato é que faz com que haja cir-
culacao em torno da origem: toda a vorticidade estd concentrada
na origem e o escoamento responde a isso com uma circulacao
nao-nula, mesmo que ele seja irrotacional fora da origem. W

Problemas propostos

. Para o campo de velocidades do experimento de Newton mostrado na
figura 5.9, calcule:

a) o tensor taxa de deformagdo para um ponto no meio das duas
placas;
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|

Figura 5.9: Rotacao, deformacao, e circulacao no experimento de Newton.

b) o tensor de rota¢ao para um ponto no meio das duas placas;

¢) a circulagao ao longo do contorno C' (ver figura) usando a integral
de linha;

d) a circulagao ao longo do contorno C' (ver figura) usando a integral

de superficie (teorema de Stokes).

"% = 1 (p*2) ‘sonu sejusuodurod srewap L% = @figp— = fimyy — g = Az (q'e) :pysodsay]

2. Prove que, no caso de rotagao como corpo rigido, o fluido nao se de-
forma, ou seja, todos os elementos do tensor taxa de deformacgao sao
nulos.

3. Prove que, no modelo de furacao, a velocidade (v,,vg,v,) = (0,¢/r,0),
quando escrita em coordenadas cartesianas da:

v:< I 0), (5.41)

x2_'_y2’x2_|_y2’

4. Usando coordenadas cartesianas, e uma integral de linha em torno do
eixo de rotacao, prove que, no modelo de furacao, a circulagao em torno
do eixo de rotagao ¢ igual a 27c.

5. Usando coordenadas cartesianas, prove que, no modelo de furacao, a
vorticidade ¢é zero em todos os pontos, exceto na origem, onde a vorti-
cidade é infinita.

6. Sabendo que em coordenadas polares cilindricas a componente vertical
da vorticidade é definida por

10 1(%7"

7’5(7,1}9) — TW’ (542)



96

5 — Movimento Relativo Em Um Fluido: Cinemédtica

calcule w, diretamente em coordenadas polares a partir de (a) (v,., vg, v.)
(0,¢/r,0) (modelo de furacao); e (b) (v,,vg,v,) = (0,Qr,0) (rotagao
como de um corpo rigido).

‘B¢ = ?m (q) ‘00 = #m apuo ‘wa8LIo eu 0390X0 sojuod so SOpo} wd () = *m () :wgsodsay



CAPITULO 6

FLuxos DIrusivos: EQUACOES
CONSTITUTIVAS

Neste capitulo serao apresentadas as chamadas equagoes ou leis constituti-
vas para a transferéncia de quantidade de movimento, massa, e calor. As
equacoes constitutivas sao, por assim dizer, o elo entre as propriedades mo-
leculares e as propriedades macroscopicas do meio continuo. Estas equacoes
nao sao propriamente leis fundamentais como as leis de conservacao, e sim
equacoes empiricas que carregam como Unico principio fundamental a se-
gunda lei da termodinamica.

6.1 Transferéncia de quantidade de movimento

No capitulo anterior foram obtidas as taxa de deformacao de um fluido
em funcao do campo de velocidades do mesmo. Resta agora estabelecer
a relacao dessas taxas com as tensoes surgidas no fluido. Em fenomenos
de transferéncia e em mecanica dos fluidos, esta relacdo chama-se equacao
ou ler constitutiva para a quantidade de movimento. Esta equacao pode
ser obtida empiricamente através de experiéncias de laboratorio, ou através
de modelacao matematica da estrutura molecular da matéria. Neste texto,
supoe-se que as equagoes constitutivas sao proposicoes empiricas obtidas ex-
perimentalmente, véalidas para um conjunto de materiais.

No caso da transferéncia de quantidade de movimento, a equacao consti-
tutiva estabelece uma relacao entre tensao tangencial e a taxa de deformagao
devido a esta tensao.

A equacao constitutiva da transferéncia de quantidade de movimento, por

97
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Vo
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fluido Va(y) h
Ty = ,u%“’

ST 7777

Figura 6.1: O experimento de Newton de transferéncia de quantidade de
movimento.

esta ser uma grandeza vetorial, é bem mais complexa que as de massa e de
calor. Por isso ela sera apresentada primeiramente no contexto classico do
experimento de Newton: um escoamento cisalhante unidirecional.

O experimento de Newton

Imagine um fluido de espessura h confinado entre um fundo rigido e uma
placa movel na fronteira superior, como mostra a figura 6.1. Exercendo-se
uma forca F' constante na placa superior, a placa se move com velocidade vy,
e aparece uma tensao tangencial T}, na parte superior do fluido:

Toy=— (6.1)

onde A é a drea da placa.

Observa-se entao que a massa fluida entra em escoamento no sentido do
movimento da placa. Entretanto, nem todas as particulas de fluido se movem
com a mesma velocidade. Estabelece-se um perfil de velocidades, ou seja,
uma distribuigao espacial de velocidades v, (y), sendo v,(0) =0 e v,(h) = v
(estas s@o as chamadas condig¢oes de nao-deslizamento, pois implicam que as
particulas de fluido em contato com uma fronteira solida tém a velocidade
da fronteira).

A distribuicao de velocidades ocorre devido a transferéncia de quantidade
de movimento da placa para o fluido, e entre camadas de fluido adjacentes. O
mecanismo se da da seguinte forma. Inicialmente o fluido e a placa estao em
repouso. Quando a placa superior entra em movimento, ela arrasta consigo
as particulas que estao aderidas a ela, e estas por sua vez, transferem parte
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de sua quantidade de movimento para as que estao imediatamente abaixo,
e assim por diante para as camadas abaixo. Note que, como o fundo é fixo,
este tende a freiar a camada de fluido imediatamente acima. A transferéncia
de quantidade de movimento deve ser entendida como existindo nos dois
sentidos, ou seja, particulas de fluido com maior velocidade que o seu entorno
tendem a aumentar a velocidade do seu entorno, enquanto que particulas
com menor velocidade tendem a diminuir a velocidade do seu entorno (a
transferéncia neste caso é negativa, por assim dizer).

Estas transferéncias de quantidade de movimento se dao devido a in-
teracoes a nivel microscépico entre moléculas que estao proximas umas das
outras, e tém a ver com o fato de que as moléculas em uma camada de fluido
(mesmo este estando macroscopicamente em repouso) estdo em constante
agitacao e se ha uma velocidade média (lembre-se da ideia da velocidade
do centro de massa de um sistema visto no capitulo 2) maior que a das
moléculas de uma camada vizinha, havera uma transferéncia de quantidade
de movimento do fluido devido aos choques aleatorios entre as moléculas
dessas camadas, e ao fato de que estas camadas irao trocar moléculas com
quantidades de movimento médias diferentes entre si.

Repare que a variacao da velocidade em y, dv,./dy, é a taxa de deformagao,
e que esta é, portanto, um indicador da taxa de transferéncia de quantidade
de movimento, ou fluxo especifico difusivo de quantidade de movimento.

Newton! observou empiricamente que, para muitos fluidos (os chamados
fluidos newtonianos, conforme explicado na préxima se¢ao), hd uma pro-
porcionalidade entre a tensao tangencial e a taxa de deformacao, e que a
constante de proporcionalidade é uma propriedade intrinseca do material, a
qual denominou wviscosidade absoluta ou viscosidade dinamica, . Assim:

0v,
T, =y 2= 6.2

Por razoes praticas, se trabalha também com a chamada wviscosidade ci-
nemdtica, definida por:

v==, (6.3)
p
dando a (6.2) a forma:
0v,
Ty = pv o (6.4)
A unidade SI da viscosidade dinamica é [u] = Pa s, e da viscosidade ci-

nemadtica ¢ [v] = m? s71.

1Sir Isaac Newton (1642-1727) - Filésofo, matemético, fisico - inventou o calculo dife-
rencial e integral, criou a mecéanica (newtoniana), e descobriu a lei da gravitacao. E, ao
lado de René Descates, o responsével pelo paradigma cientifico sob o qual vive-se hoje.



100 6 — Fluxos Difusivos: Equagoes Constitutivas

Neste ponto o leitor atento deve estar se perguntando se nao deveria haver
processos térmicos ocorrendo sempre que ocorrem transferéncias de quanti-
dade de movimento por tensoes viscosas. Ainda com relacao ao exemplo da
placa posta em movimento sobre um fluido, para manter a placa com uma
velocidade constante é necessario que haja uma forca sobre a placa, e essa
forca realiza trabalho, que alimenta de energia o interior do fluido. Como
o interior do fluido tem energia mecéanica constante (ja que a velocidade da
placa se mantém constante), este constante input de energia que vem do me-
canismo que puxa a placa (seja ele qual for) esta sendo perdido, ou melhor,
esta sendo transformado em energia interna do fluido. De fato, sempre que
ha deformacao em um fluido, ha perda de energia mecanica para energia
interna.

Obviamente, em um fluido em repouso nao hé deformagao, muito embora
haja um campo de tensoes dado pelo campo de pressao:

-p 0 0
Trepouso = _pI = 0 —-D 0 ) (65)
0O 0 -—p

onde I é a matriz identidade. Por isso é conveniente separar o tensor de
tensoes em duas partes: a parte hidrostatica, que nao é capaz de deformar o
fluido, e a parte dinamica T":

T=—pl+T. (6.6)

A equagao (6.2) ou (6.4) é a equagao constitutiva de transferéncia de quan-
tidade de movimento para um fluido em escoamento cisalhante em uma tinica
direcao. No caso geral, onde ha taxa de deformacao linear, volumétrica, e de
cisalhamento nas trés dimensoes, a proporcionalidade entre tensoes dinamicas
T’ e as taxas deformacao é mais complexa e dada pela seguinte relacao:

2
T = —gu(V-V)I+2,uD, (6.7)

onde V - v corresponde a deformagao volumétrica e D é o tensor taxa de
deformagao dado por (5.18). (na equagao acima estao incluidas suposigoes
que estao além do escopo deste texto introdutorio: a isotropia nas relacoes
entre tensoes e deformacoes do fluido, e a hipdtese de Stokes?, que em tltima
instancia diz que a o valor médio das tensoes normais (T, + Ty + 1%2) /3,

2Sir George Gabriel Stokes (1819-1903) - Excepcional fisico-mateméatico cuja obra na
4rea de mecanica dos fluidos e dos sélidos é inestimével.
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tem modulo igual a pressao termodinamica p. Para uma exposicao mais
detalhada, ver Batchelor (1967)3..

A equagao constitutiva geral para a transferéncia de quantidade de mo-
vimento é dada pela relacao entre o tensor de tensoes T e o tensor taxas de
deformagao D é:

T=— [p + %u (V- V):| I+ 2uD. (6.8)

Em muitos casos (especialmente de liquidos), o fluido pode ser conside-
rado incompressivel (V - v = 0). Nesses casos a equacao constitutiva (6.8)
se reduz a:

T = —pl + 2uD. (6.9)

Exemplo

Seja o seguinte campo de velocidades em um plano horizontal:

V = (Ug, Uy) = Uso (%egc + %ey> . (6.10)

Conhecendo-se o campo de pressoes p(z,y), determine o tensor
de tensoes T.

Solugao

O tensor de tensoes é dado pela equagao (6.8):

2
T=- {p+§u(V~v)} I+2uD. (6.11)
A parte da tensao relacionada a deformacao volumétrica é nula,
ja que
ov ov ov
V. v 2~ 4 %Y = =0. 6.12
M Ox i dy i 0z ( )
O tensor taxas de deformacao ¢ dado por::
Ovg 1 ( Ov, v 1 (0Ovs vy
or 2 <a—y + a—g?) 2 (2 +52)
Do | (0 on oy L(Gr+%) | (613)
2 \ Oy Ox dy 2\ 0z dy ’ ’
1 (Ovg v, 1 (0v v, v,
2 (5 +3) 3 <a—y + a—y) o

3Batchelor, G. K. (1967). An Introduction to Fluid Dynamics, Cambridge University
Press, New York.
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Multiplicando o tensor acima por 2u e substituindo v, = v.%,
— € — -
Uy = Voo f, € v, = 0

0 2= g
ouD = | 2= 0 |. (6.14)
0 0 0

Note que a tultima coluna e a tultima linha da matriz de de-
formacoes sao nulas, o que é de se esperar, ja que se trata de um
escoamento bidimensional (x,y). O tensor de tensoes, incluindo
a pressao sera dado portanto por:

T = Wee — _p(zyy) 0 | (6.15)

Exemplo

A distribuigao de velocidades para um escoamento em um tubo

circular é: - [1 - (%>1 ’ (6.16)

onde R é o raio do tubo. Se a viscosidade dinamica do fluido é
1, determine a for¢a por unidade de comprimento que as paredes
do tubo exercem sobre o escoamento.

Solucao

A forga que a parede do tubo exerce sobre o fluido sera devido
a tensao de cisalhamento na fronteira entre o tubo e o fluido. A
tensao de cisalhamento dentro do fluido é dada por:

== oo ()]

ry\ 1 2uvor
= {—2 <E) E} == (6.17)

Na parede do tubo, r = R e a tensao é:

—21v9
T, = . 6.18
) (6.18)
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lamina d’agua

Figura 6.2: Bloco de gelo deslizando em um plano inclinado.

A forca por unidade de comprimento de tubo sera igual a tensao
T, em r = R vezes a perimetro da secao do tubo:

F =T, x (2rR) = —4muv. (6.19)

Exemplo

Um bloco de gelo de massa m desliza em um plano inclinado com
velocidade v a partir do repouso, sobre uma lamina de agua de
espessura ¢, como mostra a figura 6.2. A viscosidade da dgua é p,
e a area da base do bloco é A. Supondo uma distribuicao linear
(na dire¢do normal ao plano inclinado) de velocidades na lamina
de agua, obtenha:

(a) A equagao diferencial para a velocidade do bloco.
(b) A velocidade final do bloco.
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Solucao

(a) A equagao do movimento para bloco de gelo com velocidade
v é dada pela segunda lei de Newton:

d
m = mgsent — F,, (6.20)

dt
onde F, é a forca de atrito da agua sobre o gelo. Esta forca
de atrito é devido a viscosidade da dgua, e pode ser calculada

conhecendo-se a tensao cisalhante existente no topo da lamina:

Oy,
y /’L ay I
onde v, é a velocidade da agua. Como a distribuicao da veloci-

dade v, em y ¢é linear, e esta deve ser nula no plano inclinado e
igual a v na superficie de contato com o gelo, entao:

T, (6.21)

ov, v
= - 6.22
de modo que
v
F, = ,LLAg, (6.23)
e a equagao (6.20) fica:
dv  pA
— 4+ —v= ) .24
m— + 5! mgsenf (6.24)
(b) Definindo:
mdgsend
=— 6.25
U1 ,uA ) ( )
a equacao (6.24) pode ser resolvida como mostrado abaixo:
d A
%(U—Ul)ﬂL%(U—%) = 0,
d(v—mu) _ —%dt,
(v—11) mo
A
In(v—vy) = —%t + In vy,

(-5)
V—10] = Ugexp ——575 ,
m

A
v = v+ vyexp (—%t) .(6.26)
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Como em ¢t = 0 a velocidade é nula:

mogsend
vy = —vy = _jT’ (6.27)
entao 5 0 4
mogsen i
L e . 2. 2
v A [ exp< m5t>} (6.28)

A velocidade final do bloco se da quanto ¢t — oo e o termo expo-
nencial tende a zero:

~ mdgsent

_ , 92
vy A (6.29)

6.1.1 Fluidos newtonianos e nao-newtonianos

A viscosidade de um fluido é a medida de sua resisténcia a deformacao. Ao se
submeter dgua e glicerina a mesma tensao 7}, durante um intervalo de tempo
At, a dgua resistird menos (e portanto se deformard mais) que a glicerina,
pois esta tem maior viscosidade.

Todo fluido que obedece as equacoes constitutivas dadas na secao anterior
é chamado fluido newtoniano. Os fluidos newtonianos constituem a maioria
dos gases e liquidos existentes em condi¢oes normais e de interesse em en-
genharia e ciéncias da terra. Alguns exemplos de fluidos newtonianos sao:
agua, ar, glicerina, varios tipos de o6leo, etc.. Fluidos que nao obedecem a
tais relagoes sao chamados de fluidos nao-newtonianos, e podem apresentar
diversos tipos de equagoes constitutivas diferentes das dos fluidos newtonia-
nos. A figura 6.3 mostra curvas relacionando tensao e taxa de deformagao
para varios tipos de fluido.

6.1.2 A viscosidade como funcao da temperatura

A viscosidade de qualquer fluido varia sensivelmente com a temperatura.
Como foi dito anteriormente, a viscosidade pondera a transmissao de quan-
tidade de movimento no interior de uma massa fluida. No caso dos liquidos,
como se sabe, as forcas de coesao molecular sao fortes se comparadas com as
dos gases, e com o aumento da temperatura, o espacamento médio entre as
moléculas aumenta, e essas forcas se enfraquecem, diminuindo o atrito entre
as camadas de fluido em movimento relativo. Portanto, é de se esperar que,
em liquidos, a viscosidade diminua com o aumento da temperatura.
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Tay : .
A fluido pléstico ideal pequeno cisalhamento

fluido newtoniano

1 grande cisalhamento

Figura 6.3: Tensao x taxa de deformacao para varios tipos de fluido.

No caso dos gases, as forcas de coesao intermolecular sao despreziveis
(devido ao grande espacamento entre as moléculas) e o comportamento do
material em relagao a viscosidade é avaliado frente aos movimentos aleatorios
das moléculas gasosas. Este movimento aumenta consideravelmente com o
aumento da temperatura (na realidade o aumento da temperatura é exata-
mente uma manifestagao desse aumento da agitagdo das moléculas), intensi-
ficando o choque entre as particulas, o que acarreta um aumento da tensao
viscosa e da viscosidade.

6.2 Transferéncia de calor

Assim como em fluidos ha transferéncia de quantidade de movimento quando
hé gradientes de velocidade (na realidade taxas de deformacgao espaciais),
em qualquer meio continuo hé transferéncia de energia térmica (calor) por
condugao sempre que ha gradientes de temperatura. A equacao constitu-
tiva que relaciona gradiente de temperatura e fluxo de calor por conducao é
conhecida como [ei de Fourier.
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6.2.1 Lei de Fourier para a condugao de calor

Primeiramente, é preciso se explicitar que pode haver transferéncia de calor
por adveccao, ou seja, um fluido mais quente em escoamento pode transferir
calor de uma regiao do espaco a outra simplesmente por efeito da translacao
das particulas. A lei de Fourier trata apenas da transferéncia de calor por
conducao, ou seja, pela difusao desta propriedade causada pelo contato entre
pontos com diferentes temperaturas (agitagao molecular).

Para introduzir as ideias de transferéncia de calor por conducao pura, é
mais facil considerar um sélido em vez de um fluido. Considere uma barra
longa e esbelta constituida de um material homogéneo e isotrépico, estando
inicialmente toda ela a mesma temperatura. Se em uma extremidade for
colocada uma fonte de calor, obviamente esta extremidade da barra ficard
mais quente que o seu restante. Esta situacao caracteriza um desequilibrio
térmico, que ocasionara um fluxo de calor no sentido oposto ao gradiente de
temperatura, ou seja, da extremidade mais quente para a mais fria.

Usando o mesmo raciocinio do caso de transferéncia de quantidade de
movimento, suponha que a barra seja formada por uma sequéncia de laminas
transversais (perpendiculares a diregao de sua maior dimensao) imaginarias.
A lamina junto a fonte de calor estard mais quente que sua vizinha, que, por
sua vez, estard mais quente que a préxima, etc. (figura 6.4). Assim como
no caso da quantidade de movimento, laminas vizinhas irao trocar calor
devido a haver entre elas trocas e choques de moléculas com maior agitacao
(maior energia interna, portanto maior temperatura) com moléculas com
menor agitacao. Em sélidos como metais ha também grande contribuicao na
conducao de calor devido a transferéncia de elétrons livres.

A transferéncia de calor por conducao no sentido oposto ao gradiente
de temperatura é exprimida através do vetor fluro de calor q. Em muitos
materiais, a relacao entre o fluxo de calor e o gradiente de temperatura
(lembrando mais uma vez que a temperatura se relaciona com a energia
interna em um ponto) é linear. No caso de uma barra na dire¢ao x:

dT

= —K— | 6.30
q o (6.30)

onde K ¢é a chamada condutividade térmica. No caso tridimensional:
q=—KVT. (6.31)

Define-se difusividade térmica o de um material qualquer como:
K

a=—, (6.32)

PCp
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t=At t=2At t=3At t=4At z

To

Figura 6.4: Conducao de calor em uma barra.

onde p ¢ a massa especifica do material e ¢, é o calor especifico a pressao
constante.

A equagao (6.31) é a equagao constitutiva para transferéncia de calor por
conducao. As unidades SI das variaveis e constantes envolvidas sao:

[q = IM %! [K]=Jm s 'K,
[c,] = Jkg'K™', [a] =m?s L.

Note que a difusividade térmica o tem a mesma unidade da viscosidade
cinemética v = pu/p.

Tanto a condutividade térmica K quanto a difusividade térmica o nao sao
constantes para um dado material. Sao grandezas que variam com diversas
propriedades do sistema, inclusive com a temperatura, o que torna a equacao
(6.31) nao-linear e portanto mais complexa. Este assunto serd tratado mais
adiante onde algumas simplificacoes permitirao a solugao de varios problemas
interessantes.

6.3 Transferéncia de massa

Finalmente, da mesma forma que nos casos anteriores para transferéncia de
quantidade de movimento (equacao de Newton para fluidos viscosos) e de ca-
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fonte de soluto N “
fluxo j, t = At
h t =2At
agua t = 3At
t=4At] /L =00

Ca

Figura 6.5: Difusao molecular causando fluxo de massa.

lor (lei de Fourier), pode-se estabelecer uma relagao entre o gradiente espacial
de concentracao C'4 de um soluto em um fluido e a taxa de transferéncia deste
soluto no espaco. A equacao constitutiva que fornece esta relacao é conhecida
como lei de Fick.

6.3.1 Lei de Fick para difusao molecular

Considere um recipiente com agua pura (solvente B). Inicialmente nao héa
outra substancia no recipiente que nao agua. Imagine agora que uma camada
servindo de fonte de algum material solivel em dgua (soluto A) é colocada
em contato com a superficie livre da dgua como mostra a figura 6.5. Suponha
que, por algum mecanismo bio-fisico-quimico®, a concentracao do soltivel no
fundo seja mantida nula. Como A é solivel em agua, este se dissolvera
transferindo parte de sua massa para espacos vazios entre as moléculas da
agua. Este processo se da devido a difusao molecular (ver segao 3.3). A
concentracao do soluto junto a placa sera sempre muito alta. Em particular,
na interface com uma regiao onde hd ampla disponibilidade de soluto observa-
se que a concentragao atinge o seu valor de saturacao (os espagos disponiveis
entre as moléculas de dgua sao totalmente ocupados):

Cy=C% y=h (6.33)

4Por exemplo, pode ser que o soluto seja oxigénio dissolvido, e é consumido por de-
gradacao aerobia ao entrar em contato com a superficie fundo composta por matéria
organica.
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Assim, independentemente das condi¢oes no meio fluido, a concentracao na
interface permanece igual a de saturacao. No restante do meio, devido a
trocas de moléculas entre camadas adjacentes de fluido de concentragoes
diferentes, estabelece-se um fluxo de massa na direcao de menor concentracao
e forma-se um perfil continuo de concentracoes similar ao que ocorre com a
temperatura, no caso da transferéncia de calor.

No caso da figura 6.5, o fluxo especifico de massa de A se da na diregao
y. Por definicao, o fluxo especifico de massa é a massa de A que atravessa
o plano perpendicular ao fluxo (paralelo a placa de agicar)) por unidade de
area por unidade de tempo.

Da mesma forma que nos casos anteriores, a relagdo entre o fluxo es-
pecifico difusivo de massa de A, j, e o gradiente de concentracao de A se
da na forma de uma equacao constitutiva, e depende de uma propriedade
intrinseca do meio (soluto+solvente) chamada de coeficiente de difusao (ou
difusividade) molecular do soluto A no solvente B, Dp.

A lei de Fick para difusao molecular para o caso unidimensional da figura

6.5 é: .
= —pD yp—— . 6.34
Jy PLAB 9y ( )

No caso geral de haver uma distribuicao tridimensional de concentracao, a
equagao constitutiva de transferéncia de massa (lei de Fick) é:

J=—pDaVCa. (6.35)

As unidades SI das grandezas envolvidas sao:

il =kgum 7", [Ca] =kgakgup, [Dap) =m’ "
D p tem a mesma unidade que a viscosidade cinematica v e a difusividade
térmica o.

O coeficiente de difusao molecular depende da pressao, temperatura, e
composicao quimica do sistema. Na maioria dos casos a sua determinacao ¢é
feita por via de experimentos em laboratorio.

E de se esperar que este coeficiente seja maior (por volta de trés ordens de
magnitude) para gases que para liquidos, ja que a mobilidade das moléculas
¢ bem maior nos gases. Em sélidos a difusao molecular é ainda menor (por
volta de uma ordem de magnitude) que nos liquidos.

Exemplo

Na figura 6.6, os tanques A, B, e C contém respectivamente HCI,
H>0, e NaOH. Na interface AB, a concentracao de HCI é Cy. Na
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membrana, area A

Figura 6.6: Fluxo de acido cloridrico de A para C.

interface BC a concentracao de HCI é nula, pois o acido reage
com o hidréxido de sédio. Sabendo-se que a difusividade do HCI
em agua é D, a area das membranas interfaciais é A e a massa
especifica no tanque é p, determine a taxa Miycr, com que o acido
HCI se difunde através de uma secao transversal em B.

Solugao

O fluxo especifico de massa serd o vetor:

0—C C
jua = —pDVC = —pD Ve, = pDe,. (6.36)
0—0 1)
O fluxo difusivo sera:
: . Co
My = j.A = pAD?. (6.37)
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6.4 Fluxos difusivos e advectivos combinados

Na secao 3.6 (capitulo 3), foi definido o fluxo advectivo de qualquer grandeza
extensiva N através de uma superficie aberta .S como:

N — / np (v - n) dS, (6.38)
S

ond n é a grandeza intensiva associada a N. Este fluxo corresponde ao
transporte de N devido ao movimento médio das moléculas de fluido, que se
traduz como a prépria velocidade do fluido como um meio continuo. Sabe-se
que, sobreposto a este, ha um fluxo de quantidade de movimento, energia, e
massa devido a difusao molecular (ver se¢ao 3.3). O fluxo de uma propriedade
devido a difusao molecular foi justamente o objeto de estudo deste capitulo
(secbes 6.1, 6.2, e 6.3).

Na realidade, o fluxo total de uma grandeza N através de uma superficie
¢ a soma dos fluxos advectivo e difusivo desta grandeza. O fluxo difusivo de
massa do soluto A através de da superficie aberta S é:

Magy = [ Gomas (6.39)

onde j é dado pela equagao (6.35). O fluxo total de massa de A através de
S ¢é obtido combinando-se (6.39) com (6.38 para a grandeza massa (equagao

(3.31)):
MA = MAadv -+ MAdif = / p(CAV - DABVCA) -ndS. (640)
S

Analogamente, pode-se obter o fluxo total do vetor quantidade de movi-
mento:

P= /s [vp(v-n)+ (T -n)]dS, (6.41)

onde, T é dada pela equagao (6.8), e o produto (T - n) entre um tensor e um
vetor, resultando no vetor tensao, é chamado de uma contracao simples.
Finalmente, o fluxo total de energia através de S é:

E = /Sep(v~n)d5+/(q~n)d5

= /Sp [((ev — ac,VT) - n]dS. (6.42)
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Y
wese ittty 1o
ar em repouso
evaporacao
Prerrtestd B
Ly=0
alcool

Figura 6.7: Difusao de alcool no ar em um recipiente.

6.5 A segunda lei da termodinamica

Qualitativamente, as equagoes constitutivas indicam o sentido em que se da
os processos difusivos de transferéncia de quantidade de movimento, massa,
e calor. Note que em todos os casos a segunda lei da termodinamica é
respeitada desde que os valores de pu, a, e D 45 sejam nao-negativos (condigoes
estas necessdrias e suficientes), o que obviamente é o caso. Na verdade este
¢ o unico (embora crucial) momento em que a segunda lei da termodinamica
é invocada de forma explicita em toda a teoria apresentada neste texto.

6.6 Problemas propostos

1. A figura 6.7 mostra um recipiente contendo &lcool etilico. O &lcool
evapora para o ar que esta totalmente parado dentro do recipiente. Na
borda superior do recipiente, uma corrente de ar remove constante-
mente o vapor de édlcool a taxa de fC (massa de dlcool por unidade
de drea por unidade de tempo), onde Cf, (desconhecido) é a concen-
tragao de alcool em y = L. Sabendo que a concentracao de alcool no
ar em y = 0 é Cy, e que a difusividade molecular do &lcool no ar é
D, e supondo que o problema é permanente (nao depende do tempo)
e unidimensional, obtenha a concentragao €', em funcao de f, L, Cj,
D, e da massa especifica do ar p.
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Figura 6.8: Escoamento em um canal com superficie livre.

05

= 1) :pjsodsay

Seja o escoamento de um fluido com viscosidade dinamica g no canal
mostrado na figura 6.8. Admita que o efeito viscoso nas paredes laterais
é desprezivel. O campo de velocidades é dado por:

v = v,(y) = 20y {% - % (%)2] . (6.43)

Determine o diagrama de tensoes tangenciais na secao transversal e a
forga sobre o fundo do canal de comprimento L e largura B.

W = oPunLy {(p7 /A — 1) %ﬂz = fizy pysodsay

Suponha que o liquido 1 da figura 4.24 (capitulo anterior) se dilui na
interface A entre os 2 liquidos e penetra dissolvido com uma concen-
tragdo C' no liquido 2. Sabendo que: (i) a difusividade de massa do
liquido 1 no liquido 2 é D5 e a densidade da mistura se mantém po;
(ii) na superficie livre (interface entre liquido 2 e atmosfera) a concen-
tracdo C' = 0; e (iii) na interface A entre os 2 liquidos a concentracgao
é maxima C' = C)y; (iv) o fluxo de massa através de qualquer segao do
tubo com o liquido 2 (comprimento dy) é constante; pergunto: qual é
esse fluxo de massa do liquido 1 diluido no liquido 2, em fungao de po,
raio do tubo R, Cy, Dio, € de d3.

cp .
WoTiged gu = ¢ 0#0dsay



CAPITULO 7

PRINCIPIOS DE CONSERVACAO:
EQUACOES INTEGRAIS

Neste capitulo sao apresentados formalmente trés principios basicos da fisica:
conservacao da massa, conservacao da quantidade de movimento, e con-
servacao da energia. Essas leis serao aplicadas a problemas de escoamento
de fluidos. Embora as leis da fisica sejam aplicadas a sistemas com identi-
dade fixa, é mais interessante que o comportamento local (sem acompanhar o
sistema) das grandezas intensivas seja conhecido. Serd estabelecido um con-
junto de equacgoOes integrais de conservagao das propriedades fisicas em um
volume (o wolume de controle), onde a variagao de cada propriedade fisica
(massa especifica, velocidade, energia, e concentragao de um soluto) no vo-
lume se equilibrara com fluxos dessas propriedades na superficie (a superficie
de controle) no contorno deste volume.

7.1 Principios basicos de conservacao

No capitulo 3 foram apresentadas as relagoes integrais entre as grandezas
extensivas e intensivas (ver tabela 3.1). As equagoes integrais sobre o volume
do sistema relacionando massa com massa especifica, quantidade de movi-
mento com velocidade, energia com energia especifica, e massa de soluto com

115
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concentragao do mesmo, sao:
M = / pdV, (7.1)

P = / vpdV, (7.2)

Vs

E = /epdV, (7.3)
Vs

My - l/‘cupdv; (7.4)

respectivamente.

Ora, sabe-se que a massa de um sistema, por definicao, deve permanecer
constante. Do mesmo modo, a massa de um soluto diluido no sistema per-
manecera constante a menos do fluxo difusivo de massa através da superficie
do sistema. Quando houver um fluxo difusivo de massa através da superficie,
este devera ser igual em mddulo a taxa de variagao de massa do soluto dentro
do sistema. O fluxo difusivo de massa total através da superficie do sistema
(Ss) pode ser calculado a partir da integracao do vetor fluxo especifico de
massa j sobre Ss.

J = —/ (j-n)dsS. (7.5)

Observe que o sinal negativo indica que o fluxo para dentro do sistema seja
considerado positivo, ja que o vetor n aponta para fora, por convencao.

A quantidade de movimento do sistema, segundo a segunda lei de Newton,
variard em funcao da forca resultante Fy + F. (forga de corpo mais forca de
superficie) sobre ele, onde:

sz%w (7.6)

F, = / (T -n)dS. (7.7)

A energia total do sistema variard em funcao do fluxo difusivo de calor Q

recebido pelo sistema e o trabalho por unidade de tempo W realizado sobre

o sistema (primeira lei da termodinamica). O fluxo difusivo de calor Q é

calculado a partir do vetor fluxo especifico de calor q integrado sobre toda a
superficie do sistema:

Q= —/ (q-n)dsS. (7.8)
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Mais uma vez, fluxo de calor para dentro do sistema é positivo, dai o sinal
negativo. Finalmente, o trabalho realizado pelas forcas de superficie sobre o
sistema por unidade de tempo é:

W= [ [(T-n)-v]ds, (7.9)
Ss
onde v é a velocidade em cada ponto da superficie do sistema. Note que, por
T ser um tensor, T -n é um vetor, e nao um escalar. Além disso T -n é uma
tensao (forga por unidade de drea) e vdS representa a taxa de variacao do
volume de um elemento de fluido na fronteira do sistema, de modo que (7.9)
¢ uma generalizacao da equacao (2.26) para o calculo do trabalho realizado
sobre um sistema. O trabalho realizado pelas forcas de corpo nao precisa ser
incluido, uma vez que ele esta intrinsecamente contabilizado em termos de
energia potencial em (7.3).
A lei da conservacao da massa diz que a massa de um sistema nao muda
com o tempo, e se escreve:

0= DM (7.10)
- Dt '
onde o operador D%, chamado de derivada material ou total, é a taxa de

variacao temporal da grandeza em questao associada a um sistema. Ou seja,
% indica a variacao temporal de uma propriedade extensiva quando se esta
sequindo ou se movendo com o fluido.

A lei de conservacao de massa de um soluto A diz que a variagdo de massa
de soluto em um sistema deve ser igual ao fluxo difusivo de massa do soluto,

J, através das fronteiras do sistema:

. DMy
J = .
Dt

(7.11)

A lei da conservacao da quantidade de movimento diz que a quantidade
de movimento de um sistema muda com uma taxa igual ao valor da resultante
das forcas de corpo F. e de superficie F, atuando no sistema:

F.+F, = —. 7.12

A primeira lei da termodinamica pode ser escrita como:

. . DE
W=—, 7.13
Q+ Dt (7.13)
ou seja, a taxa de variacao da energia total do sistema % ¢é igual a soma do

fluxo de calor fornecido ao sistema através de sua superficie, @), e da taxa de
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trabalho realizada sobre o sistema, W. Note que esta forma de enunciar a
primeira lei é ligeiramente diferente da apresentada no capitulo 2, uma vez
que pretende-se obter aqui uma equagcao instantanea. Aqui, como no capitulo
2, Q) é positivo quando calor é fornecido ao sistema, e W é positivo quando
trabalho é realizado sobre o sistema.

As relagoes (7.10)-(7.13) governam como um sistema com suas proprie-
dades extensivas evoluem no tempo. Os lados esquerdos das equagoes atuam
como forcantes e geralmente sao conhecidos ou facilmente determinaveis. Os
lados direitos sao as taxas de variacao das propriedades extensivas do sistema.

De modo geral, para uma propriedade N, tem-se 2¥ . Como o sistema, por

Dt

definicao, é composto sempre pelas mesmas particulas, a quantidade %];7 ira
depender do campo de velocidades pois o sistema poderd ocupar posicoes
diferentes a medida que o tempo passa. Na proxima secao a expressao para

% em termos do campo de velocidades é deduzida.

7.2 Teorema do transporte de Reynolds

Seja N(t) uma propriedade extensiva qualquer de um sistema no instante ¢.
A taxa de variacao da propriedade N é dada por:

DN _ . N(t+At) =N

D = Am, At (7.14)

A figura 7.1 ilustra o sistema em 2 instantes consecutivos t e t + At. Em ¢,
o sistema ocupa um volume V,(t) = Vi + V1. Em ¢ 4+ At, o mesmo ocupa o
volume Vi(t + At) = Vi1 + Viir. O volume ocupado pelo sistema no instante
t serd, denominado volume de controle

Ve=Vi(t) =Vi+ V1. (7.15)
O volume do sistema em t + At estd relacionado com V, por:
Vit +At) =V +Vin =V, + Vin — V. (7.16)

Usando a relacao geral entre grandezas extensivas IV e intensivas 7,

N = [ npdV, (7.17)
Vs

N(t) = /vs(t) npdV = [/ npdVL, (7.18)

Verll:
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Figura 7.1: Sistema fluido entre dois instantes.

onde o sub-indice no colchete indica o tempo em que a quantidade dentro
dos colchetes sao calculadas. Para calcular N(t+ At), usa-se (7.15) e (7.16):

N(t+At) = / npdV
Vi (t+At)

= [/ npdV —i—/ npdV — / npdV] . (7.19)
e Vi Vi t+ At
Substituindo (7.18) e (7.19) em (7.14) tem-se:

DN 1
= = lim — [ / npdV + / npdV — / ﬁpdv}
Dt At—0 At { Ve Vin Vi t+AL

[}

Rearranjando a expressao acima tem-se:

DN 1
= im — _
o = e (L] )
1
+ lim — {/ npdV] —{/ npdV} . (7.21)
A0 At{ Vi t+ AL Vi t+ AL
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A/ P
Z
n [—

D

—(V'H)At (V'H)At

Figura 7.2: Elementos de integracao nas regides I e III correspondendo a
um sistema nos instantes ¢ e t + At.

O primeiro limite da equagao (7.21) é simplesmente igual & derivada parcial
da quantidade entre colchetes:

1
lim — —
At At { [/ . npdV] t+At {/ , npdV] t}

0
= = . 22
P /V c npdV. (7.22)

A ideia é a de transformar as integrais nas regioes I e III em integrais no
instante ¢ na superficie S.. Para se avaliar o segundo limite da equagao (7.21),
é preciso calcular separadamente as integrais pois as regioes de integracao
sao diferentes. Considere as regides I e IIT em um corte bi-dimensional (para
facilitar a visualizagao) como na figura 7.2. Observe que pode-se tomar como
elementos de volume da regiao III prismas elementares cuja base esta sobre
a superficie do volume de controle (superficie de controle, S.) e cujo topo
encontra-se na superficie do sistema em ¢t + At. O volume de cada prisma
AV é o produto da édrea da base, AS, pela altura (v - n) At:

AV = (v - n) AtAS. (7.23)

Como dentro do elemento o produto np pode ser considerado constante (pois
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o elemento é pequeno), a integral sobre o volume Vjj; na equagao (7.21) fica:

[/ npdV] = lim At/ np(v-n)ds, (7.24)
Vi t+At At=0 S+

onde S, é a parcela da superficie de controle que contribui para a superficie
da regiao III.

Analogamente, pode-se calcular a integral sobre a regiao I usando como
elementos de volume prismas cuja base esta sobre S., e cujo topo estd na
superficie do sistema em ¢ + At. Desta vez o produto (v-n) deverd ter
um sinal negativo, ja que, por convencao, o vetor normal unitario n esta
apontando para fora do prisma (o oposto do caso da integral na regiao III).
O volume de cada elemento sera:

AV = — (v -n) AtAS, (7.25)
e a integral sobre V] sera:
[/ npdV] = lim —At/ np (v-n)ds, (7.26)
Vi FEAE At—0 B

onde S_ ¢é a parcela da superficie de controle que contribui para a superficie
da regiao I. Naturalmente, a superficie de controle total é:

S, =S5, US_. (7.27)

Usando (7.24), (7.26), e (7.27) o segundo limite da equagao (7.21) é por-

tanto:
i, L] L e
im —— np — | [ e
At—0 At Vinr (+AL Vi t+AL

= / np(v-n)ds. (7.28)

Levando (7.22) e (7.28) em (7.21) tem-se a seguinte expressao envolvendo
apenas integrais na regiao ocupada por V.:

DN 9
N —E/VcnpdV+/cnp(V-n)dS, (7.29)

que é a expressao para se calcular a taxa de variacao instantanea de uma
propriedade extensiva N de um sistema que ocupa o volume V. nesse instante.

A equacao (7.29) é o Teorema do transporte de Reynolds, que é a equagao
integral de balanco da propriedade extensiva N para um volume de controle.
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Como a regiao V, é arbitraria, em geral se escolhe uma que seja conveniente
para o problema em questao, de forma a facilitar os calculos das integrais
envolvidas. Para um problema particular a ideia é a de se definir um volume
de controle, e usar as leis da fisica (7.10)-(7.13) combinadas com a relagao
(7.29) substituindo-se N e 7 pelas propriedades extensivas em questao, e
considerando que, instantaneamente, o sistema ocupa aquele volume de con-

trole. Nas préximas secoes, cada uma das leis (7.10)-(7.13) substituira 2% na

Dt
equagao (7.29) para formar as equagoes integrais de conservagao de massa,
massa de um soluto, quantidade de movimento, e energia, para um volume

de controle.

7.3 Balanco de massa

Conforme ja foi discutido na segao 3.3, efeitos difusivos nao alteram a massa
total de um sistema, que permanece constante (equagao (7.10)). A grandeza
intensiva 7 associada a massa total de um sistema ¢é simplesmente 1, de modo
que reunindo (7.10) e (7.29) com n = 1, tem-se:

0 pdV + / p(v-n)dS. (7.30)

c

A equagao (7.30) é chamada de balanco integral de massa, e diz que, em um
dado instante, se ha variacao temporal de massa dentro de um volume de
controle V,, esta deve ser balanceada pelo fluxo de massa através da superficie
de controle S..

Exemplo

A reducao da segao transversal da tubulagao circular da figura
7.3 é tal que o diametro reduz-se de D para D/2. O escoamento

o s =

Figura 7.3: Transicao numa tubulacao circular.
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de um fluido da-se da esquerda para a direita e é permanente e
uniformemente distribuido nas segoes transversais antes e depois
da transicao. O fluido de massa especifica p é incompressivel. Co-
nhecendo a velocidade V; antes da reducao, calcule a velocidade
V1 depois da reducao.

Solucgao

O volume de controle escolhido é formado pela propria tubulacao
e por uma segao transversal antes da transicao (secao 0) e uma
segao transversal depois da transicao (segao 1). A equagao de
conservagao da massa (7.30) é a lei da conservacao a ser usada.
Como por hipdtese o escoamento é permanente, entao:

0

— dV = 0. 7.31

TG (7.31)
O balanco de massa entao se reduz ao fluxo de massa sobre toda

a superficie de controle:

/ p(v-n)dS =0. (7.32)
Como o fluido nao penetra as paredes do tubo, entao v-n = 0
em toda a superficie de controle, exceto nas secoes 0 e 1, onde
v-n = —Vjev-n=V], respectivamente (note que estes valores
sao constantes nas secoes transversais, e que na secao 0 o valor é
negativo pelo fato de que os vetores v e n tém sentidos opostos).
Além disso, p, sendo constante, pode sair da integral. chamando
as superficies das se¢oes 0 e 1 de Sy e 51, a equacao fica entao:

/p(v-n)dS = /Sop(v-n)dSJr/p(v-n)dS

S1

= —pVO/ dSer‘/l/dS
So S1

wD? w(D/2)?
:P{—V()4+V1(4/)

c

} =0, (7.33)

(acima, se usou o fato de que fSo s e fSl dS sao as areas das
secoes transversais das segoes 0 e 1, respectivamente) donde:

Vi = 4V, (7.34)
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Figura 7.4: Problema do extintor de incéndio.

Exemplo

Um extintor de incéndio como mostra a figura 7.4 tem volume V'
e contém COy a temperatura ambiente 7Tj. Abrindo-se a vélvula
de saida, cuja se¢ao tem area a, o gas escapa com velocidade vy.
Determine a taxa % com que a pressao p cai no instante em que
a valvula é aberta, supondo que a expansao do gas através da

valvula é isotérmica.

Solucao

O volume de controle escolhido aqui é o préprio extintor. Repare
que este é um problema transiente (ou nao-permanente), uma vez
que a massa total de gas dentro do volume de controle varia com
o tempo. Além disso, como o gas se expande dentro do volume
de controle devido a despressurizacao, o escoamento ¢ necessari-
amente compressivel. A equacao de conservacao da massa é dada
por (7.30). Supondo que a cada instante a distribui¢do da massa
especifica é uniforme no extintor, tem-se:

0 0, . 0p

5 ), o (7.35)
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Acima usou-se o fato de que o volume do extintor, V', é constante.
Usando a equagao de estado de um gés ideal,

p
= 7.36
P= 3 (7.36)
na expressao acima, tem-se que o termo transiente é:
ap 1 Op
— =V—"= 7.37
ot RTy ot’ (7.37)

onde foi usado T' = T, constante.

No termo advectivo de (7.30), a tnica superficie onde hé fluxo
(v-n # 0) é a se¢do transversal da valvula. Como 14 v -n = v,
(constante):

/ p(v-n)dS = pOUO/ dS = povga. (7.38)

Note que acima foi usado pg, e ndo p (massa especifica dentro do
volume de controle). py pode ser calculada pela equagao de estado
para um gas ideal nas condigoes da saida do gas pela valvula, ou
seja, temperatura Ty e pressao atmosférica py ambientes:

= G (7.39)
O fluxo total na superficie de controle fica portanto:
/ p(v-n)dS = &voa, (7.40)
3 RT,
e a equacgao de conservacao da massa fica:
VRLTO% + Rp—%ovoa —0. (7.41)
Portanto:
% - Putne, (7.42)

um valor negativo, como era de se esperar.
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=
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~+
~—
N — — e — — — — —

v = +/2gh

Figura 7.5: Cilindro com orificio no fundo.

Exemplo

Considere um tanque de agua cilindrico com area da base igual
a A, e com um orificio de area a no fundo, como mostra a figura
7.5. Se a velocidade da agua através do orificio é conhecida e
igual a v = v/2gh e a altura inicial da dgua no tanque for hg,
determine a altura da dgua como funcao do tempo h(t).

Solucao

Este exemplo mostrara que é possivel escolher mais que um vo-
lume de controle para se resolver o mesmo problema. Além disso,
que dependendo da escolha do volume de controle (VC), o pro-
blema pode ser permanente ou transiente! Inicialmente, considere
o VC que vai até a linha tracejada marcada na figura 7.5 por (a),
acima do nivel de dgua inicial. O escoamento pode ser suposto
incompressivel com massa especifica p. Novamente a equagao que
serd utilizada para se resolver o problema ¢é a equagao integral de
conservagao da massa (7.30) Note que o problema é transiente, ja
que a massa dentro do volume de controle é variavel com o tempo,
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portanto primeiro termo de (7.30) nao pode ser desprezado. Este
termo ¢ dado por:

0 0 av dh
a1 /VC pdV = a(ﬂv) =P T pAEa (7.43)

onde V' (t) = Ah(t) é o volume de dgua no volume de controle que
é funcao apenas do tempo, e portanto a derivada parcial é igual a
derivada ordinaria. A integral de superficie (fluxo advectivo) da
equacao (7.30) tem apenas contribuicao no orificio, pois somente
la v -n # 0. Esta integral fica simplesmente:

/ p(v-n)dS = p\/2gha. (7.44)

Juntando o termo transiente com o fluxo advectivo, a equacgao

(7.30) fica:
dh
pAE + pv/2gha = 0. (7.45)

A expressao acima é uma equacao diferencial ordinaria, linear, ho-
mogenea, de primeira ordem. A solugao pode ser obtida separando-
se as variaveis:

h=12dh + %Mzgdt —0. (7.46)
Integrando a expressao acima:

h t
/ h—l/th+%\/29/ dt
0

ho

= 2[(h(t)"2 — y?| + <29t
= 0. (7.47)

Portanto:

h(t) = {\/;7 . “;f_gtr. (7.48)

Neste problema, poderia-se alternativamente escolher o volume
de controle que corta o fluido (abaixo de h(t)), marcado por (b).
Neste caso, enquanto a superficie livre nao alcangar o topo do
volume de controle, a massa de dgua no volume de controle é
constante, e portanto, sob o aspecto da conservacao da massa, o
problema é permanente. A equacao da conservacao da massa se
reduz a:

/ p(v-n)dS =0. (7.49)

(&
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concreto
piezometro

argila Q

[ B 1
canaleta

Figura 7.6: Aterro de coleta de dguas pluviais (escoamento em um meio
poroso).

Repare que agora ha fluxo de massa através do topo do volume
de controle. Pode-se admitir que a velocidade que atravessa esta
superficie é uniformemente distribuida na superficie e igual a
vy = —%, de modo que o balanco de massa no VC se dara pelas
integrais de superficie no topo e no orificio do fundo:

/p(v~n)d5 = /Stopop(v~n)d5+/ p(v-n)dS

Sfundo

= —puoA + pva = 0. (7.50)

c

Substituindo v = v/2gh e vy = —% acima, obtém-se:

dh
pAE + p/2gha = 0, (7.51)

que, obviamente, é a mesma equagao diferencial para h(t) que foi
obtida anteriormente (7.45).

Exemplo

A figura 7.6 mostra um aterro destinado a coletar aguas de chuva e
conduzi-las a uma canaleta. Este tipo de armazenamento de agua
dentro de um meio poroso pode ser util em regioces aridas, para
reduzir perdas por evaporacao. Admitindo que a vazao () que
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eflui é proporcional ao nivel da agua dentro do aterro, () = kLH,
onde L é o comprimento do aterro, e k é conhecido empiricamente,
e que a porosidade do solo é n, determine o nivel H em funcao
do tempo, sabendo que H(0) = H,.

Solucgao

O volume de controle escolhido é o préprio de aterro e a equagao
utilizada para se resolver este problema sera a equacao da con-
servacao da massa (7.30). Note que necessariamente o problema
é transiente, ja que a variavel que se quer resolver H (t) esta rela-
cionada com o volume de agua no aterro, e este é variavel dentro
do volume de controle. Por defini¢ao, o volume de agua dentro do
aterro é igual ao produto do volume total da regiao molhada (até
o nivel H) com a porosidade n. O volume ocupado pelo aterro
até o nivel da dgua H é dado por V = (B — 21;{;19) HL, de modo
que o volume de agua é dado por:

H
Vi=n (B - 2tan9) HL. (7.52)

Admitindo que a massa especifica da agua p é constante, o termo
transiente de (7.30) fica:

0 0 H
E/chdv B 5[”” (B_Qtanﬁ) HL]

H H dH
= an(Bd—— d )

dt  tan6 dt (7.53)

Observe o uso de derivadas ordindrias para H, uma vez que o
tempo é a unica variavel da qual H depende. Desprezando o
pequeno fluxo dentro do piezometro, a tnica regiao da superficie
de controle onde ha fluxo (v-n # 0) é préximo a canaleta, onde a
integral de superficie é dada pela prépria vazao Q = |. s, (v-n)dS
multiplicada pela massa especifica p:

/ p(v-n)dS = pQ = pkLH. (7.54)

(&

A equacao da conservacao da massa fica:

dH H dH
L - — LH =0. :
pr ( dt  tanf dt ) Pk 0 (7.55)




130 7 — Principios de Conservacao: Equagoes Integrais

Rearranjando e separando as variaveis H e t, tem-se:

dH n
B— _
" H tan 6

dH + kdt = 0. (7.56)

Integrando a equagao acima, tem-se:

H H t
wp [ _ / dH+k;/ dt =
0

n, H  tan0 Jy,

H n
Bln|— ) — H — H, kt . .
nBln (Ho) tanﬁ( 0) + 0 (7.57)

Repare que a equacao acima nao permite uma expressao explicita
para H. Este tipo de equacao é chamada de transcendental e H
sO pode ser avaliado numericamente de forma iterativa.

7.4 Balanco de massa de um soluto

A lei integral da conservacao de massa de um soluto A (na auséncia de reagoes
quimicas!) em uma regiao do espago (volume de controle) é expressa pela
equagao (7.11), DI%“ é dado por (7.29) com N = My e n = Cs. A equagao
fica:

0

:a "

J CapdV + / Cap (v -n)dS. (7.58)

c

Exemplo

Ar seco com massa especifica p e velocidade vy entra em um duto
de secao retangular h x b, cujo fundo é um reservatorio de dgua
como mostra a figura 7.7. Na saida, as distribuicoes de velocidade
e concentracao de vapor de agua sao dadas por:

y(h—y)
Rz

v(y) = du

Desprezando as variagoes de velocidade nas laterais,

(a) Calcule a velocidade maxima na saida (segao 2) vs em fungao
de v.

(b) Calcule o fluxo de massa de vapor de dgua que evapora do
reservatorio, J, em funcao de Cy, p, va, b, € h.
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b entrada do canal salda do canal
| |
‘ ‘ JV w‘
—
-
hi > J >
-
AV /ar e \V4 4 ar ;7
—  dgua vw = | odgua lwl ()

Figura 7.7: Canal de vento fechado sobre um reservatorio.

Solucgao

(a) Este item diz respeito a velocidade do fluido, e portanto deve
ser solucionado considerando-se a conservacao da massa do fluido
(7.30). Como o escoamento é permanente, o termo transiente é
nulo. O termo devido aos fluxos advectivos tém componentes na
entrada (S7) e na saida (S3) do duto, portanto:

/Scp(v~n)dS: p(v~n)dS+/S2p(v~n)dS

St

h
h
= —pvlbh+/0 41}2pwbd(y:0, (7.60)

donde, apds a integracao, obtém-se:
Vg = —. (761)

Repare que J nao contribui para o balanco de massa do fluido.

(b) A equacao de balanco de massa de um soluto (no caso, vapor
de dgua) é dada por (7.58). Como o problema é permanente, o
termo transiente (0/0t) é nulo. A integral sobre a superficie de
controle (fluxo advectivo) é:

/C’A,o(v-n)dS = /SICAp(V-n)dS

c

+ /S2 Cap (v -m)dS. (7.62)
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Q70E<t)

B
:

V.|.

misturador

Figura 7.8: Fluxo de fenol em um tanque.

Como por hipdtese o ar esta seco na entrada do duto (51), a inte-
gral naquela superficie é nula (C'y = 0), e a integral de superficie
em S, ird equilibrar o fluxo difusivo de massa do soluto:

. ACousb [
J o= [ Captvmas = ZZ0 [yt -y
2 0

1
|

Exemplo

A figura 7.8, mostra um tanque industrial contendo inicialmente
agua pura (p constante), conectado a tubos de circulacdo. Em
t = 0, uma vazao volumétrica () comecga a transitar no tanque
trazendo agua com uma concentracao massica Cj de fenol. Con-
sidere que um misturador mantém a concentragao de fenol den-
tro do tanque homogénea e igual a concentragao de saida, Cg(t).
Sendo V' o volume (constante) de fluido no tanque, e desprezando
a difusao molecular do fenol, obtenha Cg(t).

Solucao

O volume de controle a ser utilizado é obviamente o tanque em si.
A tnica informacao que a equacao do balanco de massa de fluido
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(7.30) nos fornece é a de que a vazao de entrada deve ser igual
a vazao de saida, ) (repare que para a conservagao da massa de
fluido, o problema é permanente). Para se calcular uma férmula
para C'g(t), deve ser empregada a lei de conservagao de massa de
um soluto, dada pela equagao (7.58). O termo J é dado como des-
prezivel. O termo transiente pode ser calculado imediatamente,
ja que C'y = Cg(t) e p sdo, por suposigao, uniformes no volume
de controle:
dCpg

0 0
> /V CapdV = G CROV] = VTG (764)

Repare que , como o tempo é a unica variavel independente,
a derivada parcial pode ser substituida pela derivada ordinaria.
A integral de superficie da equacao (7.58) s6 tem contribuigoes
nas secoes que comunicam o tanque com os tubos de circulacao.
Sendo S; e S5 as secoes da entrada e saida do tanque, tem-se:

/C’Ap(v-n)dS = [Schp(v-n)ds

c

+ / Cap(v-n)dS
Sa

= ,OCO/S1 (v-n)dSJr,OCE(t)/SQ(V-n)dS

= —pCo@ + pCr(1)Q. (7.65)
A equagao de balango de massa de fenol, (7.58) com J =0, torna-
se:
ac
vd—f +Q (Cp(t) — Cy) = 0. (7.66)

A equacao acima pode ser convenientemente rearranjada:

v% (Co— Co(t) +Q(Co— Cu(®) =0.  (7.67)

Separando as variaveis:

d(Co—Cr(t)  @Q
G o)~ T (7.68)

Integrando:

In(Cy—Cg(t) = —%t +1Ine, (7.69)



134 7 — Principios de Conservacao: Equagoes Integrais

onde In ¢ é a constante de integracao. Exponenciando a expressao
acima

(Cy — Cp(t)) = ce™ @MV, (7.70)

Como Cg =0 em t =0, entao ¢ = Cy. Finalmente:

7.5 Balan¢o de quantidade de movimento

Em um dado instante em que um sistema ocupa um volume de controle
(VC) em um referencial inercial, a for¢a que o restante do universo faz sobre
o sistema é Fy + F,., onde F, e F. sao as forcas de superficie e de corpo
atuando no sistema naquele instante (ver segoes 4.1, 4.2, e 6.1). Esta forga é
a responsavel pela variacao da quantidade de movimento do sistema, %1:, de
acordo com a equacao (7.12), que é o principio da conservagao da quantidade
de movimento de um sistema. Utilizando (7.29) com N = P e n = v, tem-se:

F,+F. = % / vpdV + / vp (v -n)dS. (7.72)
Ve .

A equagao (7.72) é a equacgao integral do balan¢o da quantidade de mo-
vimento em um volume de controle. Observe que, como a quantidade de
movimento é um vetor, (7.72) sdo na realidade trés equagoes. No sistema de
coordenadas cartesiano as trés componentes (x,y, z) de (7.72) sdo:

9,
F,+F., = —/ vxpdeL/ vep (v -n)dsS, (7.73)
ot Jy, )
0
Fo,+F., = a/ vypdV+/ vyp (v -1m)dS, (7.74)
) :
F,,+F., = a/ vzpdV+/ vp (v-n)dS. (7.75)
VC c

Exemplo

Utilizando as equagoes (7.72) para um escoamento permanente,
unidimensional na direcao z com v = v,e,, com a aceleragao
da gravidade atuando no sentido —y perpendicular a z, e com o
tensor de tensoes dado apenas pelo campo de pressao T = —pl
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p(x,y + Ay)
g

Ve (2, ) At v, (z + Az, y)
Y —| Ay >

p(z,y)

Figura 7.9: Escoamento paralelo hidrostatico.

(I é a matriz identidade), ou seja, desprezando termos viscosos,
mostre que:

(a) Qv /Ox =0,
(b) 9p/0x =0,
(¢) Op/dy = —pg.

Solucgao

Considere o elemento de fluido que ocupa um volume de con-
trole mostrado na figura 7.9 (neste exemplo, como em muitos
outros, a direcao z perpendicular ao papel sera desprezada por
conveniéncia). As equagoes relevantes para este sistema sao as da
conservacao da massa e da quantidade de movimento nas direcoes

Teuy:
0
0 = — [ pdV+ [ p(v-m)dS, (7.76)
ot Jy. )
Fo, +F., = 9 vxpdV—l—/ vep (v-m)dS, (7.77)
ot Jy. s.

Fo, +F,, = 2/ vypdV—i-/ vyp (v-m)dS. (7.78)
ot Jy. s,
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Uma vez que o escoamento é permanente, todos os termos tran-

sientes (2) sdo nulos.

(a) Como s6 existe escoamento na dire¢ao z, a equagao da conti-
nuidade se reduz ao balanco entre os fluxos nas fronteiras laterais
do volume de controle. Tomando o limite no qual a altura do
elemento Ay tende a zero, a velocidade v, pode ser considerada
constante entre y e y + Ay, entao:

/ p (v n)dS = —v,(z,y)pAy +vi(z + Az, y)pAy = 0. (7.79)

(&

Dividindo a equacao acima por AzAy, e tomando agora o limite
quando Az — 0, tem-se:

0v,
Ox

como queriamos demonstrar.

=0, (7.80)

(b) O lado esquerdo da equagao integral da conservacao da com-
ponente z da quantidade de movimento reduz-se a contribuicao
das forcas de superficie devido a pressao atuando nas faces verti-
cais do volume de controle, ja que sé ha forca de corpo na direcao
y. Entao, tomando Ay — 0 admitindo que a pressao é uniforme
ao longo de Ay tem-se:

Fo, = p(x,y)Ay — p(z + Az, y)Ay. (7.81)

O lado direito da equacao se reduz ao fluxo advectivo de quanti-
dade de movimento nas faces laterais do volume de controle:

/ vep (V- m) dS = —vi(z,y)pAy + vi(x + Az, y)pAy. (7.82)

c

Combinando o termos acima na equacao de conservacao, tem-se:

p(x,y)Ay — p(x + Az, y)Ay =
—vi(,y)pAy + vl (x + Az, y)pAy. (7.83)

Dividindo a equacao acima por AzAy, e tomando agora o limite
quando Azx — 0, a equagao acima se torna:

o Op
= P 84
ox + ox (7.:84)
o0, P2 00y (7.85)

oxr  Ox
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%L; =0 (ver item (a)),

Como
dp
£ _. (7.86)
ox
(c) Resta agora a aplicacao da equacao dinamica (como também
é conhecida a equacao da conservacao da quantidade de movi-
mento) na diregao y. Nesta equacao, o lado direito é nulo, pois
nao ha escoamento na dire¢ao vertical, ou seja, v, = 0. Simi-
larmente a componente x, as forgas de superficies Fy, sao dadas
pelo balango de forgas devido a pressao:

Fo, =p(x,y)Az — p(x,y + Ay)Az. (7.87)

A tnica forga de corpo é o peso do fluido dentro do volume de
controle:

F., = —pgAzAy. (7.88)

y = —

Tomando Fy, + I, = 0, tem-se:
p(z,y)Az — p(z,y + Ay) Az — pgAzrAy = 0. (7.89)

Dividindo a equacao acima pelo volume de controle e tomando o
limite quando Ay — 0:

Op

que mostra que um escoamento atendendo as condicoes dadas
tem um comportamento hidrostatico.

Exemplo

A figura 7.10 ilustra o escoamento permanente de um fluido in-
compressivel através de uma juncao de tubulacoes. A figura esta
mostrada em planta, portanto nao ha componente gravitacional
no plano (z,y). Considerando dados p, vy, vy, Ag, A1, As, € as
pressoes nas secoes 0, 1, e 2, dadas por pg, p1, € po, calcule o
vetor forga da dgua sobre este trecho de tubula¢ao. (Admita que
as velocidades e pressoes sao uniformes nas segoes.)
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Y

T

p1;A1,01 pQ,AQ,UQ =7
e T -+ —>
0 T
Po, Ao, vo

Figura 7.10: Forca de um fluido em uma jungao.

Solucao

As equacoes para a solucao deste problema sao as de balanco de
massa e de quantidade de movimento em x e y:

0 = g/ pdV+/ p(v-n)ds, (7.91)
ot Jy. )
Foo+F., = %/ vxpdV+/ vep(v-n)dS, (7.92)

c c

0
Fo,+F., = E/‘/vypd\/+/s vyp (v-n)dS. (7.93)

Sendo o escoamento permanente, tem-se que todos os termos com
% sao nulos. Tomando como volume de controle o préprio con-

torno da tubulagao. A equacao de conservacao de massa reduz-se
ao balanco de fluxos nas secoes 1, 2, e 3, e fornece a velocidade

Vo.
/ P (V . Il) dsS = 1% (—U(]AO — ’U1A1 + ’UQAQ) = 0, (794)
A A
v, = A0t U (7.95)
Ay

A equacao dinamica na direcao x torna-se:

F,, = /vmp(v~n)d5

c

= —wpcosbpugAg — v1pv1 Ay + vapua Ay, (7.96)
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e na direcao y da:

F,, = / vyp (V- 1) dS = —vg sen Opuy Ag. (7.97)

(&

As forcas de superficie atuando sobre a superficie de controle sao
a combinacao das forcas devido as pressoes nas secoes com as
forcas (£, F,) do conduto sobre o fluido:

Fs, = poApcost+pi Ay — prAs + Fy, (7.98)
F,y, = poAosend + F,, (7.99)

que substituidas nas equacoes dinamicas fornecem:

F, = —pvicosOAy— pviA;
+pU§A2 + po Ay — p1 Ay — poAgcosf,  (7.100)
F, = —pvi Agsen ) — pgAgsen 6. (7.101)

A forga da dgua sobre a jungao dos condutos é a reacao a (F;, F}):

F=—(F,F,). (7.102)
-

Exemplo

Na figura 7.11, agua dentro de uma tubulacao 7 escoa com velo-
cidade vy através da valvula V. O subito fechamento da valvula
em t = 0 causa uma sobrepressao na tubulagdo. A funcao do
grande tanque C (denominado de chaminé de equilibrio) imedi-
atamente antes da vélvula é absorver este efeito para proteger
a tubulacao. A agua dentro do tanque passa a oscilar, o mesmo
acontecendo com a velocidade v na tubulacao entre o reservatoério
R (repare que o volume do reservatério é enorme e o seu nivel
pode ser considerado nao afetado pelo sistema) e o tanque C que,
no caso ideal (sem atrito) varia entre +vy. A drea secional da
tubulacao é a, e a da base do tanque é A. Obtenha a equacao
diferencial que governa a evolugao de H(t). Resolva esta equagao
para o caso simplificado em que v < \/gH.
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Nivel ¢/ V aberta l— —_——
| —
= o
—~ =
: A
|
‘ |
v Y
i1
G =0

T I
p rL | p+Apx

Figura 7.11: Oscilagdo num tanque devido ao fechamento abrupto de uma
valvula.

Solucgao

As equagoes adequadas para a solucao deste problema sao, mais
uma vez, a equagao da conservagao da massa (7.30) e as equagoes
da conservacao da quantidade de movimento (7.72). O volume
de controle escolhido (tracejado) é a tubulacao 7 mais a chaminé
de equilibrio C:

V,=TuUC. (7.103)

Obviamente, este é um problema transiente. Uma vez que o tan-
que C esta em contato com a atmosfera e a dgua pode se mover
livremente dentro dele, o fluido pode ser encarado como incom-
pressivel (p constante). A massa dentro de V, pode ser escrita
como:

/ pdV = p (VT + Vc) , (7.104)

(&

onde V7 e V¢ sao os volumes de agua dentro da tubulacao e dentro
da chaminé de equilibrio V¢. Estes volumes sao:

Vr = constante; Ve = A(H(t) + h). (7.105)
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O termo transiente da equagao de conservacao da massa (7.30) é
portanto:

9 0 dH
o /V V= SplVi AU+ B = pATGE (7106)

A tnica parte da superficie de controle onde ha fluxo é a fronteira
entre a tubulacao e o reservatorio, de modo que:

/ p(v-n)dS = —pav(t). (7.107)

(&

A equacao da conservacao da massa fica:

pAﬂ — pav(t) = 0. (7.108)
dt
Repare que a equacao acima nao é a resposta do problema, ja que
hé duas variaveis dependentes (H e v). Resta estabelecer uma
relacao entre estas variaveis para se obter uma equacao diferen-
cial para H(t) somente. Para isso, as equagoes dinamicas serao
usadas.

As forgas de corpo na direcdo x sao evidentemente nulas. As
forcas de superficies naquela direcao sao decorrentes das pressoes
na fronteira R—7T (entrada da tubulagao) e na valvula V. A
pressao na entrada da tubulagao p é:

P = Datm + pgh. (7.109)

Na valvula, existe um efeito de sobrepressao compensado pelo
desnivel H do tanque:

P+ Ap = Pasm + pg(H(t) + h). (7.110)
A forca de superficie resultante em x é entao:
Fy, = pa— (p+ Ap)a = —pgaH (t) (7.111)

Para calcular a quantidade de movimento x dentro do V., fv vpdV,
pode-se admitir que a velocidade do escoamento é significativa
apenas dentro da tubulacao 7, sendo despreziveis no tanque C:

/ vpdV = vpal, (7.112)

c
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de modo que o termo transiente é:

dv

)
— | w.pdV = palL—, 7113
at/%vp pal— ( )

onde L é o comprimento da tubulagao. Assim como o fluxo de
massa, o fluxo de quantidade de movimento x existe apenas na
entrada da tubulacao:

/ vep (v -n)dS = —pva. (7.114)
A equacao dinamica ;m x torna-se, assim:
—pgHa = paL% — pvia. (7.115)
Pela equacao da conservacao da massa obtida anteriormente:
AdH
vo= E? (7.116)
% = %% (7.117)

Substituindo as expressoes acima na equagao dinamica ja obtida
e dividindo-a por p, obtém-se uma equagao diferencial para H(t):

Ad*H AdH

2
L—— — | ——— H=0. A1
a dt? (a dt) T 0 (7.118)

A equagao acima é nao-linear devido ao termo (pv2a) proveniente
do fluxo de quantidade de movimento na tubulagao. Admitindo
que v < v/gH, este termo pode ser desprezado em comparacao
com os outros, e a equacao diferencial para H(t) pode ser linea-
rizada: 2H
ag

prl + EH =0. (7.119)

A equacao acima governa uma oscilacao senoidal e tem solugao

geral:
H(t) = H, cos“%t+]—]2 sen“%t. (7.120)

Usando H(t = 0) = 0, tem-se que H; = 0. Conhecendo-se a ve-
locidade inicial no tubo vy, tem-se, pela equacao da continuidade
que:

dH(t=0) «a

= — 121
dt AUO’ (7 )
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donde por substitui¢ao na derivada da expressao para H(t) acima,

tem-se:
al
Hy = [ —y. 7.122
2 \/Agvo ( )

7.6 Balanco de energia

Dentre as equacoes integrais de balanco, a equagao de balanco de energia é
a unica que sera apresentada de uma forma ligeiramente diferente, devido as
dificuldades de se incluir o termo do trabalho W dado por (7.9). Primeira-
mente, W serd expresso numa forma conveniente para seu uso sistematico.
Na secao 6.1, o tensor de tensoes foi obtido como:

2
T=— {p+ SH (V- v)} I+2uD, (7.123)

onde p é a pressao no fluido, p é a viscosidade dinamica, e D é o tensor taxa
de deformagao. Levando (7.123) em (7.9):

W= 5 { K—%M (V-v)I—pI+2uD) -n} ~v}dS. (7.124)

Percebendo que I-n = n, e aplicando a propriedade distributiva do produto
interno:

W:—/p(n-v)dS—/ %,u(V-v)(n-v)dSJrQ/ ©[(D-n)-v]ds.
) ) ) (7.125)

A segunda e terceira integrais de (7.125) representam a dissipacao de ener-
gia mecanica do sistema por efeito da viscosidade (tensao viscosa) associada
com o movimento da fronteira do sistema (note que numa fronteira sélida
em repouso, v = 0, e este termo é nulo). Frequentemente, os efeitos desta
dissipacao viscosa sobre o escoamento de fluidos com viscosidade relativa-
mente baixa (caso da dgua) sdo despreziveis. No decorrer deste texto, essa
dissipacao sera denominada Ww e serd desprezada sistematicamente, a me-
nos que se indique o contrario. A primeira integral de (7.125) representa a
taxa de trabalho reversivel realizado pelo resto do universo sobre a superficie
do sistema. Este termo, em geral, é bastante importante.
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Figura 7.12: Ilustracao da inclusao do trabalho de eixo.

A equacao integral de balango de energia é dada por (7.29) com N = E
en=e:
DE 0
— = — dv -n)d 7.126
-~ atfvfp +/cep<v n) ds. (7.126)

combinada com (7.13), e (7.125) com N = E en=e:

Q+W,— [ pn-v)dS= % epdV+/ ep(v-n)dsS. (7.127)
Ss Ve c

Como no instante considerado a superficie do sistema e a superficie de con-
trole coincidem, pode-se agrupar as integrais sobre estas superficies em uma
unica integral, e a equacao de balanco integral de energia fica:

Q+WM:Q/ epdv+/ (e+£)p(v-n)d$. (7.128)
ot Jy, . P

A equagao (7.128) esté quase completa para ser usada. Para mostrar por qué,
considere a turbina sujeita a um escoamento como estda mostrado na figura
7.12. Ao se considerar um volume de controle excluindo a turbina (linha
tracejada), a complexidade do problema aumenta muito, devido a presenca de
uma superficie de controle demasiadamente complexa. Por isso, é conveniente
se usar o volume de controle contendo a turbina (linha pontilhada), mas, para
isso, é preciso que se inclua um termo de trabalho de eixo z realizado pela
turbina sobre o fluido. Assim, denominando W, a poténcia adicionada por
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Figura 7.13: Transformacao de energia hidraulica em energia elétrica.

um eixo ao sistema dentro do volume de controle, tem-se finalmente:

Q+WM+Wx:2/ epdv+/ (6+B>p(v-n)d5. (7.129)
ot Jy. 3 p

Exemplo

A figura 7.13 mostra um corte da barragem de uma usina hi-
drelétrica, contendo a casa de forca com uma turbina. O desnivel
entre o reservatorio e o canal de restituicao de vazoes é H. Pela
turbina, transita uma vazao volumétrica (unidade L3T™1) Q,.
Desprezando os efeitos de viscosidade na tomada d’dgua (segao
1) e no canal de restituigao (segao 2), admitindo regime de escoa-
mento permanente, e admitindo que a energia cinética nas secoes
1 e 2 podem ser desprezadas, determine a poténcia P da turbina
em funcao de p, Q,, g, H.

Solugao

As equacoes adequadas para a solucao deste problema sao a da
conservagao da massa (7.30) e a da conservagao da energia (7.129).
Admitindo que o fluido seja incompressivel, usando o fato de que
o regime é permanente, e escolhendo como volume de controle o
volume de fluido entre as segoes 1 e 2 (parte clara da barragem na
figura), contendo a casa de maquinas, a equagao (7.30) torna-se
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apenas:

—UlAl —+ U2A2 = _Qv —+ U2A2 = O, (7130)
onde vy, vy, A1, e Ay sao as velocidades e areas nas secoes 1 e 2.

Na equagao da energia (7.129) os termos de dissipagao viscosa e
de trocas de calor com o ambiente, W, e @) serao desprezados,
assim como o termo transiente. Entao:

0 D
W, = 8t/vcepdV+/c (e+p)p(v n)ds
B p
= / <e+—)p(v-n)d$
S1 P

n /52 <e+ %) p (v -n)ds. (7.131)

Admitindo que as se¢oes S7 e S5 sao pequenas e que portanto a
energia especifica e e a pressao p sao homogéneas nestas segoes,
estas quantidades podem ser fatoradas das integrais de superficie,
e ¢ calculo das mesmas se tornam triviais:

W, =p Kel + %) (o1 Ay) + (62 + %) (UQAQ)} L (7.132)

As energias especificas sao dadas pelas somas das energias es-
pecificas internas u, cinéticas v?/2, e potenciais gz:

2

v

e; = up+ 51 + gz, (7.133)
v3

ey = Uy + ) + gzo. (7.134)

Desprezando v?/2 e lembrando que Q, = v;A; = vy Ay, tem-se:

W, - {— (u gt %) n (u g+ %)} pQu. (7.135)

Baseado na suposigao de que a energias cinéticas v?/2 sao peque-
nas, é possivel calcular as pressoes p; e py hidrostaticamente (ver
préxima secao: Equagao de Bernoulli). Assim:

P gh, 2= gh (7.136)
p p
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Figura 7.14: Escoamento de um gas através de uma expansao stubita.

A expressao para W, fica:

We = [—u1—gz1 — ghy + uz + g2 + gha) pQ,
= [~ (w1 +gH1) + (u2 + gHa)] pQ,
= pQug (Hy — Hy) + pQ, (ug — uy1). (7.137)

A energia interna especifica u é fun¢ao da massa especifica p e da
temperatura T' (ver capitulo 2). Assim, admitindo que o processo
é isotérmico (a temperatura da dgua é a mesma nas segoes 1 e 2),
e tem-se que u; = us, donde:

W, = —pQugH. (7.138)

A poténcia fornecida pela turbina é o reciproco da taxa de tra-
balho fornecida pelo seu eixo ao sistema ocupando o volume de
controle:

P = pQugH. (7.139)
u

Exemplo

A figura 7.14 mostra um gas ideal escoando através do alarga-
mento de uma tubulacdo. As condigoes na secao 1 de area A;
sdo: pressao pi, velocidade vy, temperatura T;. A secao 2 tem
area A,. Determine, em funcao das condicoes na secao 1, de A,
e do calor especifico a pressao constante do gds c,: a taxa de
transferéncia de calor Q através das paredes do alargamento, e
as condicoes po, v9, Ty apds o alargamento (suponha que o esco-
amento ¢ incompressivel).
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Solucao

O volume de controle escolhido esta indicado pela linha trace-
jada na figura 7.14. As equagbes a serem utilizadas sao as da
conservacao da massa, quantidade de movimento em x, e ener-
gia, dadas por:

0 = %/pdV—l—/ p(v-n)dS, (7.140)

c c

0
st Fc:z: = A mdv
- at/VcUp

+/ vep (v -n)dS, (7.141)

o . 9
Q+W,+W, = —/ epdV
ot Jy.

+/c (e+ g) p(v-n)dS. (7.142)

Repare que o problema possui 4 incégnitas e que ha apenas 3
equacoes de conservacao. A equagcao adicional que pode ser usada
é a equacao de estado:

p = pRT. (7.143)

Primeiramente, o problema é permanente, de modo que as deri-
vadas temporais sao nulas. A massa especifica (constante) pode
ser calculada em funcao das condigoes na secao 1 por:
p= P1
RTy
Supondo uniformidade das condi¢oes do fluido nas secoes 1 e 2,
a equacao da conservacao de massa fornece:

(7.144)

0= —p’UlAl + p’UQAQ, (7145)

ou: A
Vg = 6’01, 6 = —1 (7146)

Ay

Nao ha forgas de corpo na direcao z. Repare que a pressao p; nao
cai imediatamente apds a expansao do duto, e que o valor de p
préximo as paredes da expansao deve necessariamente ser p = p;.
As paredes verticais por sua vez reagem a essa forca de pressao e
a forca total na direcao x fica:

Fo = (p1 — p2) Aa. (7.147)
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A equacao dinamica escreve-se:

(1 —p2) Ay = —pviA; + puiAy
= p (’Ug — ’Ul) UQAQ, (7148)

onde foi usado que v;A; = v9A45. Dividindo por A, e usando
novamente a equacao da continuidade:

p2 =p1+ (68— 5%) pi. (7.149)
A temperatura na secao 2 vem da equacao de estado:

P2
T, = —. 7.150
=2 (7.150)
Finalmente, resta calcular a taxa em que calor é trocado através
da superficie de controle. Nao ha trabalho de eixo (W) neste
caso e o trabalho devido a viscosidade (W,,) pode ser desprezado.

Assim, a equacao do balanco de energia fica:

Q = — <€1 —+ %) pUlAl —+ <€2 —+ %) pUQAQ, (7151)

onde z; e 2o sao as alturas das secoes 1 e 2 em relacao a um nivel
equipotencial de referéncia, u; e us sao as energias especificas
internas nas secoes 1 e 2. Utilizando a equagao de estado e da
conservagao da massa:

Q = pud [(Uz — 1) + g (22— 21)

1
+ R(T—=Th)+ 3 (v —o7) | (7.152)
Mas, admitindo que z; = z3, e tomando para o caso de um gas
ideal:
uy—uy =c¢, (I —T1T1), ¢, =c,+ R, (7.153)
tem-se:
) 1
Q = pvidy ¢, (T —T1) + 3 (v3 —v}) |- (7.154)
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tubo de corrente

< A (2)
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Figura 7.15: Equagao de Bernoulli em um tubo de corrente.

7.7 A equacao de Bernoulli

A equacao do balanco de quantidade de movimento pode ser reduzida a
uma forma bastante conveniente, chamada equacdo de Bernoulli. A deducao
envolve o balango de quantidade de movimento em um elemento de fluido
e sua integracdo ao longo de uma linha de corrente (ou linha de fluxo). O
resultado pode ser interpretado como um balanco de energia mecanica, o
que mostra que o balanco de energia mecanica (em um sistema conservativo,
ou seja, desprovido de dissipagao de energia) e o balango de quantidade de
movimento sao equivalentes.
Considere um escoamento com as seguintes caracteristicas:

1. escoamento permanente;

2. efeitos de viscosidade despreziveis;

3. compressibilidade desprezivel;

Define-se um volume de controle elementar de comprimento Al ao longo
de uma linha de fluxo e supondo que nao ha escoamento através das paredes
deste volume (tal volume é chamado de tubo de corrente ou tubo de fluzo),

conforme mostra a figura 7.15. Considere agora a equagao da conservagao
da massa e de quantidade de movimento na dire¢ao ! (ou seja na diregao
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tangente a linha de corrente):

0 = 2/ pdV+/ p(v-n)dSs, (7.155)
ot Jy, :
Fag+F, = %/ vlpdV—i-/ up(v-n)ds. (7.156)
VC c

Por definicao, nao ha fluxo através das paredes laterais do tubo de corrente.
Em geral a area da secao transversal do tubo de corrente é dependente de .
Considerando que as velocidades sao aproximadamente uniformes em qual-
quer secao transversal do tubo, e que o comprimento do tubo Al é suficien-
temente pequeno, de forma que pode-se expressar a pressao, velocidade, e a
area na saida do elemento de comprimento Al como os dois primeiros termos
da série de Taylor destas varidveis em torno dos seus valores na entrada do
elemento, a equagao de conservacao da massa em regime permanente fornece:

v 0A
ov 0A Jdv oA , ,
0 ovoA | ,
Dividindo a expressao acima por Al e tomando o limite quando Al — 0:
g (vA) =0 (7.158)
Poi " =% '

Na equagao dinamica (7.156), a resultante das forcas de superficies na diregao
[ sobre o volume de controle é:

B dp 0A
Fu= ot (ps 2a1) (a4 )

10p 0A
+ (p + iﬁm) Zr AL (7.159)

O dltimo termo do lado direito da equagao acima é a pequena contribuicao
da pressao nas paredes laterais do tubo (tomada como atuando na posigao
Al/2). Rearranjando os termos escreve-se:

op 10p0oA op

— Al — ——— A" ~ —A—AlL 7.160
ol 20l ol ol ( )
Repare que como Al < 1 o termo quadratico pode ser desprezado em com-
paragao com o termo linear.

Fsl:_A
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A forca de corpo em [ é a projecao do peso do sistema naquela direcao:

10A
F, = (A + §WAZ) Alpgsen 6
10A
= (A + §WAZ) P9z
10A 0z
= A+ ——Al —Al
( T2 ) 931
- Aa Al, (7.161)
=~ pg BT .
onde foi usado senf = %7, e, novamente, o termo quadratico em Al foi

desprezado. O fluxo de quantidade de movimento na direcao [ através da
superficie de controle é:

/vl,o(v-n)dS = —p02A+p<v+gZAZ) (A+68—1?Al)

c

Q

5 (pv*A) Al (7.162)

Reunindo (7.160), (7.161), e (7.162):

aZAl 0

dp
AN g
L= r9d% al

5 (pv*A) Al (7.163)

Combinando os termos em 7.156 e dividindo a equagao por Al tem-se (repare
que tomando o limite quando Al — 0 anularia os termos nao lineares em Al
mesmo se estes nao tivessem sidos desprezados nas expressoes anteriores):

op 0z 0

A@l pAga =5 (pv*4) . (7.164)
Mas
J , 5  0(vA) v
a(va) = rg v—l—vaal
ov 0 (1
= vaal —pAal (2 2) ) (7.165)

onde foi usado 2 51 (vA) = 0, pela equagao da conservagao da massa. Dividindo
a equagao ac1ma por A:

0 1
= 1
o (p+pgz+ SPY ) 0, (7.166)
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ou:

P+ pgz + %pv2 = constante. (7.167)
A equacao (7.167) é conhecida como equa¢ao de Bernoulli. De acordo com
ela, ao longo de uma linha de corrente, a soma do trabalho realizado pela
pressdo, da energia potencial gravitacional, e da energia cinética (no caso,
por unidade de volume) permanece constante, se: (i) o escoamento for per-
manente; e (ii) os termos viscosos puderem ser desprezados. A equagao de

Bernoulli é extremamente 1til para se aplicar a escoamentos onde nao ha
fonte ou perdas consideraveis de energia mecanica.

7.8 A equacgao de Bernoulli e o balanco de energia

Considere a figura 7.15. Aplicando as equagoes do balango de massa (7.30)
e energia (7.128) ao volume de controle entre as se¢oes (1) e (2), admitindo
que o trabalho das forcas viscosas nas laterais do tubo é desprezivel, tem-se:

’U1A1 = ’UQAQ. (7168)

. 1
QR = — (u1 + évf + gz + %) pv1 Ay

1
+ <u2 + 51}% + g2z + %) P2 As

1 1
- [fs3er202)- (bt
-+ (Ug — U1> p’UlAl. (7169)

Se as hipdteses da equacao de Bernoulli valem, o termo entre colchetes é nulo,
e a equacao da energia se torna:

Q = (uz — uy) pv1 Ay, (7.170)

ou seja, quando nao ha fonte ou dissipacao de energia mecanica em um
escoamento permanente, a energia térmica e a energia mecanica ficam desa-
copladas. O calor () trocado com o ambiente apenas muda a energia interna
(temperatura) do sistema, e nao sua energia mecanica.

Exemplo

A figura 7.16 mostra um esquema para se medir a velocidade
de um fluido conhecido por tubo de Pitot. Dois manometros,
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. (1) (2)__ gés, pg 3

b agua, pq

hs

Figura 7.16: Tubo de Pitot.

contendo dgua (massa especifica p,) sao inseridos numa tubulacao
contendo gas (massa especifica p,) em escoamento. A entrada do
primeiro manometro é perpendicular ao escoamento, enquanto
que a do segundo é de frente para o mesmo. As leituras nos dois
manometros sao h. e hg respectivamente. Em funcao de pg, pq,
g, e das alturas manométricas h. e hg, determine a pressao e a
velocidade do gas dentro do tubo (considere que as mesmas sao
uniformes dentro do tubo, e que o regime é permanente).

Solucgao

O primeiro manometro mede a chamada pressao estdtica do es-
coamento, isto é a pressao real do fluido. Na entrada do segundo
manometro (2) a velocidade do gés é nula, e a pressao lida é deno-
minada pressao de estagnag¢ao, que é maior que a pressao estatica
pois envolve o trabalho que o mandmetro realiza para desacelerar
o fluido naquele ponto. A diferenca entre a pressao de estagnacao
e a pressao estatica é denominada pressao dinamica. A pressao
estatica p, ¢ dada pela leitura do manometro (1):

Pe + Pggb = Datm + pPaghe. (7.171)

Desprezando o peso do gas dentro do manometro:

Pe = Datm T paghe- (7172)
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Analogamente, a pressao de estagnacao é:

Ps = Patm + paghs- (7173)

Aplicando a equacao de Bernoulli entre (1) e (2):

1 2 1 2
PL 5 pUL P9z = ot 5 Uy PR, (7.174)

comp; =pe, v1=0="7,21=0,ps =pg, 13 =0, € 29 =0:

1
Pe + épgv2 = ps. (7.175)
Entao:
v = \/Q@g (hs — he). (7.176)
Pyg
|

Problemas propostos

. A figura 7.17 mostra uma camara (volume A x H) onde entra ar numa

secao de area Ay, a temperatura Ty, com velocidade uniforme vy. A
temperatura na camara ¢é uniforme e é igual a temperatura na saida do
recipiente. O calor especifico a volume constante ¢, e a massa especifica
do gés p sao constantes. Na parte superior direita (area A/4) da camara
ha uma fonte de calor que fornece um fluxo especifico q. Determine
qual o fluxo de calor g necessario para manter a temperatura 7'(f) na
camara constante e igual a 57j. Utilizando o resultado acima para ¢,
ache a solugao transiente para T'(t) (temperatura dentro e na saida do
recipiente) considerando que inicialmente T'(t = 0) = Ty. Dados: Ty,

Q07 Cus Py A.

(1%—) dxe 01y — 016 = [, 'y//QL%0a0yd9T = b :w3sodsay

. A figura 7.18 mostra um aparato conhecido por tubo venturi, para me-

dir a vazao de um tubo. O aparato consiste de um afunilamento do
tubo (secao 2, drea A,) e do uso de dois manometros para se medir
a pressao nas secoes 1 (drea Ap) e 2. Admita que os fluxos de ener-
gia potencial nas se¢oes 1 e 2 do tubo sao idénticos, que o regime do
escoamento é permanente, que todas as propriedades do fluido e do
escoamento sao homogéneas em cada secao transversal do tubo, e que
dissipacoes viscosas sao despreziveis. Em funcao de A;, A,, das alturas
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n

AOU07 Ty

Figura 7.17: Aquecimento de ar circulando recipiente.

manomeétricas hy e ho, e da massa especifica do fluido p, determine as
velocidades na secao 1 e na secao 2.

14 T — 4 T —
gt ¢ - o A v

A figura 7.19 mostra uma contragdo em uma tubulagdo que despeja
agua na atmosfera em forma de um jato apds a contragao (pense na
ponta de uma mangueira do corpo de bombeiros). Admitindo que as
propriedades do fluido sao uniformes nas secoes transversais, que o es-
coamento é permanente, que a dissipacao viscosa pode ser desprezada,
e que o sistema nao se envolve em processos de trocas de calor. calcule
a forca F' que o fluido faz na tubulacdo em funcao da massa especifica
do fluido p, da velocidade antes da contragao vy, da aceleracao da gravi-
dade g, das dreas antes e depois da contragao A; e Ay. Para simplificar,
suponha que a pressao ao longo dessa reducao é préxima a pressao at-
mosférica py.

ey /Ty — 1) Ivénd =4 ff—gm = Ta :p3s0dsay]

A figura 7.20 mostra um tanque de base com area A e altura h,, inicial-
mente contendo agua até o nivel hy e com uma concentragao inicial de
cloro Cy. Para que se faga a retirada do cloro ao mesmo tempo que se
encha o tanque, abre-se a vélvula da se¢ao 1 (drea a) e injeta-se dgua
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}i:!_
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2
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Aq, vy Ay, vy

Figura 7.18: Tubo venturi.

Ay

(%1

Figura 7.19: Forca devido a uma contracao de um tubo.

pura no tanque com velocidade v;. Enquanto isso, abre-se também a
vélvula da segao 2 (drea as) e controla-se a velocidade de saida vy para
que esta propicie uma vazao igual a metade da vazao de entrada. Ad-
mita que o cloro e a dgua se misturam imediatamente, de forma que a
concentracao de cloro na saida é igual a concentracao de cloro dentro
do tanque C(t). Admita também que nao hé fluxo difusivo envolvido
no problema (J = 0). Em funcio de A, v1, ay, ho, hpm, Co, e da massa
especifica da mistura dgua cloro (considere-a constante) p, encontre:
(a) o tempo para que o tanque atinja h,,; (b) a solucdo C(t); (c) o
tempo para que a concentracao se reduza a metade de Cj.
e = 0) f (e + 0%) 40 = (0D () oy = # () wisodsoy

5. A figura 7.21 mostra um sistema em regime permanente onde entra
dgua (com massa especifica uniforme p) na secao 1 e sai pela segao 2.
As areas das segoes sao A; e Ay respectivamente. A pressao na secao 2
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| = |
_ hm
—+h(t)
C(1)
U1, a1 - hO
> Co il L
V2, A2, O(t)

Figura 7.20: Entra dgua pura — Sai dgua com cloro.

é po, enquanto que na secao 1 a pressao ¢ desconhecida. Considere que
as propriedades do escoamento (pressdao, velocidade, energia cinética
e potencial, etc.) podem ser consideradas uniformes em cada secao.
Despreze a pressao atmosférica agindo no sistema. Sabendo que a forca
horizontal méxima que o apoio da tubulacao suporta fazer antes de
quebrar é F', calcule a velocidade méaxima v, de entrada do fluido pela
secao 1 para a qual a haste nao quebra em funcao de F, ps, Ah, A;, As.
(obs.: nao se preocupe com a forca vertical no apoio, ou seja, ignore as
forgas na direcao vertical.)

(v/ilv+ev/ive+1)dly /\

bty reaty—taty—g| — © UHodsad

6. A figura 7.22 mostra um tanque esférico (raio R) onde entra agua
(massa especifica p, incompressivel) pura na segdo 1. No fundo, ha
uma fonte de um soluto A alimentando a agua na esfera a um fluxo
especifico igual a j4 através da drea a. Admita que esta massa do so-
luto se mistura imediatamente com a agua e que a massa especifica da
solucao permanece igual a da dgua pura. A solucao dgua+soluto entao
sal pela area A;. Em funcao dos dados e a partir das equagoes integrais
da conservagao: (a) determine a velocidade vy da solugao na saida; (b)
qual é a solugdo em regime permanente (equilibrio) do problema? (c)
determine uma equacao diferencial para a concentracao C'4 do soluto
como funcao do tempo, que descreva o regime transiente; (d) Resolva
a equacao acima utilizando a condicao inicial Cy(t = 0) = 0.

SISz Ty Tad ceug grg Ty Tad f .
-(1 (%-) dxe — I) gv; =()VH (p) .5&;;/? =VH 5,21{“?‘7{? +Vo (o) .57” =V) (q) ey /Ty Ta = Ta () :psoc
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Ah

Ao, pa,vg =7

ST

Figura 7.21: Determinacao de v maximo em relacao a resisténcia de uma
haste.

7. Para o recipiente furado da figura 7.23, (a) calcule a distancia X que
a dgua atingird como fungao de h e H. (b) Para que valor de h/H a
distancia X sera maxima?

e/1=H/Y (Q) Yy = H) o= X () wysodsay

8. A figura 7.24 mostra um jato de diametro D levando ar (densidade p)
com pressao p; que pode ser considerada uma pressao atmosférica e
velocidade V;. Na saida, a pressao pode ser considerada igual a p;, o
ar se choca com um cone com angulo de 90° formando uma lamina de
altura d.

Estime a forca para o cone com altura h.

[up)/ @ — v/ za] tad = . wpsodsay

9. A figura 7.25 mostra uma tubulacao com escoamento permanente de
agua de massa especifica p. A tubulacdo estd em planta (portanto,
ignore a forga da gravidade). Nessa tubulacdo hd uma redugao de
diametro (de D para d), e logo apés, hd uma curva (o diametro se
mantém igual a d nessa curva) de 180°. A velocidade e a pressao sao
uniformes na drea da segao e conhecidas na entrada do tubo (V; e p;).
Desprezando qualquer perda de energia por dissipacao: (a) utilizando
a conservacao da massa e a equacao de Bernoulli, calcule a velocidade e
a pressao na saida do tubo; (b) utilizando a conservacao da quantidade
de movimento, calcule a for¢a que a dgua faz nesse trecho de tubulacao.

v/ pred — 3/ qutd — (S /v + 1) fAd = g (@) Cv/iv — I)ZTAd% +Id=2d ‘;p/ TN =2 (&) w1s0dsay’
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ja através de a

it

Figura 7.22: Esfera com soluto.

.

X

Figura 7.23: Tanque furado.

10. A figura 7.26 mostra um canal de largura b (perpendicular ao plano
do papel) onde ha o escoamento de dgua (massa especifica constante
p) que sobe uma rampa com angulo de inclinacao 5. A dgua é entao
langada para cima no final da rampa de altura H (o sistema é similar
a “rampa de ski nos canais vertedores de Itaipu). A profundidade da
agua h ao longo do seu percurso é uniforme e constante. Suponha que
a velocidade da dgua é tao grande que a pressao em qualquer ponto da
agua pode ser desprezada, e que a velocidade da agua antes da rampa
é Vy. Em funcao das variaveis dadas:

(a) Determine a velocidade V; da dgua na saida da rampa.
(b) Determine a for¢a F' (horizontal) que a dgua faz na rampa.

(9500 — 1)y A0 = o (q) ‘04 = 1A (®) wysodsay”
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Figura 7.24: Forca do ar sobre um cone.

‘/:l’pl D

-
‘/27172: 77

Figura 7.25: Forca em um trecho conduto.

11. A figura 7.27 mostra (em planta) uma lagoa com volume V' constante.
Trés rios desdguam na lagoa com vazoes (volume por tempo) Qg, Q1 e
(- constantes. Esses rios contém quantidade de poluente quantificados
pelas concentragoes (massa de soluto por massa total da solugao) cons-
tantes Cy = 0 (rio limpo), C; e Cs, respectivamente. Suponha que a
concentragao do poluente é uniforme (bem misturada) dentro da lagoa
e igual a concentracao na saida da lagoa Cs(t) (em principio, varidvel
no tempo). Em fungao das variaveis dadas:

(a) Determine a vazao ()s (constante) na saida.

(b) Encontre uma equagao diferencial para a concentragao Ci(t).

(¢) Determine o menor )y para que a concentragao na lagoa nao ultra-
passe um valor maximo denotado por C); (esse valor é conhecido).
Obs.: Despreze fluxos difusivos (J = 0).

CH+IH — WD /(D + TDIY) < 0B (9) 20T+ 1DI1H = DO + 1O+ 00) + 50A (A) TO+ IO+ 0 = ¢ () :pisodsayy
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ﬁk// h T<V—O

Figura 7.26: Forca da dgua numa rampa.

#QQ,CE

<—CQS: C’s =7
Volume V Q1,C

f

QUaOO =0

Figura 7.27: Lagoa com poluente.

12. A figura 7.28 mostra um sistema em que agua (densidade p, profundi-
dade H) sob pressao p, de um gas de um tanque sai por uma tubulacao
de diametro constante que se curva para cima até uma altura h, onde
a pressao é a atmosférica pu,. Conhecendo essas varidveis (mais, ob-
viamente, a aceleragao gravitacional g), e supondo escoamento perma-
nente, determine:
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(a) A velocidade V5 da saida do tubo.
(b) A velocidade Vi na entrada do tubo.
(¢) A pressao p; na entrada do tubo.

ybd + wivd = 1d (9) eA = 1A (q) (y — g)bg + d/(*°d — Bd)g N = 2 () vpsodsayy

Pg

Vo =77

Patm
P H \ *

D1 :?; ‘/1 :?

Figura 7.28: Tanque com jato de agua.
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CAPITULO 8

PRINCIPIOS DE CONSERVACAO:
EQUACOES DIFERENCIAIS

8.1 Introducao

No capitulo 7 foram desenvolvidas as equagoes integrais de balanco de massa,
quantidade de movimento e energia, para um volume de controle. O conjunto
de equacoes integrais obtido atende as necessidades de solugao de um grande
nimero de problemas praticos de transferéncia dessas quantidades. Em mui-
tos casos, entretanto, é desejavel que se conheca as grandezas intensivas como
funcao do espaco e do tempo. Este conhecimento mais detalhado da solugao
do problema se da através das solugoes de equagoes diferenciais parciais go-
vernando as propriedades do escoamento em cada ponto do espaco.

Neste capitulo serao deduzidas equacoes diferenciais que atendem aos
mesmos principios fisicos ja apresentados no capitulo 7. Este conjunto de
equacoes diferenciais devera ser capaz de descrever a evolucao temporal das
variaveis de interesse em Mecanica dos Fluidos e Fenomenos de Transferéncia
em todos os pontos do dominio espacial, para uma vasta gama de proble-
mas. As fronteiras do dominio do problema serao tratadas nas chamadas
condigoes de contorno, que, juntamente com as condi¢oes iniciais, comple-
mentam as equacoes diferenciais na especificacao completa do problema. Ob-
viamente, qualquer solucao particular de interesse tera que satisfazer simul-
taneamente tanto as equacoes diferenciais quanto as condigoes iniciais e de
contorno. Na maioria dos casos praticos em engenharia esses problemas de
valor de contorno nao possuem solucao analitica completa e, por isso, recorre-
se com frequéncia a simplificagoes ou a métodos de solugdo numérica (onde

165
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aproxima-se as equagoes diferenciais por equagoes algébricas) das equagoes.
Este texto introdutério se concentrard nos casos em que € possivel simpli-
ficar o problema suficientemente para obter-se solucoes analiticas para os
problemas.

A deducao das equacoes diferenciais de conservacao pode ser feita dire-
tamente a partir da aplicacao das leis da fisica e das equacoes constitutivas
(capitulo 6) em particulas de fluido elementares, ou a partir das equacoes
integrais para um volume de controle ja deduzidas no capitulo 7. A 1ltima
opcao sera a utilizada neste texto. Na préxima secao faz-se uma breve revisao
das equagoes integrais (capitulo 7) e equagdes constitutivas (fluxos difusivos
- capitulo 6) para posteriormente chegar-se a andlise diferencial.

8.2 Fluxos difusivos e equacgoes integrais
As equacoes ou leis constitutivas de Fick, Fourier, e Newton, apresentadas

no capitulo 6, regem os processos de transferéncia difusiva de massa, energia,
e quantidade de movimento. Elas sao, respectivamente:

J = —pDapVCa; :
q = —pc,aVT; (8.2)
2
= |-p+ lad (V-v)| I+ 2pvD. (8.3)

Abaixo esta uma lista com as definicoes dos parametros e variaveis pre-
sentes nas equacoes acima e suas unidades SI:

j — vetor fluxo especifico de massa (kgq m=2 s71);

p — massa especifica (kg m™1);

D 4p — difusividade molecular do soluto A no solvente B (m? s71);
V), — vetor gradiente da concentragao do soluto A (kg kg™!
m~');

q — vetor fluxo difusivo especifico de calor (J m™2 s71);

¢, — calor especifico a pressdo constante (J kg™' K™1);

a — difusividade térmica (m? s71);

VT - vetor gradiente de temperatura (K m™1);

T — tensor de tensoes (Pa);

v — viscosidade cinemédtica (m? s71);

V - v — divergente da velocidade (s71);

D - tensor taxa de deformagao (s™).
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A ideia agora é a de acoplar as equagoes constitutivas (8.1)-(8.3) as
equagoes integrais de conservagao apresentadas no capitulo 7. O fluxo di-
fusivo nao afeta o balanco de massa em um volume de controle, que é:

9 pdV + / p(v-n)dS =0. (8.4)

ot Jy.
A equacao de conservacao da massa de um soluto para um volume de controle
pode ser expressa combinando-se (7.5) com (7.58), lembrando que o sistema
de (7.5) é o que estd ocupando o volume de controle de (7.58) no instante
considerado. Esta equacao escreve-se:

%/VccApdw/ccAp(v-n)dSz—/C<.i-n>d5- (8.5)

Analogamente a equacao de balanco de quantidade de movimento pode ser
escrita combinando-se (7.6), (7.7), e (7.72):

%/ vpdV+/ Vp(v-n)dS:/ png+/ (T -n)dS. (8.6)
‘/C (& c c

Finalmente a equagao da energia é reescrita como a combinagao de (7.126),

(7.13), (7.8), e (7.9):

0

% e,odV+/ ep(v-n)dS = —/ (q-n)d5+/ [(T-n)-v]dS. (8.7)
VC c c c

Se no escoamento nao hé fontes e/ou dissipagao de energia mecanica, ja foi

visto que esta se conservara, e que a equacao da conservacao da energia se

reduz a um balango entre as trocas de calor e a variacao da energia interna

(energia térmica) do fluido. Neste caso:

—/ (q-n)dS:%/ cUTpdVJr/ cTp(v-n)dS, (8.8)
c VC c

onde ¢, é o calor especifico a volume constante e T é a temperatura, ambos
em cada ponto do fluido.

8.3 A derivada material de uma propriedade intensiva

Considere uma propriedade intensiva 1 (ou seja, uma que seja associada a
cada ponto de um meio continuo) qualquer. Obviamente, sob uma perspec-
tiva euleriana, esta propriedade é, em geral, fungao do espaco tri-dimensional
e do tempo. Em coordenadas cartesianas:

n=mn(xy,z1t). (8.9)
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Acontece que as leis da fisica, que tratam de taxas de variacao temporal
de tais propriedades, se aplicam a particulas de fluido, e nao a pontos do
espaco, de modo que para que se aplique tais leis é preciso que se identifique
a particula a qual se esta referindo. Em outras palavras, deve-se associar 7
a uma particula que se move no meio fluido. Em uma descri¢ao euleriana, a
maneira de se resolver este problema ¢é identificando as coordenadas de cada
particula, que agora terao que poder variar no tempo:

Mparticula = 17 (2 (1), 4 (1), 2 (1) ;1) , (8.10)

de modo que a taxa de variagao de n de uma particula é a derivada total de
(8.10):
d_on, onds  ondy  ond:

— = —. 8.11
dt 0t Oxdt Oydt O0zdt ( )
Como, por definicao,
dx dy dz
_ Y e il 12
v= (om0 = (5 2.5, (8.12)
entao: J D 9
Ui Ui Ui
= _ . 1
%Dt o TV VIn, (8.13)
onde %;7 (com esta notagao) é denominada derivada material, ou derivada

substantiva, de uma propriedade intensiva e expressa a variacao temporal
da propriedade 1 de uma particula de fluido que, no instante ¢t ocupa a
posigao (z,y, z), e possui velocidade instantanea v. A ideia é equivalente a
da derivada material de uma propriedade extensiva, apresentada no capitulo
7.

8.4 Conservacao da massa

A equacao integral de conservacao da massa para um volume de controle
arbitrario (mas fixo no tempo) é:

2/ pdV+/ p(v-n)dS =0. (8.14)
ot Jy, .

Neste ponto sera usado um sofisticado teorema conhecido por teorema da
divergéncia, ou teorema de Gauss': Dado um campo vetorial f qualquer, e
um volume V' no espaco envolvido por uma superficie fechada S:

(V-£)dV = [ (f-n)ds. (8.15)
I /

S

'Karl Friedrich Gauss (1777-1855) - Considerado o principal matematico do século XIX.
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Aplicando (8.15) com f = pv a integral de superficie da equagao (8.14), esta
se torna: 9

—/ pdV + [ V. (pv)dV =0. (8.16)

Como o volume de controle nao varia no tempo, o operador 9/9t pode se
distribuir dentro da integral e os dois termos de (8.16) podem ser combinados:

/Vc [% +V- (pv)} AV = 0. (8.17)

Como o volume de controle V. é arbitrario, a lei integral da conservacao da
massa (8.17) sé pode ser satisfeita se o integrando for nulo para qualquer
ponto do espaco em qualquer instante. Entao:

dp
— : =0. 8.1
PV () (8.18)
A equagao (8.18) é a equacao diferencial de conservagao da massa. Usando
(8.13), (8.18) pode ser reescrita como:

Dp

RS . pu— .1
Dt+pV v =0, (8.19)

que mostra claramente que se a massa especifica de uma particula sé varia
no tempo se houver um divergente nao nulo do campo de velocidades. Se
o escoamento é incompressivel, ou seja, sem deformacao volumétrica local

(V-v) = 0, tem-se que a massa especifica de cada particula permanece
constante ao longo do tempo:

D 0

F/t) = 8—/; + (v - V) p=0=> pparticula = constante. (8.20)

Repare porém que diferentes particulas podem ter p diferentes ao longo do
escoamento.

8.5 Conservacao da massa de um soluto

Partindo da equagao (8.5):

%/ CApdV+/ C’A,o(v-n)dS:—/ (j-n)dS, (8.21)
VC c c

aplicando-se o teorema da divergéncia (8.15) as duas integrais de superficie
com f = Cypv, e f = j, pode-se escrever:

/Vc {% (Cap) + V - (Capv) + (V J)} AV =0, (8.22)
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donde se conclui que, necessariamente:

0 .
57 (Cap) + V- (Capv) +(V - j) = 0. (8.23)
Esta equagao pode ser reescrita como (esse passo é deixado como exercicio):
0 .
o (Cap) + Cap(V -v) +v -V (Cap) +(V -j) =0, (8.24)
ou, utilizando (8.13) com n = Cp:
D .
i (Cap) +Cap(V-v)+(V-j)=0. (8.25)

Finalmente, utilizando a lei de Fick (8.1), tem-se:

D
E (CAp) + CAp (V . V) - V. (pDABVCA) =0. (826)

ou, usando a equagao da conservacao da massa (8.18):

DCy
Dt

p — V- (pDapVCys) =0, (8.27)

ou ainda, expandindo o 1ltimo termo:

DC
P Di

— [V (pDag) - VC 4] + pDspV*Cy = 0. (8.28)

O operador diferencial escalar V2 é conhecido como o laplaciano?, e é definido
como o divergente do gradiente, ou seja, V? = (V - V). Em coordenadas car-
tesianas: V? = (9% /0x* + 0%/0y* + 9 /02*). Admitindo que D 45 é uniforme
e constante, (8.28) torna-se:

DCy
P"Df

— Dup (Vp-VC4) + pDapV3Cy =0. (8.29)

As equagoes (equivalentes umas as outras) (8.26), (8.27), e (8.28) sao
equacgoes gerais de conservagao da massa de um soluto com concentracao
massica C'4 em um fluido, onde p é a massa especifica da mistura.

Para escoamentos permanentes, a componente local (derivada parcial) de
D/Dt em (8.13) é nula, e (8.27) torna-se:

p(V'V) CA—V-(pDABVCA) =0. (830)

2Pierre Simon de Laplace (1749-1827) - Matemadtico, fisico, quimico, e astronomo
francés.



8.6 — Conservacao da quantidade de movimento 171

Neste ponto é importante reforcar uma distingao entre as aproximacgoes
para escoamentos incompressiveis e fluidos incompressiveis. A condicao de
incompressibilidade de um escoamento em nada simplifica a equacao para
C4. Note que nem mesmo o vetor Vp, do segundo termo de (8.29) pode
ser igualado a zero, pois tal condigdo de incompressibilidade (8.20) é a de
que p ¢é constante seguindo uma particula. Ja a condi¢ao de incompressi-
bilidade do fluido implica em que p seja uniforme no espaco e no tempo,
entao, neste caso, Vp = 0. Para exemplificar estas aproximacoes, consi-
dere o escoamento atmosférico e o escoamento de um rio. Na atmosfera,
muitas vezes pode-se considerar que cada particula mantém sua massa es-
pecifica constante. Porém, é perfeitamente sabido que a massa especifica
da atmosfera diminui com a altitude (devido & diminuigao da temperatura
e possivelmente da pressao). Neste caso pode-se dizer que o escoamento da
atmosfera é aproximadamente incompressivel. Ja no escoamento de um rio,
o valor da massa especifica da agua é praticamente insensivel a variagoes de
temperatura em condi¢oes normais, assim, pode-se dizer que o fluido é apro-
ximadamente incompressivel. Neste tltimo caso, a equagao (8.29) se reduz

a:
DC oC
DtA = a—tA + (V . V) Cy= DABVQCA. (831)

8.6 Conservacao da quantidade de movimento

Nesta secao a equacao vetorial diferencial da conservacao da quantidade de
movimento serd deduzida. Para facilitar a compreensao, sera feita a deducao
da equacao para a componente xr da quantidade de movimento.

Partindo do produto interno entre o vetor unitario na direcao = e,, e a
equacao integral da conservacao da quantidade de movimento (8.6):

%/Vc(v-ex)pdv+/c(V'em)P(V'n)dsz

/ p(g-e,)dV + / [(T-n)-e,]dS, (8.32)

(& (&

e tomando as componentes x da tensao, da aceleracao gravitacional, e da
velocidade (lembrando que T é dado por (4.22)):

(T-n)-e, = (Tyee,+Tyoye,+Tyze,) - n,

g€ = g,
V€ = Uy,
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pode—se escrever:

o [ ootV + [ p(vomyas -
ot Jy, Se

/ 09.dV + / (Tywer + Thyey + Tyzey) - 0 dS. (8.33)

Utilizando o teorema da divergéncia (8.33) as duas integrais de superficie
com f = (T,,e, +Tye,+ T.e.), e f = vypv, pode-se escrever:

0

—/ vepdV + [ V- (vgpv)dV —
at Jy, Ve

/ pgdV — V (Tyrep + Thye, + Tye,)dV = 0. (8.34)
S Ve

distribuindo a diferenciacao parcial para dentro da integral, pode-se combinar
todas as integrais de (8.34) em apenas uma. Sendo esta igual a zero para
qualquer volume de controle, conclui-se que o integrando deve ser nulo em
todos os pontos para qualquer instante. Assim:

0

57 (VaP) +V - (0opv) = pge + V - [(Tiaes + Ty, + Tize:)]. (8.35)
Utilizando a equacao da conservagao da massa (8.18), tem-se (este passo é
deixado como exercicio):

Dv,  Ov,
Dt "ot
Para as componentes y e z, basta substituir z (no caso das componentes de
T, o primeiro indice) em (8.36). Pode-se escrever de forma compacta uma

equacao vetorial (na verdade as equagbes para as trés componentes de v)
como:

+p(v- Vv, =pgy + V- [(Type, + Toyey, + Thze,)] . (8.36)

A%
Py =P8t (V-T). (8.37)

A equagao (8.37), conhecida como equacao de Cauchy?®, rege a dinamica de
todo e qualquer tipo de escoamento de todo e qualquer tipo de fluido.

8.6.1 Equacao de Navier-Stokes

Uma das dificuldades de se resolver (8.37) estda no fato de que 7" é uma
incognita, ou melhor, como um tensor simétrico, 17" sao seis incognitas. Uma

3 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) - Um dos expoentes da andlise rigorosa em ma-
tematica, Cauchy desenvolveu toda a teoria de varidaveis complexas.
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maneira de se reduzir esse niimero de incognitas é usando uma equagcao cons-
titutiva. No caso de um fluido newtoniano, esta equagao é dada por (6.8),
que aplicada em (8.37), fornece:

Dv 2
pE:—Vp+pg+V- {Q,uD—gu(V-V)I} , (8.38)
onde usou-se a identidade V - (pI) = Vp. A equagao vetorial (8.38) é conhe-
cida como equacao de Navier-Stokes, e é um dos resultados mais importantes
de toda a mecanica dos fluidos. Admitindo que a viscosidade o é uniforme
no fluido (ou seja, que as variagoes de temperatura sao pequenas), (8.38) se
torna:

D 1
pf‘tf = —Vp+pg+pu [V2v+§V(V-v)] : (8.39)
onde foi usado:
2 1
V-|:2D—§(V'V)I:|:V2V+§V(V'V). (8.40)

(a verificagdo da igualdade vetorial acima é deixada como exercicio.) Em
casos em que o escoamento ¢ incompressivel, V- v =0 e:

Dv ov 2
— ] . = ) 41
P pat+p(v V)v Vp+ pg + puVov (8.41)

E comum se definir uma quantidade chamada pressao modificada p,, como

Pm =D+ pgh, (8.42)
onde A é uma distancia em relacao a um ponto de referéncia na direcao oposta
a g, ou seja, g = —gVh. Com isso escreve-se (8.41) como:

Dv
P o = —V (p+ pgh) + pV3v. (8.43)

As componentes cartesianas em x, y, e z para o caso da equagao vetorial
(8.41) sao:

0vy, op

P +p(v-V)u, = ~ 5 + pge + V30, (8.44)
ov op

Pa—ty +p(v-V)u, = _8_y + pgy + pV?0,. (8.45)
v, op

Py +p(v-V)u, = -3, + pg. + uV3v,. (8.46)
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8.7 Conservagao da energia

A equagao integral do balango de energia pode ser reescrita combinando-se as
equagoes (7.8), (7.9), (7.13), e (7.126), e notando que (T -n)-v= (T -v)-n:

%/Vce,odm/fp(v-n)ds:—/C<q-n>ds+/c[<T-v>-anS. (8.47)

Aplicando trés vezes o teorema da divergéncia (8.15) com f = epv, f = q,
e f = T v as integrais de superficie de (8.47), notando que % [ epdV =
i %(e,o)dv, combinando as integrais de volume, e usando o fato que o inte-
grando deve ser nulo, tem-se:

0
a(ep)+V~(epv):V-(T-v)—V-q. (8.48)
Usando a equagao da conservagao da massa (8.18) e a lei de Fourier (8.2):
D 0
pﬁi:pa—i+p(v~V)e:V~(T~v)+V~(pcpaVT). (8.49)

A equacao (8.49) é a equacao diferencial geral de conservagao da energia
total.

8.7.1 Energia mecanica e energia térmica

Substituindo a energia especifica e em (8.49) pela soma das energias interna,
cinética, e potencial gravitacional (a energia potencial especifica é dada por
(—g-r), onde r é o vetor posigao, e o sinal negativo indica que a energia
potencial aumenta no sentido oposto ao sentido de g):

1
e:u+§(v-v)—(g-r), (8.50)
notando que os termos da derivada total da energia potencial especifica dao
J(g-r)=0e(v-V)(g-r)= (g V), e passando este termo ao lado direito
(este termo pode ser interpretado como a taxa de trabalho realizada pela
forga de corpo gravitacional), tem-se:

D D |1
pFZL+pE {a(vv)] =p(g-v)+V-(T-v)+V-(pc,aVT). (851)
Voltando a equacao de conservacao da quantidade de movimento (8.37) e

tomando o produto interno desta com o vetor velocidade, tem-se:

p(v-%‘;):p(v~g)+v~(V~T), (8.52)
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que pode ser reescrita como:

D |1
pp |30 =plveg VT S (TiD)
onde foi usada a identidade: v-2¥ = L [1(v.v)], e 0 termo v-(V - T) foi
escrito como:
v-(V.T)=V.-(T-v)—(T:D), (8.54)

onde D ¢ o tensor taxa de deformagcao, dado por (5.18). O produto (T : D)
entre tensores é chamado de uma contracao dupla e é definido como a soma
dos produtos entre cada respectiva componente de T e de D. O resultado
deste produto é, obviamente, um escalar. Substituindo T e D por (6.8) e
(5.18) respectivamente, pode-se escrever (T : D) como

(T:D)=—p(V-v)+¢,, (8.55)

onde ¢, é a parte do produto (T : D) proporcional a p. Assim a equagao
(8.53) pode ser reescrita como:

D [1
Ppi |3V VI =p(v-g) +V(T-v)+p(V-v)=d,, (8.56)

A equagao (8.56), obtida a partir da conservagao da quantidade de movi-
mento, ¢ a equagao da conservagao da energia mecanica em um fluido. O
lado esquerdo é a variacao da energia cinética das particulas. Os termos
do lado direito, responsaveis por tal variacao de energia cinética sao, na or-
dem mostrada: a taxa de trabalho devido a forga de corpo gravitacional (ou
variagdo da energia potencial gravitacional); a taxa de trabalho devido as
tensoes de superficie; a taxa de trabalho que deforma o fluido por expansao
volumétrica; e a taxa de trabalho que deforma o fluido por tensoes visco-
sas. O peniltimo termo, p(V -v), é a parte reversivel da troca de energia
mecanica em energia interna (e vice versa), por expansao volumétrica. Esse
termo pode ter sinal positivo ou negativo. O 1ltimo termo, —¢, é sempre
negativo (processo irreversivel), e representa a taxa de dissipacao de energia
mecanica em energia interna.
Subtraindo a equacao (8.56) de (8.51), tem-se:

Du
'OD—t =—p(V-V)+¢,+ V- (pc,aVT). (8.57)

A equagao (8.57) é a equagao da conservagao de energia térmica. Repare
que os termos de trabalho de deformacao tém sinais opostos nas equacoes
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(8.57) e (8.56), ja que no primeiro caso eles subtraem energia mecanica do
escoamento, e no segundo eles aumentam sua energia interna.

De acordo com o capitulo 2, para um gas ideal tem-se que a energia
interna dada por v = ¢,T', a equagao de estado é p = pRT, ec, —c, = R. A
equacao da conservagao da massa (8.19) da:

pDp p(0p\ DT p DT DT
(Vo) =R PO T PR (e — ) . (85
P(V-v) =25 p(aT>p D = T or - Pl o (858
Usando esses resultados em (8.57) tem-se:
DT
POy = ¢+ V- (pc,aVT). (8.59)

Admitindo que o aumento de temperatura devido ao trabalho das forcas vis-
cosas ¢, ¢ desprezivel, e usando a lei de Fourier (8.2) supondo a difusividade
térmica « é uniforme, tem-se:

pr_or +(v- V)T = aV?T, (8.60)
Dt ot

que é a forma mais simples da equacao de difusao/adveccao de calor. A
equacao (8.60) pode ser usada também para liquidos, desde que: o escoa-
mento seja incompressivel; e, obviamente ¢, e o sejam uniformes.

A suposicao de que ¢, ¢ um termo desprezivel na equagao da energia
térmica é uma excelente aproximacao para escoamentos em condi¢oes nor-
mais. Entretanto, na equac¢ao da energia mecéanica (8.56), este termo ge-
ralmente nao pode ser desprezado pois ele representa o tinico mecanismo
dissipacao de energia capaz de manter a energia do fluido finita, em casos em
que hé forgantes externos (como ocorre no caso do experimento de Newton -
segao 6.1).

8.8 Aspectos das equacoes de conservacao

As equagoes diferenciais de conservacao da massa de um soluto, quantidade
de movimento, e energia térmica sao formalmente bastante similares. De
fato, tome como exemplo as equagoes (8.28), (8.41), e (8.60). Elas podem
ser escritas como:

on 2
onde 7 ¢ a propriedade intensiva que pode ser substituida pela concentracao,
pelas componentes do vetor velocidade, ou pela temperatura (ou energia
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interna no caso mais geral). K é a propriedade molecular da matéria relacio-
nada com a capacidade de difusao de massa (D), quantidade de movimento
(), e calor (o). f(x,y,z,t) é uma funcao forcante.

Fisicamente, o termo % ¢ a taxa de variacao da propriedade 7 da particula
de fluido que ocupa a posicao (z,y, z) no instante ¢. Este termo é dividido
na variagao local (ou seja fixa no espago) de 7, %, e uma variacao devido ao
fluxo advectivo de 7, (v-V)n. O termo KV?n é o termo de difusao de n
no espaco ao longo do tempo. Finalmente o termo f (z,v, z,t) é um forcante
que, no caso das equagoes em questao, é nao nulo apenas na equagao da quan-
tidade de movimento, na qual representa a soma dos forcantes do escoamento
(gradiente de pressao e forga de corpo gravitacional).

Note que no caso geral as equacoes possuem derivadas primeiras no tempo
e derivadas segundas no espaco. Matematicamente, isso implica em ser ne-
cessaria uma condicao inicial (a solu¢do para n deve ser conhecida em algum
instante), além de condigoes de contorno em toda a fronteira em torno do

dominio do problema para todo .

8.9 Condicoes de contorno

As equacoes diferenciais apresentadas nas secoes anteriores descrevem as pro-
priedades do fluido dentro de um dominio que, obviamente, deve ser circun-
dado por um contorno. Neste contorno deve-se especificar o comportamento
da solucao das equacoes para todo t. Nesta secao sao apresentadas algumas
das condigoes de contorno frequentemente encontradas.

8.9.1 Superficie sélida

Em um contorno formado por uma superficie sélida que se move com veloci-
dade v, (note que em muitos casos o contorno estd em repouso e v, é nulo), o
fato da superficie possuir uma rugosidade aleatoria, e das moléculas em cho-
ques com a superficie se refletirem com angulos também aleatérios (reflexao
difusa), faz com que a condigao de contorno seja a de que a velocidade do
fluido (que é uma média das velocidades moleculares) no contorno é igual a
velocidade do contorno:

vV =v,. (8.62)

Em casos aproximados em que as tensoes viscosas nao sao importantes
(escoamentos inviscidos), é comum adotar-se a condi¢gdo de impermeabili-
dade, ou seja, o fluido nao penetra o contorno mas pode deslizar sobre ele.
A nivel molecular, isso é equivalente a se ter uma superficie perfeitamente
lisa, onde as moléculas se refletem perfeitamente (reflexao especular). Neste



178 8 — Principios de Conservacao: Equagoes Diferenciais

caso, a condicao é a de que a componente da velocidade do fluido normal
ao contorno naquele ponto ¢ igual a componente da velocidade do contorno
naquela diregao:

V-n=v,.-n, (8.63)

onde n é o vetor normal unitario ao contorno. Nenhuma condicao é imposta
a componente tangencial da velocidade.

Em casos em que o contorno é uma parede porosa, é comum se utilizar
a condigao de penetrabilidade, em que v -n — v, - n # 0, e dependente da
porosidade do material da parede.

Em alguns casos em que o fluido é um gas em que distancia média entre
as moléculas é relativamente grande e a superficie é rugosa, (8.62) ou apenas
(8.63) podem nao funcionar bem. Nestes casos a condi¢ao para a velocidade
normal a superficie é (8.63), mas a condigao para a componente tangencial
Utan pode ser aproximada por:

w - g W, (8.64)
onde V' é a velocidade tangencial relativa do fluido fora da regiao influéncia do
contorno, v., ¢ a componente da velocidade do contorno tangencial ao préprio
contorno, M, é o numero de Mach do escoamento (ver préximo capitulo), e
¢y ¢ um coeficiente de atrito empirico entre o fluido e o contorno. Um efeito
analogo aparece também nas condicoes de contorno para a temperatura e
para a concentracao de um soluto. Este tipo de condicao de contorno nao
sera utilizada neste texto e estes casos nao serao discutidos aqui.

Para a temperatura, ha trés tipos de condicao de contorno em paredes
solidas:

e prescricao da temperatura: T = f;
e prescricao do fluxo de calor: (V7T -n) = f;

e condi¢do combinada: T + (VT -n) = f, onde [ é um coeficiente
conhecido.

Note que nos trés casos f é uma fungao que pode variar no tempo e na
superficie do contorno. Um caso particularmente interessante é aquele em
que o contorno ¢ insulado, e V1'-n = 0.

Similarmente a temperatura, para a concentracao de um soluto as condicoes
em paredes solidas sao:

e prescri¢ao da concentracao: Cy = f;

e prescrigao do fluxo de massa: (VCy4 -n) = f;
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e condigao combinada: Cy + 5 (VCy4-n) = f, onde § é um coeficiente
conhecido.

Novamente, f é uma funcao que pode variar no tempo e na superficie do
contorno.

8.9.2 Superficie livre de um liquido

Quando um liquido estda em contato com um géas onde tensoes de cisalha-
mento sao despreziveis, diz-se que esta interface é uma superficie livre. Numa
superficie livre ha dois tipos de tensao: a ja familiar pressao e a tensao su-
perficial, que é apresentada brevemente a seguir:

Tensao superficial

A existéncia de uma interface visivelmente bem definida entre um liquido e
um gas tem origem no fato de que normalmente liquidos tém massa especifica
ordens de grandeza maior que gases. Por causa da existéncia dessa interface,
as moléculas na superficie estao em ambiente diferente daquelas dentro do
liquido. As forcas moleculares que atraem as moléculas umas as outras de-
pendem da distancia média entre elas. Uma molécula dentro do liquido é
atraida igualmente em todas as diregoes pelas suas vizinhas. Uma molécula
na superficie, entretanto, tende a ser puzada para o interior do liquido no sen-
tido normal a superficie, pois a forga de atracao (coesao) molecular é muito
menor no lado do gés. Este efeito faz com que o ntimero de moléculas na
superficie livre seja o minimo necessario para mante-la. Macroscopicamente,
o efeito é chamado de capilaridade, no qual a superficie livre estd sempre
tentando se contrair através de uma tensao denominada tensao superficial.

Em termos de dinamica do escoamento, dois tipos de condi¢ao de contorno
se fazem necessarias numa superficie livre: (i) condigao cinemadtica, em que
as particulas da superficie livre permanecem na superficie livre (ou seja, a
superficie livre é uma superficie material); (ii) condi¢ao dinamica, na qual a
pressao do gas py deve equilibrar a pressao do liquido na interface, a menos
da tensao superficial. Matematicamente, se a superficie livre é representada
pela equagao F (x,y, z,t) = 0 a condi¢do cinematica é DF /Dt = 0, que pode
ser escrita como:

9¢ ¢ 9¢

UV, = §+U$% +Uya_y7

onde z = ((x,y,t) é a posicao da superficie livre. A condi¢ao de contorno
dinamica ¢é dada por:

(8.65)

1 1
P=pot+o (E R_z) ; (8.66)
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Figura 8.1: Acao da tensao superficial num elemento de uma superficie
livre.

onde o é o coeficiente de tensao superficial que depende das condi¢oes da
interface (fluidos envolvidos, temperatura, etc.), e Ry e Ry s@o os raios de
curvatura da superficie livre em diregdes ortogonais do plano tangente a
superficie no ponto em questao. Note que a tensao superficial s6 é importante
se a superficie livre tem raios de curvaturas pequenos. A figura 8.1 ilustra o
equilibrio para uma superficie livre (desprezando uma dimensao).

8.9.3 Interface entre dois fluidos

No caso mais geral de haver uma interface entre dois fluidos (sub-indices 1 e
2) em que ha fluxos de quantidade de movimento (tensées de cisalhamento),
massa de um soluto, e calor, as condi¢oes de contorno na interface sao:

e continuidade da velocidade: v = vy;

e continuidade das tensdes na superficie (pressao mais tensoes viscosas)
cuja normal local é n: T; -n = Ty - n (no caso em que ha tensao
superficial, o balanco da tensao normal deve ser corrigido de acordo

com (T3 -n) - = (T -m)-n+ 0 (7 + )
e continuidade da temperatura: T} = T5;

e continuidade do fluxo de calor através da interface cuja normal local é
n: picp,0q (VT -n) = pacp,00 (VT - n);

e continuidade da concentracao de um soluto A nos fluidos 1 e 2: C'y; =

Cas;
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e continuidade do fluxo de massa: p1Dap; (VCa; -n) = psDaps (VCyy - n).

Na ultima equacao acima, D45, é a difusividade de um soluto A no solvente
B, e o sub-indice 1 se refere a mistura entre A e B (fluido 1). O mesmo é
valido para o fluido 2. Obviamente, o soluto A deve ser o mesmo para os
dois fluidos.

8.9.4 Condicoes de entrada e saida

Quando o contorno do dominio de um problema intercepta o escoamento (ti-
picamente em entradas e/ou saidas do fluido - por exemplo de uma tubulagao
ou em duas segdes transversais de um rio), a rigor, se nenhuma simplificagao
é feita, devem ser conhecidas as seguintes varidveis em todos os pontos desses
trechos do contorno: vetor velocidade v, pressao p, temperatura T', concen-
tragao do soluto C'4. Estas condigoes se estendem também para casos em
que se conhece a solucao no far-field. Por exemplo, digamos que o dominio
se estende até y — oo, entao deve-se especificar Voo, Poo, Toos Caco-

8.10 Equagoes em coordenadas curvilineas

As equagoes da conservacao da massa, quantidade de movimento, e energia
apresentadas em notacao vetorial - por exemplo (8.19), (8.31), (8.41), e (8.59)
- sao validas para qualquer sistema de coordenadas, embora de forma geral
foi utilizado o sistema de coordenadas cartesiano nas suas deducoes. As
equacoes em sistema cartesiano sao obtidas simplesmente substituindo:

V. = uge, +ue, +ve,, (8.67)
D 0 0 0 0
i = a—l—vx%ijya—y—i—vZ@, (8.68)
0 0 0
V = ex%+eya—y ‘l“ezg, (869)
2 2 2
V2 = 0 0 0 (8.70)

o2 Tap o

onde (x,y, z) sdo as coordenadas cujas orientagoes sao dadas pelos vetores
unitarios ortogonais entre si e,, e,, € e..

Nesta secao as equacoes para um escoamento incompressivel onde as pro-
priedades moleculares do fluido sao uniformes e constantes sao apresentadas
(sem deducao) em sistemas de coordenadas cilindricas e esféricas.
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“A

Figura 8.2: Sistema de coordenadas cilindricas (r, 6, z) e sua relagdo com o
sistema cartesiano (z,v, 2).

8.10.1 Coordenadas cilindricas

As coordenadas cilindricas sdo representadas por (r, 6, z) cujas orientagdes
sao dadas pelos vetores unitarios ortogonais e,, €g, e e.. A coordenada z é
idéntica a do sistema cartesiano. As relagoes entre as coordenadas cilindricas
e as coordenadas cartesianas sao:

r=+/22+y?% 6= arctan %, z =2z, (8.71)

ou
x=rcosf, y=rsenf, z=-z (8.72)

O vetor velocidade é representado por v = v,.e, + vyey + v.,e,. A figura
8.2 ilustra o sistema de coordenadas cilindricas e sua relacao com o sistema
cartesiano. Os seguintes operadores sao definidos:

D 0 0 10 0
T TR e (8.73)
0? 10 1 02 0?
2
= oo 74
Vv 87’2+7’87’+r26«92+822 (8.74)

Conservacao da massa

A equacao da conservacao da massa de um fluido incompressivel em coorde-

nadas cilindricas é dada por:
. a'U,r. 1 8@9 avz Ufr

o tran Tty =0 (8.75)

V.v



8.10 — Equacgoes em coordenadas curvilineas 183

Conservacao da massa de um soluto

A equacao da conservacao da massa de um soluto de concentracao C'4 em
coordenadas cilindricas ¢ dada por (8.31) com os operadores (8.73) e (8.74).
Equacoes de Navier-Stokes

As equagoes de Navier-Stokes para um fluido incompressivel e com visco-
sidade constante, em coordenadas cilindricas para as direcoes 7, 0, e z sao
dadas por:

Dv, v? op v, 2 0v
(B ) < (e 2), o

Dt r or r?2 06
Duvg  v,v9 10p 9 2 v, g
— = - ——= — — = 8.77
p(Dt+ r ) Pge o9 TH vv€+r289 r2)’ (8.77)
Du, op :
= L= — .. 8.7
"D Pg: = 5 T UV (8.78)
Repare que o vetor aceleragao (lados esquerdos das equacoes acima) é:
Dv, v} Dvg  v,vg Do,
— — e, -0 —e,, 8.79
N (Dt fr)e+(Dt+ - )T e (8.79)

onde —v}/r e v,vp/r sao as parcelas da aceleragao devido as forgas ficticias
centripeta e de Coriolis, respectivamente.

Conservacao da energia

A equagao de conservagao da energia térmica para a temperatura 7" em co-
ordenadas cilindricas é dada por (8.59) com os operadores (8.73) e (8.74).

8.10.2 Coordenadas esféricas

As coordenadas esféricas sao representadas por (R,0,¢) cujas orientagoes
sao dadas pelos vetores unitarios ortogonais er, ey, ¢ e4. A coordenada 6
¢ idéntica a do sistema de coordenadas cilindricas. O raio R aqui nao tem
a mesma definicao que o raio r das coordenadas cilindricas e a notacao R
(maitsculo) foi adotada exatamente para evitar confusoes. As relagoes entre
as coordenadas esféricas e as coordenadas cartesianas sao:

R =22+ y2%+ 22, Hzarctang, ¢ = arccos : ., (8.80)
x /$2+y2+22

x = Rsen¢gcosf, y= Rsen¢dsent, z= Rcosb. (8.81)

ou
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Figura 8.3: Sistema de coordenadas esféricas (R, 0, ¢) e sua relagao com o
sistema cartesiano (z,v, 2).

O vetor velocidade é representado por v = vrer + vpep + v4e4. A figura
8.3 ilustra o sistema de coordenadas esféricas e sua relacao com o sistema
cartesiano. Os seguintes operadores sao definidos:

Do 0000
Dt ot "oR T " Rsenood " YRog '
2 _ 10 (0 12
V' = mor\"aR) T mesenzoae *

19 B

Conservacao da massa

A equacao da conservacao da massa de um fluido incompressivel em coorde-
nadas esféricas é dada por:

1 9(R*vg) N 1 vy N 1 O (sen ¢uvy)
R?> OR Rsen¢ 00  Rsen¢ 0]

V.v= =0. (8.84)
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Conservacao da massa de um soluto

A equagao da conservacao da massa de um soluto de concentracao C'y em
coordenadas esféricas é dada por (8.31) com os operadores (8.82) e (8.83).

Equacoes de Navier-Stokes

As equacoes de Navier-Stokes para um fluido incompressivel e com viscosi-
dade constante, em coordenadas esféricas para as direcoes R, 0, e ¢ sao dadas
por:

Dvp  vj + v op
'0<Dt_ , ):PQR—%
+ o (V%R - 2};)5 - %%ﬁ - 2v¢};r;>t¢ - jencb%) . (8.85)
p (1;;9 + U’ze + UGU‘Z;OW) = pgo — ﬁnaﬁ%
Tom (V%G_ R ;enw TR SQenqﬁa@U@R R%Z(e)if ¢8ave¢)’ (8.86)
p <lg}f + - Ug(};w) = pgs — %g—z
o (V%‘b " %65}5 TR ;¢n2¢ - RiZZZf¢%) | (8.587)

Mais uma vez as forgas ficticias se manifestam no vetor aceleracao:

Dv v2 + v? Dv VR, VgUg COL
a:( R Yp ¢>GR+< 9+R€+€¢> ¢)ee+

Dt R Dt R R
Dvy,  wgrvy  v}cotg
( S =) e (8.88)

onde —(vj + v3)/R e —vjcot¢/R sao aceleragoes centripetas e vgrvg/R,
VgUy cOt /R, € vruy/ R sao aceleragoes de Coriolis.

Conservacao da energia

A equagao de conservagao da energia térmica para a temperatura 7" em co-
ordenadas esféricas é dada por (8.59) com os operadores (8.82) e (8.83).
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Figura 8.4: Fluido entre placas paralelas sujeito a gradiente de pressao.

8.11 Solucoes das equacgoes de conservacao

Com as equacoes da conservacao da massa e da massa de um soluto, as trés
equagoes de Navier-Stokes, a equacao da conservagao da energia térmica, e
uma equacao de estado, tem-se sete equacoes para as sete incognitas: massa
especifica, concentracao do soluto, trés componentes de velocidade, pressao, e
temperatura. Caso se queira considerar os coeficientes de viscosidade, difusi-
vidade massica, e condutividade térmica como variaveis, deve-se estabelecer
equacoes de estado para estas variaveis também. Este sistema de equacoes
diferenciais parciais nao lineares é extraordinariamente dificil de se resol-
ver para casos gerais. Devido aos termos advectivos (ndo-lineares), solucoes
analiticas s6 sao possiveis para casos particulares extremamente simplifica-
dos, e mesmo solugoes numeéricas sao limitadas devido a complexidade das
equacoes.

Nesta secao € apresentada uma série de exemplos de aplicacao das equacgoes
diferenciais de conservacao da massa, quantidade de movimento, e energia,
para situacoes particulares nas quais algumas simplificacoes sao feitas de
modo a viabilizar solucoes analiticas.

8.11.1 Escoamento permanente entre placas paralelas

Considere o escoamento permanente (0/0t = 0) de um fluido viscoso en-
tre duas placas paralelas infinitas em movimento relativo (a placa superior
em movimento com velocidade V' e a placa inferior parada), e sujeito a um
gradiente de pressdo uniforme dp/0dx, como mostra a figura 8.4. Primeira-
mente o escoamento pode ser suposto incompressivel. A bi-dimensionalidade
do escoamento impoe 9/0z = 0. O escoamento é obviamente uniforme na
dire¢do x, entao Ov,/0r = 0, de modo que a equagdo da conservagao da
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massa Jv,/0x + Jv, /0y = 0 fornece dv,/dy = 0. Como v, =0 em y = 0,
entao v, = 0 em todo o dominio. As equagoes do movimento para = e y
(8.44) e (8.45) se reduzem a:

op d*v,
Op
0 = —pg——. 8.90
P95, (8.90)

A equacao do movimento-y mostra que a pressao é hidrostatica. Integrando
a equagao do movimento-z duas vezes em relacao a y, tem-se:

2
y~ Op
- .+ C Cy =0. 8.91

55y T T Oy + O (8.91)
(1 e (5 sao constantes de integracao e podem ser determinadas pelas condicoes
de contorno como se segue. Na placa inferior y = 0, v, = 0, entao Cy = 0.
Na placa superior, y = 2h, v, = V, entdao C; = h(dp/0x) — uV/ (2h). O
perfil de velocidades é entao dado por:

Vy yop ( y)
2L (h-2 92
' 2h  pox 2 (8.92)
A tensao de cisalhamento no fluido é:
dv, pV op
T = j— = -— h—y)—. )

Escoamento plano de Couette

Este é um caso particular do exemplo mostrado em que o gradiente de pressao
é nulo, e o escoamento é movido apenas pelo trabalho das forgas viscosas
proveniente do movimento da placa superior. Neste caso o perfil de velocidade
é:

Vy
= —, 8.94
Ve = oy (8.94)
e a tensao de cisalhamento é:
N
Tyy = —. 8.95

Note que neste caso T, ¢ constante.
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Figura 8.5: Varios casos de escoamento entre placas paralelas.

Escoamento plano de Poiseuille

Se a placa superior se encontra em repouso, tem-se o chamado escoamento de
Poiseuille, no qual a fonte de energia é o trabalho residual devido ao gradiente
de pressao. Para este caso o perfil de velocidade é parabdlico:

y%( %
e =———\(h—%), 8.96
! 1 Ox 2 ( )
e a tensao de cisalhamento é uma funcao linear:
Ip
T, =(h—y)—. 8.97
y=(h—y) 2 (597

Repare que a tensao no centro do tubo (y = h) é nula neste caso.

A figura 8.5 ilustra varias combinagoes das solugoes mostradas neste
exemplo, incluindo aquelas em que dp/dxr e V tém sinais opostos (a), o
mesmo sinal (b), e os casos particulares de Couette (c) e Poiseuille (d).

8.11.2 Fluido em rotagao uniforme

Imagine um cilindro contendo um fluido inicialmente em repouso colocado em
rotacao com velocidade angular 6. Inicialmente a superficie livre do fluido é
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Figura 8.6: Fluido em rotacao uniforme com superficie livre.

horizontal. Devido ao atrito com as paredes do recipiente o fluido comeca a se
mover até que um regime permanente é atingido quando as forcas centrifuga
e o gradiente de pressao devido a inclinagao da superficie livre se equilibram.
Neste ponto o fluido para de se deformar e entra em rotacao uniforme com
o recipiente como se fosse um corpo solido. A figura 8.6 ilustra este estado
final. A pergunta é: que funcao descreve a superficie livre neste caso?

Inicialmente pode-se observar que, como o fluido nao se deforma, nao ha
tensoes viscosas, e muito menos o divergente das mesmas, ou seja: Vv = 0.
Além disso, a velocidade do fluido na direcao radial é nula, e a componente
na direcao angular 6 é apenas funcao do raio r, e nao do angulo 6. Essa
velocidade na direcao 6 sera: vy = rf. As equagoes de Navier-Stokes se
reduzem ao balanco entre a forca centrifuga e do gradiente de pressao em r,
e uma equacao hidrostatica para a direcao vertical z:

. Op
—orf? = =2 .

pr o (8.98)

Ip
0 = —— —pg. 8.99
5, P9 (8.99)

O diferencial da pressao é dado por:

dp = @dr + @dz = pr6?dr — pgdz. (8.100)

- or 0z
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Integrando a equacao acima entre dois pontos 1 e 2 quaisquer no fluido:

1 .
P2 —p1 = 5/)92 (T% — Tf) —pg (22 — 21) . (8.101)

Supondo que a superficie livre esta sob pressao atmosférica constante py, ela
deve satisfazer a equacao acima com p; = py = po:

1.
(20 —21) = %92 (r3 —17). (8.102)

Supondo ainda que z; é a posicao da superficie livre no centro do cilindro
(r1 =0), e atribuindo z; = z e ry = r tem-se:

1 .
= — 6?2 8.103
z=2z + % re, ( )

que é a equacao para um paraboloide de revolucao em torno do eixo. Esta
é a equacao que descreve a posicao de superficies de igual pressao. Resta
encontrar a posicao da superficie livre z;,. Admitindo que o raio do cilindro é
R e que a posicao da superficie livre em repouso é z = 0 com a profundidade
inicial do fluido igual a H, tem-se que, se o volume total de fluido deve se
manter o mesmo quando o fluido esta em rotacao, entao:

21 R 1 .
/ / H+ 2z + —0%?*) rdrdf = nR*H. (8.104)
0 0 2g

Integrando o lado esquerdo e explicitando z;:

R*0?
=— ) 8.105
“1 4g ( )
A funcao que descreve a superficie livre em funcao de r é, entao:
2R (12 1
= — . 1
z (1) 2% (R2 2) (8.106)

Neste exemplo é importante notar que as tensoes viscosas sao importantes
apenas para colocar o fluido em rotacao. Ao entrar em regime permanente,
tais tensoes desaparecem completamente.

8.11.3 Difusao pura em material semi-infinito

Considere um canal semi-infinito com dgua pura em repouso, que subita-
mente ¢ colocado em contato com um reservatério de dgua salgada (a di-
fusividade sal-dgua é Dy) com concentracao de sal que pode variar com o
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Co (t) >

Figura 8.7: Canal de dgua doce em contato com agua salgada.

tempo Cjy (t). Admitindo que o gradiente de pressao entre o reservatério e
o canal e a componente x da forca da gravidade, assim como a viscosidade,
sao despreziveis, qual sera a concentracao dentro do canal em funcao de x
e t?7 A figura 8.6 ilustra a situacao. Primeiramente note que como nao ha
qualquer forgante no problema, as equacoes de Navier-Stokes para x e y se
resumem a: Dv,/Dt = 0 e Dv,/Dt = 0, ou seja, as particulas de dgua irdo
permanecer com velocidade constante no tubo. Como a condigao inicial é de
v nulo, entao v permanecera nulo para todo t. A equacao de transporte de
sal é dada por (8.29) que, com Dap = Ds e v =0, se reduz a:

oc,  _ 9°C,

5 = Dig o (8.107)

As condigoes iniciais e de contorno sao
Cs(z,t=0)=0, Cs(x=0,t)=0Cp(t). (8.108)

Aplicando a transformada de Laplace? no tempo & equacao diferencial parcial
(8.107), tem-se:
?C, s
dz?2 D,

A solucao da equacao acima é:

C, = 0. (8.109)

Cy = AeVs/Ps  BemVs/Dst, (8.110)

*A transformada de Laplace em ¢ ¢ dada por L{f (t)} = f(s) = [~ fe *'dt, e tem
como propriedade: £ {df/dt} = sf (s) — f(0)
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Tomando C, (x — 00) = 0, entdo A = 0. Assim:
C, = Be V#/Psz, (8.111)

C_hamando a transformada de Laplace da condigao de contorno em x = 0 de
Co (s), e aplicando-a em (8.111) fornece B = Cj (s), e (8.111) fica:

Cy (x,5) = Cy (5) e V/Ps, (8.112)

A solucao desejada ¢é a transformada inversa de (8.112) que da:
T t o— 2 /[ADs (t—7)]
- / Co (7) —
2/ Dy Jo (t—r1)

A integral acima nao possui uma forma analitica em termos de fungoes ele-
mentares e deve ser avaliada numericamente. 7 é uma variavel de integracao
no tempo, e t é o instante atual. Repare que a concentracao no canal Cj
apenas depende da condi¢ao de contorno entre 7 = 0 e 7 = ¢, ou seja, da
informacao passada. Isso nao é surpreendente, ja que nao é de se esperar
que o que ocorrera na condicao de contorno no futuro influencie a situacao
do presente.

Este problema tem uma versao inteiramente analoga para a transferéncia
de calor (bastando substituir concentragao por temperatura, e difusividade
molecular por térmica) e outra para transferéncia de quantidade de movi-
mento que é mostrada a seguir.

Cs (x,t) = dr. (8.113)

8.11.4 Escoamento transiente em fluido semi-infinito - primeiro
problema de Stokes

Considere uma placa infinita localizada em y = 0 sob um fluido viscoso
inicialmente em repouso. A placa é posta em movimento em ¢t = 0 e mantida
a velocidade constante V' na diregdo x. A equacao relevante é a equacao do
movimento na direcao x que, apds simplificagoes se reduz a:
2
0v, 0“v,

= . 114
a7 0y? (8.114)

(v é a viscosidade cinematica igual a ;1/p). As condigoes iniciais e de contorno
para o problema sao:

vz (y,0) =0, v, (00,t) =0, v, (0,t)=V. (8.115)

Este problema ¢é conhecido como problema de Rayleigh e também como pri-
meiro problema de Stokes. Para obter a solucao poderia-se utilizar, como no
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problema anterior, a técnica da transformada de Laplace (note a semelhanga
do problema). Em vez disso, como ilustragao, serd procurada a chamada
solucao por similaridade. Considere a seguinte varidvel:

§ = Byt". (8.116)

Admitindo que v, = v, (§), pode-se substituir esta transformacao em (8.114)
cujos termos ficam:

61)35 dvx 85 _n dva}

= D% 11
a1 d§ ot = 1 de (8.117)
0*v, o, d?v,
o £ R (8.118)
entdo (8.114) fica:
2 2
o _ny dvs (8.119)

a&?z vt dé
A ideia do método é escolher n e B de forma que a equacao (8.119) se torne
fungao de £ apenas (e nao de y ou t). Assim, escolhe-se:

1 1 Y
=—— B=—— (= ) 8.120
n=-—3 NN (8.120)
As condigoes de contorno em termos de & sao:
v (E=0)=V, v, (£ =00) =0. (8.121)
A equagao (8.119) é reescrita como:
d (dv, dv,
— — =0. 122
i () % (5122
Integrando duas vezes tem-se:
5 2
Uy = 01/ e ¢ d¢ + Oy, (8.123)
0

onde C; e (5 sao constantes de integragao. Aplicando a condi¢ao de con-
torno v, (£ =0) = V, tem-se Cy = V. Aplicando a condigao de contorno

v, (€ = 00) =0, tem-se® C) = —2V/\/7 :

v, =V (1 - % /5 —52d§) : (8.124)

5Solucao da integral I = fooo e=€de: (i) I? = 150 e_($2+y2)dxdy; (i) 7% = 2% +y2,

dxdy = rdrdf), I? = F/2 _T2rdrd9; iif) 12 = /2 |- L= T w/4; (iv) I = +/m/2
0 2 o
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que pode ser escrita em termos da chamada funcao erro:

Y
v,=V (1—erfé) =V |1—erf . 8.125
-t =7 |1t (7)) 1)
Repare que para um dado £ tem-se um unico v,, mas had um nimero infinito
de combinagoes de y t t que dd o mesmo £ (aquelas que satisfazem & =
y/ [2\/ I/t] ). Portanto, as solugbes para pontos ¢ = constante sao similares,
dai a terminologia solu¢ao por similaridade.

8.11.5 Escoamento oscilatéorio em fluido semi-infinito - segundo
problema de Stokes

Considere uma situacao similar & do problema anterior, entretanto, com a
velocidade da placa infinita oscilando com frequéncia angular w (ou seja,
periodo T' = 27 /w) e amplitude Vi: V (t) = Vjcoswt. Neste caso nao sera
considerado o periodo transiente em que o fluido é colocado em movimento
a partir do repouso, e sim a condi¢cao quando ¢ — 0o, ou seja, serd admitido
que a solucao é periddica, assim como o é a condicao de contorno. A equacao
do movimento é:

ov, 9%v,
= . 8.126
a7 0y? ( )
As condigoes de contorno sao:
vy (00,t) =0, v, (0,t) = Vjcoswt. (8.127)

Se a solugao é oscilatéria, pode-se escrever, em notagao complexa (onde ape-
nas a parte real deve ser considerada)®:

v (y,t) = F(y)e™; (8.128)
vy , .
;t = wF (y) e, (8.129)
onde i = v/—1 A equagcao (8.126) fica:
. d*F .
iwFe™" = l/d—yZGWt. (8.130)

Dividindo por ™! e solucionando a equacao diferencial para F (y):

F(y) = AetouiVE | pe-(4i/V2
Aedv/V2i0u/V2 | Be_sy/ﬁe_iéy/ﬁ, (8.131)

0 k3 - .
;cosh = SEH— e e =cosf +isend.

10 _ 0
2%

Spor definicdo: senf =
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onde A e B s@o constantes de integragao, e 6 = /w/v. Como v, — 0
quando y — oo, entdao A = 0; a condigao v, (0,t) = Vjcoswt, fornece que
B = F (y =0) = Vj. Retornando a v,:

Ve () = F(y) et = Voe 0/ V2emi0u/V2givt
%eféy/\/iei(wtf@/\/i). (8.132)

Tomando apenas a parte real de v, em (8.132):

Vs (y,1) = Voe™ Ve/@ cog [(wt . \/gy)] . (8.133)

Repare que a solucao decai exponencialmente de V| até se anular em y = oo,
ao mesmo tempo que oscila tanto no espaco (y) quanto no tempo, e que,
como é de se esperar, a frequéncia espacial da solu¢ao (em y) aumenta a
medida que a frequéncia temporal w aumenta, e que viscosidade diminui. A
figura 8.8 ilustra a solugao com perfis em y de v, em vérios instantes num
periodo T' = 27 /w de oscilagao.

8.11.6 Escoamento laminar em plano inclinado

Considere um fluido viscoso incompressivel escoando sobre uma superficie
plana infinita e com inclinagao 6 em relacao a superficie da terra. A figura
(8.9) ilustra a situagao. A ideia é procurar uma solu¢do para a velocidade
v, em regime permanente, supondo que o unico forcante do problema é a
forca da gravidade, e que, portanto, nao hé gradiente de pressao na diregao
x. Admitindo que v, = v, = 0, entao a equacao da conservagao da massa
v, /0x + Ovy /0y + Ov,/0z = 0 fornece que Ov,/0r = 0. A equacao de
Navier-Stokes na direcao = se reduz a:

y

A condigao de contorno no fundo fornece v, (y = 0) = 0. Na superficie livre,
considerando que a pressao atmosférica é desprezivel, a condicao é a de que
a tensao viscosa de cisalhamento é nula:

dv, dv,

Ty =0)=pG" (y=0)=0= T (y=5) =0, (8.136)
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vz / Vo
Figura 8.8: Escoamento sobre fundo oscilatério com periodo T'. Perfis de
velocidade v, (y) para vérios instantes dentro de um perfodo.

Os instantes t,,, partindo de um instante de referéncia ¢, sao
dados por t, =t + (n — 1)T/8.

Figura 8.9: Escoamento em plano inclinado.
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A solugao de (8.134) é:

pgsen

2
: 1
o Y + Cry + Oy (8.137)

Vg (y) =

Substituindo as condigoes de contorno tem-se:

0
oy =05 oy, =0, (8.138)
i
A solucao é entao:
2] 2
v (y) =22 S;n (5y - ‘%) : (8.139)

Repare que o perfil é parabdlico e que a velocidade é maxima na superficie
livre.

8.11.7 Conducao de calor

Embora este texto é sobre fluidos, o fenomeno de conducao pura de calor
em um fluido ¢é idéntico a condugao de calor em um soélido. Por exemplo,
considere uma parede infinita perpendicular a um eixo z com um material
solido de condutividade térmica o, massa especifica p, e calor especifico c,
uniformes e constantes. Em uma das faces (posicdo = = 0) a temperatura
¢ mantida constante em Ty. A outra face (x = L) estd em contato com o
ar que difunde calor para x > L a uma taxa igual a ¢,. Deseja-se saber a
distribuicao de temperatura na parede em regime permanente. A equagao
governante para este problema é a equagao da difusdo unidimensional (ja que
o problema s6 dependera de x) para um material em repouso, e em regime
permanente:

d*T
0=« R (8.140)
A condicao de contorno em z =0 ¢é T (0) = Ty. Em x = L nao se sabe qual é
a temperatura. Sabe-se, entretanto, que deve haver um fluxo de calor ¢, que
deve ser igual ao fluxo de calor dentro da parede naquela posicao. Entao, em

= L:

dT
el — 8.141
pea—— =g (8.141)
ou dT
el (8.142)
dz|,_, pea

Integrando (8.140) duas vezes:
T (z) = Az + B, (8.143)
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9z

onde, com a condicdo em z = 0 e x = L, tem-se B = Ty, e A = ~ea

Portanto:
qx

T(ZL‘) = TO — pcal

x. (8.144)

Repare que se a parede fosse insulada em x = L, entao teria-se ¢, = 0 e
portanto a solucao permanente do problema seria uma temperatura uniforme
e igual a Tj.

8.12 Problemas propostos

1. A figura 8.10 mostra duas camadas de fluidos diferentes (sub-indices 1
e 2 indicam fluido superior e inferior), com igual espessura. Ambos os
fluidos estao sob um gradiente de pressao constante Op/0x < 0. Admita
que as camadas de fluido sao infinitas nas direcoes horizontais, e que
o problema é permanente, incompressivel, e que todas as propriedades
de cada fluido sao uniformes. A aceleracao da gravidade é g apontando
para baixo. A partir das equacoes de Navier-Stokes completas para
os fluidos 1 e 2, nas diregoes = e y, faca as simplificacoes, estabeleca
condicoes de contorno em y, tanto nas paredes quanto na interface
entre os fluidos e resolva as velocidades em termos das propriedades
dos fluidos e do gradiente de pressao dp/0dz.

Tl 111) T Trlg,

[que g — fiy (811 — Tf) + fi (11 + T11)] ( oo = 12 :pgsodsay

P1, M1 h
== Op/0x = constante <0 == + ngE

P2, Mg, onde py > py h

Figura 8.10: Dois fluidos entre placas fixas.

2. Na figura 8.10 as paredes sao mantidas a temperaturas 77 e T5. Em
termos de p; e po, das difusividades térmicas a; e aw, e dos calores es-
pecificos a pressao/volume constante (iguais neste caso) ¢; e ¢y, todos
uniformes, resolva o problema permanente e ache o perfil de tempera-
tura em cada camada em funcao das propriedades de cada fluido.
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3. Mostre que:
DCy

Dt

% (Cap) + V- (Capv) =p

4. Determine o perfil de velocidade do escoamento de um fluido viscoso
(viscosidade ) em regime permanente (ou seja, determine a distri-
buigao espacial da velocidade do fluido) em uma tubulacao cilindrica
(raio R) horizontal com gradiente de pressao conhecido na diregao do
eixo do tubo.
[Z(%) - {] %%— = (4)a :pys0dsayy

5. Considere um escoamento de um fluido viscoso (viscosidade pu) entre
dois cilindros conceéntricos na direcao axial horizontal x com raios Ry
(externo) e R; (interno). Desprezando a gravidade (ou incorporando
a gravidade no gradiente de pressdo, o que é equivalente), determine
a solugao permanente para a velocidade do fluido em cada um dos se-
guintes casos: (a) O cilindro externo se move com velocidade constante
Vb enquanto o cilindro interno permanece em repouso, e nao héa gradi-
ente de pressao na dire¢ao axial; (b) ambos os cilindros permanecem
em repouso, mas ha gradiente de pressao conhecido na direcao axial;
(c) o cilindro externo se move com velocidade constante Vj enquanto
o cilindro interno permanece em repouso, e ha gradiente de pressao na
direcao axial.

. 3y up— 0y up v ze My _ .
{(zw—ga)(wl—?y w teld T ZJ} ap 1 = (4)a psodsay

6. Na figura 8.11 vapor se condensa em uma superficie vertical. A dgua
(de massa especifica p e viscosidade 1) é entao puxada para baixo pela
forga gravitacional formando uma fina pelicula de espessura d(x) e de
largura b (perpendicular ao papel). A taxa de condensacao é conhecida
dm/dr = C constante, onde m é igual ao fluxo de massa na diregao
do escoamento na placa. Admita que a lamina é muito fina e que o
escoamento é viscoso. Admita também que nao ha variacao da pressao
atmosférica no ar. Faca as simplifica¢oes pertinentes e determine: (a)
m como funcao de d(x), a espessura da pelicula; (b) a espessura da
pelicula 6(x).

6,d (Mg .
#ﬂi‘ /¢ = ()¢ (q) .@ = w (e) wysodsay

7. A figura 8.12 mostra dois fluidos com py, 11, p2, pa, escoando entre 3
placas. A placa superior e a inferior estao em repouso, mas a placa
do meio pode se mover horizontalmente. As espessuras dos fluidos
sao h e 2h, e o fluido de cima (indice 1) e de baixo (indice 2) estao
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ar
agua

4] \
Figura 8.11: Condensagao em uma parede.

sujeitos a gradientes de pressao constantes dp/dx = k e dp/dx = —k,
respectivamente. Determine a velocidade V' da placa do meio.

Placa movel 1 yT_’

p2, p2, dp/dx = —k

Figura 8.12: Dois fluidos e trés placas.



CAPITULO 9

ANALISE DIMENSIONAL E
SIMILARIDADE

9.1 Introducgao

9.1.1 Similaridade geométrica

Em geometria, o conceito de semelhanca é apresentado como uma ferramenta
para resolver problemas. Em Mecanica dos Fluidos, como em outras areas,
o conceito de semelhanca é igualmente 1til, porém, é mais geral no sentido
que trata-se nao apenas de objetos geométricos no espaco, mas de objetos e
fenomenos que, além de existirem no espaco, podem possuir massa, energia,
temperatura, composi¢ao quimica, podem se mover e se deformar ao longo do
tempo, podem sofrer esforcos, etc. Neste capitulo sera usada a terminologia
similaridade no lugar de semelhanca.

Como motivagao, primeiramente sera visto como a semelhanca geométrica
pode ajudar a resolver problemas elementares em geometria plana.

Suponha que vocé tem em maos todas as medidas do triangulo ABC
da figura 9.1, mas vocé nao conhece as do triangulo A’B’C’. Sabendo que
os dois triangulos sao semelhantes, vocé poderda inferir qualquer grandeza
adimensional de A’B’C’ pois estas grandezas serao numericamente idénticas
no ABC.

Por exemplo, sao adimensionais qualquer um dos angulos como «, 3, e ¥
do triangulo ou razoes entre grandeza com a mesma dimensao como a/b, ou
ab/c?, ou (a® + b?c)/(a’*c + b?).

Além disso, em se tratando de um objeto puramente geométrico e fixo,

201
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C7

A’ B’

Figura 9.1: Triangulos semelhantes.

apenas com a dimensao fundamental comprimento L pode-se obter qualquer
outra dimensao do objeto (por exemplo a drea tem dimensdo L?). Assim,
conhecendo ABC, e medindo apenas um tinico comprimento de A’B’C’; tem-
se acesso a todas as medidas deste objeto a partir de relagoes entre ele e o
seu semelhante ABC.

Por exemplo, se a drea de A’'B’C’ é S’ entao segue que o seu perimetro
dividido por v/S” devera ter valor idéntico no triangulo ABC. Supondo co-
nhecida a drea S de ABC, segue que o perimetro P’ de A’B’C’ devera ser

P = (a+b+c)\/S]S.

9.1.2 Similaridade para além da geometria

O uso de modelos reduzidos é uma importante aplicacao de analise dimen-
sional e similaridade, nao apenas em ciéncia e tecnologia, mas também nas
artes como o cinema, em jogos de computador, brinquedos, etc. E comum
em museus, por exemplo, se observar modelos reduzidos de trens (trens “de
brinquedo”) se movendo em trilhos e passando por uma miniatura de uma
cidade. O realismo da cena muitas vezes impressiona. Porém, quando nao ha
o devido cuidado por parte do construtor do modelo, possivelmente pode-se
perceber que ha algo estranho com o movimento do trem. Possivelmente ele
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estara rapido demais para a cena parecer 100% real. O que ocorre nestes ca-
sos ¢ que embora tenha havido cuidado com a similaridade geométrica, nao
houve esse cuidado com a similaridade cinemdtica. Para que a cena fique re-
alista, a velocidade do trem deve parecer real. Para que a velocidade pareca
real, o tempo que o trem leva para atravessar a cidade, por exemplo, deve ser
o mesmo no modelo e no protétipo (o trem em tamanho real). Do ponto de
vista de se montar uma cena realista de um trem atravessando uma cidade
para um observador externo, no modelo, a velocidade do trem deve ser muito
menor que no protétipo. O quanto menor? Ora, se a razao entre comprimen-
tos do modelo e protétipo for 1/100 (tomando esta razao como geral para o
presente exemplo), a velocidade do modelo precisara ser 1/100 da velocidade
do trem protétipo. Isso significa que o intervalo de tempo necessario para
que o trem do modelo se desloque uma distancia L deve ser 100 vezes mais
longo que para o trem prototipo. Este exemplo ilustra a ideia de similaridade
que vai além apenas da geometria, para a cinematica da situacao: também
o tempo, além dos comprimentos, passa a ser importante. Mais que isso,
combinagdes comprimento-tempo (como velocidades e aceleragoes) passam a
ser importantes. Do ponto de vista do realismo da cena, onde houver mo-
vimento, o tempo para que algo se mova entre 2 pontos afastados de uma
distancia d (no protétipo) ou d/100 (no modelo) deve ser o mesmo no modelo
e no prototipo.

Voltando ao exemplo do modelo do trem, imagine que outros fenémenos
que dependam do tempo estejam ocorrendo neste modelo. Por exemplo, um
péndulo de relégio pode estar oscilando naturalmente por efeito da gravi-
dade. Suponha que em tamanho real o trem atravessa a cidade enquanto o
péndulo completa 50 ciclos (periodos). Para que pareca realista, o periodo
do péndulo deve ser o mesmo no protétipo e no modelo. Para manter a si-
milaridade geométrica, o comprimento do péndulo do modelo deve ser 1/100
do comprimento do péndulo do protétipo. Como tanto o protétipo quanto
o modelo estao sob a mesma gravidade g, chega-se a um impasse quanto
ao realismo do periodo de oscilacao do péndulo, pois, para ambos os casos,
esse periodo é proporcional a \/%, onde [ é o comprimento do péndulo, 100
vezes maior para o prototipo, e como g nao muda, o periodo de oscilacao do
péndulo do modelo sera

Yg__ 1 (9.1)

\/100l/g 10
(um décimo) do periodo do péndulo protétipo. A causa do problema é que
agora ha algo que nao havia antes: dinamica, ou seja, o que faz o péndulo
oscilar ¢ a gravidade do planeta Terra, que se manteve a mesma para o modelo
e prototipo. Seria possivel compensar esta diferenca com um comprimento
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diferente no péndulo do modelo, mas isso destruiria a similaridade geométrica
pré-estabelecida. A titulo de curiosidade, poderia-se pensar em compensar
a diferenca com uma aceleragao gravitacional g 100 vezes menor que a da
Terra. Para isso seria necessario estarmos em outro planeta. Para manter
a similaridade geométrica, o planeta modelo deveria ter raio igual a 1/100
do raio R da Terra. Se o material da Terra for o mesmo no protétipo e no
planeta modelo (mesma densidade), entao a massa do planeta modelo seria
(1/100)% da massa da Terra M. A “nova” gravidade (do modelo) seria:

g _ G 1%3 (9 2)
100 R 27 '
(100)

enquanto que a gravidade da Terra é:

GM

o (9.3)

g =
Nas formulas acima, G,, e GG seriam as constantes da gravitacao universal
para o planeta modelo ou para a Terra. Das equacoes acima, G,, = G
(por pura sorte, ji que G ndo é uma constante adimensional), e portanto,
dada a condicao de mesma densidade planetaria, nao seria necessario um
outro universo (com outra constante G) para que o péndulo oscilasse com o
periodo “correto”.

A moral da histéria aqui é simples: ao se trazer variaveis externas ao con-
trole do modelador para o problema (no caso acima, o valor da aceleragao
gravitacional), frequentemente depara-se com dilemas e escolhas de compro-
misso que precisam ser feitas para que a analise dimensional e a similaridade
entre fendomenos possam ser teis.

Explorando um pouco mais este exemplo e a imaginacao, a ideia é agora
imaginar uma folha caindo enquanto o trem passa e pretende-se que a velo-
cidade terminal da folha seja tal que dé ao fendmeno o realismo cinematico
desejado. Supoe-se que a folha tem a exata proporcionalidade da similari-
dade geométrica, ou seja, tem-se no modelo uma miniatura exata da folha
em termos de geometria. Sabe-se que a velocidade de queda da folha deve
ser

V=ay— (9.4)

onde o é uma constante adimensional, p é a densidade do ar, A é a area da
folha projetada no plano horizontal, M é a massa da folha, e g é a aceleragao
da gravidade. Ora, o ar é o mesmo para o protétipo e para o modelo, assim
como ocorre com ¢. Para se manter a similaridade geométrica, sendo o
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comprimento do modelo 1/100 do protétipo, tem-se que a area da folha no
modelo é 1/10.000 da &rea da folha no protétipo. Para que a queda da
folha pareca realista, a velocidade da folha deve ser tal que o tempo para a
folha modelo percorrer uma altura H deve ser o mesmo que para que a folha
protétipo percorra uma altura 100H, ou seja a velocidade da folha modelo
deve ser V/100, um centésimo da velocidade da folha protétipo. Com estes
dados pode-se entao escolher a massa necessaria para que folha do modelo
caia com uma velocidade que aparente ser realista. Se a massa da folha
prototipo for M e da folha modelo for m, pode-se explicitar o na féormula
acima para o prototipo e para o modelo, e obrigar que « nos dois casos seja
o mesmo. Isso tem que ser verdade pois o é adimensional e portanto seu
valor deve se manter fixo independentemente das dimensoes ou do sistema
de unidades. Assim:

V.o V/100 M

= — N
Mg | [ mg "= 100.000.000
pA pA/10.000

A massa da folha modelo devera ser cem milhoes de vezes menor que a massa
da folha real — uma condicao provavelmente inviavel. Novamente, neste caso
a dinamica entra em cena influenciando o problema da reducao de escala.

As ideias introduzidas acima para o modelo reduzido de um trem tiveram
como motivagao uma busca pelo realismo cinematico da cena. Em enge-
nharia, entretanto, na maioria das vezes nao se busca puramente realismo
cinemédtico (similaridade cinematica) e sim similaridade dinamica, por exem-
plo, para se extrair de um modelo reduzido informagoes sobre a forga de
atrito entre um objeto se movendo e um fluido.

Também, no exemplo acima (e em todos os outros neste texto), as gran-
dezas envolvidas sao escritas em termos de trés dimensoes fundamentais de-
rivadas da massa, comprimento e tempo. Para problemas de termodinamica,
é possivel ter a temperatura como quarta dimensao envolvida. Para proble-
mas de quimica pode-se ter varias espécies massicas, e assim por diante. No
entanto, apenas com comprimento, tempo, e massa, resolve-se uma enorme
gama de problemas de similaridade em engenharia. Em problemas envol-
vendo diferentes espécies quimicas, pode-se ter a massa para cada espécie
como dimensao fundamental. Em problemas envolvendo eletromagnetismo,
pode ser necessaria a inclusao de outras dimensoes como carga elétrica, cor-
rente elétrica, magnetizacao, etc.

=M x 107°. (9.5)

9.1.3 Dimensoes fundamentais e derivadas

Quando for possivel escrever qualquer dimensao como uma combinacao de um
nimero minimo de dimensoes, estas denominam-se dimensoes fundamentais
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ou primarias, e aquelas denominam-se dimensoes derivadas ou secundarias.
A definicao de quais dimensoes serao consideradas as fundamentais é total-
mente arbitraria. O mais comum €é o uso, como dimensoes fundamentais, da
massa (M), do comprimento (L), do tempo (T), e eventualmente da tempe-
ratura (t — para nao confundir com o tempo).

E importante fazer-se a distincao entre dimensao e unidade. A unidade
(gramas, quilémetros, minutos, newtons, joules, etc.) é apenas um padrao
para se comunicar o valor de uma grandeza em uma dada dimensao em uma
dada situacdo. Assim, a massa (dimensao) de um mesmo objeto pode ser
expressa um diversas unidades: quilogramas, gramas, libras, toneladas, entre
outras.

O uso de MLT como as dimensoes fundamentais, como ja foi dito, é
arbitrario. De fato, algumas das constantes fundamentais do universo como a
velocidade da luz no vacuo, a constante gravitacional de Newton e a constante
de Plank sao grandezas com dimensoes secundarias ou derivadas do sistema
MLT, o que poderia sugerir o uso de outras dimensoes fundamentais. O fato
é que o conjunto mais conveniente para formar a dimensoes fundamentais
depende do problema em questao.

E sempre possivel combinar grandezas (varidveis, parametros, etc.) com
dimensoes primérias e/ou secundérias de modo que o objeto resultante nao
tenha dimensao alguma. Estes objetos sao ditos adimensionais. Estas gran-
dezas também nao possuem unidade em termos das dimensoes fundamentais.
E muito comum e 1til em problemas reais se combinar varidveis dimensionais
para formar varidveis (ou ntimeros) adimensionais.

A combinacao entre n dimensoes fundamentais X; para formar qualquer
outra dimensao de uma variavel fisica A pode sempre ser escrita generica-
mente na forma:

[A] = X3 X57 - - X0, (9.6)

onde [A] é a dimensao de A. Se, por exemplo, n = 3, e Xj..3 20 massa,
comprimento e tempo, MLT, segue que a grandeza forca pode ser escrita na
seguinte dimensao:

F — M IL 2T 3= F’ (97)
o que, em termos dos expoentes, fornece: a; = 1, ag = 1, ag = —2. Pode-se

interpretar os expoentes das dimensoes fundamentais como componentes da
base canonica de um espaco vetorial euclidiano:

M = M'L'T, L =ML'T", T =M"LOT!, (9.8)

e os expoentes da dimensao de uma grandeza qualquer, como os coeficientes
da combinacao linear que forma a dimensao desejada. Assim, tem-se que o
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vetor que forma a dimensao da grandeza forca é:
(1,1,-2) = a1(1,0,0) + a2(0,1,0) + «3(0,0, 1). (9.9)

Esta interpretacao dos expoentes das dimensoes fundamentais como coefici-
entes de uma combinacao linear em um espaco vetorial é 1itil na compreensao
de andlise dimensional.

Uma distingao final importante deve ser salientada: quando uma variavel
é adimensional, isto nao significa que esta variavel nao tem unidade, e sim,
que esta variavel é insensivel a mudancas de escala. Talvez o exemplo mais
didatico deste ponto seja a grandeza angulo. Um angulo é sempre adimen-
sional, mas é expresso em unidades como graus, radianos, minutos, etc. A
adimensionalidade do angulo significa apenas que aumentando a escala de
um objeto por um fator qualquer, os angulos do objeto permanecerao os
mesmos na escala aumentada. Outros exemplos sao o uso da unidades de
concentragao adimensionais como ppm (parte por milhdo) e ppb (parte por
bilhao), e o uso de percentuais para expressar probabilidades (10% é equi-
valente a 0,1) e umidade relativa do ar. Na maioria dos casos, o parametro
adimensional nao costuma ser expressado em uma unidade com um nome
particular. Um exemplo tipico é a rugosidade relativa (altura das rugas di-
vidida pelo diametro) de um tubo circular, expressa simplesmente como um
nimero pequeno maior que zero.

9.2 Teorema de Buckingham dos II’s adimensionais

Como extensao direta da interpretacao da dimensao de uma grandeza como
resultado de uma operacao linear, ao se agrupar n variaveis Y; na forma 7 =
61 52 : z .t o n [3
Y'Yy? - Y, ou, escrito de forma compacta no produtério Z =[], Y/,
a dimensao [Z] (a notagao [x] indicard a dimensao da varidvel x) em termos

das dimensoes fundamentais MLT é:

[Z] — M™[o2Te — (MalLb1TC1)B1 L (MaannTcn)Bn
= st (9.10)

i=1

Em termos dos expoentes, escritos como componentes de vetores, tem-se:

(o, a0, a3) = (@181 4+ anfn, b1 1+ - -+ bufn,c1f1+ - - -+ ¢nfn), (9.11)
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ou, na forma matricial,

Io
(€3] ay Gz -+ Qp 52
ag | = b1 by -+ by .
a3 Ci Co -+ Cp .

B

A matriz contendo a’s, b’s e ¢’s acima é chamada de matriz dimensional. Se
for conhecido como as variaveis Y; estao agrupadas, ou seja, se conhece-se
B;, a operacao acima é uma operagao algébrica banal apenas para que se
obtenha a dimensao da variavel Z. Por exemplo, se n = 2, Y; e Y5 forem
forca e velocidade, e, f; = 1 e By = 1, tem-se que Z possui dimensao de
poténcia.

O caso mais interessante é quando sao conhecidos os Y;’s (e portanto os
a’s, b’s e ¢’s) e os a;’s (e portando a dimensao de Z) e se quer descobrir como
combinar Y;’s que forneca os «;’s, ou seja, qual é a solugao (51, , 5,)?

Este é o problema fundamental da algebra linear. O sistema pode ser in-
determinado (ter infinitas solugoes), pode ser impossivel (nenhuma solugao),
ou determinado (solugao unica).

Na pratica, em andlise dimensional, o interesse ¢ em um caso ainda mais
especifico, que é o de Z ser uma variavel adimensional, ou seja, procura-
se solugoes (f1,---,[B,) para o sistema homogéneo em que (ay, s, a3) =
(0,0,0). As possiveis combinagoes das varidveis Y; que satisfazem a esta
condigao sao os chamados grupos adimensionais. A cada uma destas solugoes
¢é atribuido o simbolo II;, K = 1...p, onde p normalmente é o nimero de
combinagoes de Y; independentes (do ponto de vista da algebra linear) entre
si. O restante desta secao explora esta ideia.

A matriz dimensional é formada por vetores-colunas contendo, para cada
variavel Y;, os expoentes de cada dimensao fundamental desta variavel. Cada
um destes vetores pertence a um espaco vetorial de dimensao euclidiana igual
ao numero de dimensoes fundamentais do problema (por exemplo, 3, no caso
MLT). O posto p da matriz dimensional é o ntiimero de colunas linearmente
independentes (LI) entre si. Claramente estas colunas LI geram e sdo uma
base para o espaco das colunas da matriz, e necessariamente p é menor ou
(na maioria dos casos) igual ao nimero de dimensoes fundamentais. Como a
disposicao das colunas da matriz dimensional é arbitraria, pode-se enumerar
as n variaveis Y; do problema tal que Y7,Y5, - - - | Y}, as varidveis base, formam
p vetores-colunas LI da matriz. As n—p (n—p é um inteiro maior ou igual a
zero, conhecido como a nulidade da matriz) varidveis restantes sao portanto
Y;)Jrlv Y;,+27 e 7Yn717 Yn

Do que se sabe de élgebra linear, as colunas (p+ 1) até n correspondentes
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as variaveis restantes, podem ser expressas como combinagoes lineares das
colunas LI’s correspondentes as p variaveis base. Tem-se entao, a base dada
por: {(ay,b1,¢1),- -, (ap, by, cp)} €, para as varidveis restantes j = p+1---n:

((Ij,bj,Cj) :.Tj1<(l1,b1,01)+"'+.ij(ap,bp,cp), j:p—i—ln, (912)

ou, de forma equivalente, usando as dimensoes das varidveis em vez dos
expoentes da dimensao fundamental, para cada variavel entre p+ 1 e n:

V)] = [V [Yg7) - [YE0], j=p41--n. (9.13)

Ora, a equacao acima diz que

1

Vil (Y] [Yr]) =1 (9.14)

ou seja, pode-se identificar n—p variaveis adimensionais independentes 11, - -

I, p:
Y.

J

j—p — T T Tin\ 0
(Yl 11Y2 12_,_}/;)119)

IT j=p+1---n. (9.15)
O valores de xj sao os coeficientes da combinacao linear dos vetores LI
da matriz dimensional que tornam adimensionais os II's correspondentes as
colunas (varidveis) restantes.

A questao que resta é: para um dado problema, que varidveis/parametros
(dimensionais em geral) Y; deve-se incluir na formacao dos II’s, e como saber
se, de fato, estas variaveis estao relacionadas?

Infelizmente a resposta a esta pergunta nao é facil, e determinar que
variaveis devem ser agrupadas exige conhecimento teérico do problema, ex-
periéncia empirica, sensibilidade, e, principalmente, parcimonia.

A tnica resposta geral que pode ser dada é a de que se ha certeza que
um problema envolve n variaveis Yi,- - -,Y,,, entao deve existir alguma relacao
ou lei matematica dimensionalmente consistente entre estas variaveis. Por
consisténcia dimensional se quer dizer apenas que em uma relacao do tipo A+
B = C, por exemplo, A, B e C' devem possuir a(s) mesma(s) dimensao(oes).
Em geral, portanto, supoe-se que esta relacao existe entre as variaveis Y's:

fV, Yo, Y, 0, Y,) =0, (9.16)

Usando (9.15):

IT IT,,_
f }/17 7Y;27 T T ! Tip0 v Xrx o L T = 0. (917)
YRy Sz .y YEY e Y
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A expressao acima permite a definicao de uma nova funcao equivalente re-
presentando a lei f = 0, recombinando os Y’s e II's no argumento de f:

fl <Y17Y27 e 7}/;)71_[171_[27 e 7Hn*p) = 0. (918)

O préximo argumento é o de consisténcia dimensional para mostrar que a
expressao acima ¢ equivalente a:

f2 (1717 717H17H27"' 7anp) - F(H17H27“' 7anp)- (919)

A lei deve permanecer a mesma para qualquer sistema de unidades. Por
exemplo, substituindo metros por quilometros, multiplicando pelo fator de
conversao 1073 todas as instancias onde houver comprimento L, a relacao
deve permanecer vélida (o fator de conversao deve acabar sendo cancelado).
O mesmo deve ocorrer para qualquer dimensao que venha a sofrer uma con-
versao de unidades. Para cada Y; independente (j = 1,2,---,p), uma con-
versao de unidades em que cada uma das dimensoes fundamentais (3, no caso
do presente trabalho) é multiplicada pelo respectivo fator de conversao, ¢;;
(1 = 1,2, 3, as dimensoes fundamentais, j = 1,--- ,p, o numero de varidveis
dimensionalmente independentes), a expressao f; = 0, sendo vélida em qual-
quer sistema de unidades da:

ai bi c1 ag ba o ap by cp
fi (P1011021C317 P2C15C95Cs3, 5 PpCrpCapCap, Iy, Ha, - - - aanp)
:fl (P17P2>"' 7pp7H17H27”' 7Hn—p) (920)

onde (p1, p2,- -, pp) sao os valores de (Y7,Ys,---,Y,) em um certo sistema
de unidades e,

A A a1 b1 c1 az b2 c2 ap bp cp
(D1, P2, -+ 7pp) = (p1clicai a1, P2Ci3Co5C55, - - - 7ppclpc2p03p)7
sao os valores convertidos. Fazendo p; = p = - -+ = p, = 1, e resolvendo c¢;;
em
ar b1 c1 _ —1 a2 by co -1 ap bp cp 1
C11€21C31 = P15 C12C22C39 = Po 5~ 5 CpCopCsy = Py

pode-se obter a seguinte identidade:

F(H17H27“' 7anp) = fl (1717 717H17H27“' 7anp)
- fl <p17p27' o 7pp7H17H27 T 7Hn7p) . (921>

Entao
0 p =Gy, - Ty, Ty, -+ M) 0 (9.22)

F(Iy, Iy, -+ 10,_,) = 0. (9.23)
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A fungao F(II's) expressa o mesmo principio que a func¢ao f(Y’'s), mas como
o numero de variaveis envolvidas ¢ menor, hd um ganho de simplicidade
no problema quando expresso em termos das variaveis adimensionais. Este
resultado ¢ conhecido como teorema de Buckingham ou Teorema dos II’s.

O que se quer dizer com as fungoes f(---), g;j(---), F(---), e G;(---) nas
equacoes acima € que existe uma expressao matemaéatica envolvendo os argu-
mentos da funcao, mesmo quando esta expressao nao pode ser determinada
em termos de fungoes conhecidas. Na maioria dos casos, esta expressao so
é possivel de ser encontrada de forma aproximada e com alguma informacao
empirica externa (obtida a partir de experimentos, por exemplo). Em ou-
tros casos, esta expressdo é a solucao (infelizmente) desconhecida de uma
equagao diferencial conhecida. Os casos em que a expressao f (ou F) é co-
nhecida completamente nao tem muita relevancia na pratica, mas sao étimos
casos para ilustrar o uso do teorema para fins didaticos.

Nao é incomum, por ignorancia ou por cautela, a especificacao de mais
variaveis do que aquelas essenciais para o problema. Normalmente nestes
casos ainda assim é possivel extrair informacao por analise dimensional com
o teorema dos II’s. O oposto, ou seja, se forem omitidas varidveis essenciais
para o problema, o uso do teorema serd, na melhor das hipdteses, inttil, e
na pior das hipoteses, catastrofico.

Alguns exemplos simples de como selecionar as varidveis envolvidas em
um problema para casos nao necessariamente relacionados com fluidos sao
apresentados abaixo.

e Considere o intervalo de tempo 7" que um objeto com massa m de-
mora para cair verticalmente de uma altura H até a superficie da Terra
(massa M) no véacuo, supondo que a aceleragao da gravidade é cons-
tante igual a g. Em uma primeira tentativa, poderia-se supor que a
relacao é: f(T,m,M,H,g) = 0. Entretanto, sabe-se que nao é ne-
cessaria a inclusao das massas m e M pois o que é relevante da lei da
gravitacao ja esta incorporado em g e uma relagao mais simples pode
ser estabelecida com 3 variaveis: f(7, H,g) = 0. A matriz dimensional
neste caso tem posto 2, e segue que havera apenas uma variavel adi-
mensional Iy = T'\/g/H e F(Il;) = 0 ou II; = const. = k, ou ainda

T =k\\/H/g.

e O periodo de um péndulo de massa pontual m, comprimento [, osci-
lando no véacuo sob acao da gravidade g com uma amplitude 6, implica
em uma relacao do tipo f(T,m,l, g,0y) = 0. Novamente, o problema
pode ser simplificado sabendo-se que a massa nao é importante, o que
fornece a relagao mais simples: f(T 1, g,0y) = 0. Neste caso, novamente
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tem-se posto 2 na matriz dimensional, e 2 variaveis adimensionais, entre
elas o préprio 6y: I1; = T'\/g/l e Ily = 6y. Segue que F(T'\/g/l,6y) = 0,
ouT/g/l =G(by), e G é uma fungao a se determinar.

e Uma esfera praticamente lisa de raio R de massa m viajando a uma
velocidade horizontal constante V' na atmosfera de densidade p, viscosi-
dade pu, sofre uma forca de atrito F' horizontal. A expressao neste caso
seria, em principio f(F,p,u,V,R,m) = 0. Como a massa da esfera
normalmente estd ligada ao peso, que neste caso é perpendicular ao
movimento da esfera, provavelmente a massa estara fora do problema,
e f(F,p,u, V, R) = 0 seria uma expressao mais ttil. Neste caso, o posto
da matriz dimensional ¢ igual a 3, e o nimero de [I's igual a 5 — 3 = 2,

e pode-se obter II; = G(I1), ou pV—ERQ = G(5iR)-

9.3 Exemplos de aplicacao do teorema de Buckingham

Nesta se¢ao sao mostrados com mais detalhes alguns exemplos de aplicacao
do teorema de Buckingham. No primeiro exemplo serao exploradas possiveis
aplicagoes de analise dimensional em modelos fisicos reduzidos.

9.3.1 Forga de arrasto entre fluido e sélido

Como formular a forga de arrasto (atrito) F' (dimensao MLT?) existente em
um objeto sélido se movimentando com velocidade constante V' (dimensao
LT™!) em um fluido? Para tornar as coisas simples, imagine que o objeto
é uma esfera de diametro D (dimensao L), que a superficie desta esfera é
rugosa, e que esta caracteristica pode ser representada por uma altura de
rugosidade e (dimensao L). Outra caracteristica da esfera é a sua massa
m (dimensao M). O fluido é caracterizado pela sua densidade p (dimensao
ML™3) e pela sua viscosidade dinamica u (dimensao ML™'T~!). A aceleragao
gravitacional pode ser tomada como constante g (dimensao LT2). Surge
agora uma questao importante. Se a velocidade da esfera for tomada como
constante, nao ha aceleracao, Isaac Newton nos garante que a forca resultante
deve ser nula, e, no caso do movimento da esfera se dar na vertical, isto
significa que o peso da esfera mg sera igual, em moddulo, a forga de atrito
F. Obviamente, este ¢ um fato banal que nao ajuda na determinacao da
natureza do atrito. O que se quer é uma relacao entre F' e as outras variaveis
que nao {m,g}. Outra maneira de ver o por qué de nao incluir massa e
gravidade, ja explorada na se¢ao anterior, é o fato do atrito ser uma forca de
superficie cuja magnitude independera do sentido do movimento. Portanto,
o resultado deve independer do movimento ser na horizontal ou vertical, de
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existir ou nao a forga de corpo peso. Com isso, fica estabelecido para este
problema que a forca de atrito F' sera funcao de p, u, V', D, e, ou seja, existe
a relacao:

f(F,p,u,V,D, e) =0. (9.24)

Tomando MLT como dimensoes primarias, o préximo passo ¢ a montagem
da matriz dimensional com os expoentes das dimensoes primarias para cada
variavel do problema. Aqui uma importante observagao: a classificagao de p,
D, etc. como varidveis, nao significa que estas quantidades estarao variando
enquanto o fenomeno ocorre. O que se quer dizer é que estas quantidades
podem assumir valores diferentes em diferentes problemas, experimentos, ou
situagoes (diferentes esferas, diferentes fluidos, etc.). Muito bem, normal-
mente a matriz dimensional contém as dimensoes primérias como linhas e as
variaveis como colunas:

‘ F p w V D e
M|1T 1 1 0 0 0
L|j1 -3 -1 1 1 1
T|-2 0 -1 -1 0 0

O préximo passo é a determinacao do posto p, e a escolha das p colunas
LI que comporao a base dos II's e que vao adimensionalizar as demais co-
lunas. Aqui aparece uma ambiguidade no problema, pois ha varias opcoes
de vetores LI. Claramente o posto da matriz dimensional deste problema é
p = 3. Pode-se escolher como base as variaveis p, D e V. Para cada uma das
variaveis dimensionais restantes, F', u, e e, havera uma variavel adimensio-
nal, e os expoentes (coeficientes) de cada dimensdo primdria correspondente

(1, Tja, Tj3):
I, = Fp*™ ' D%2V s [, = pp* D*2V%2 Iy = ep®t DT/, (925)

As solucoes z;; que adimensionalizam os II's sao: z; = —1, x1p = —2,
T3 = =2, Typ = —1, Xy = —1, x93 = —1, 231 = 0, w33 = —1, 233 = 0. Os
II’s sao, portanto:

F W e

A relacao que o teorema garante existir é:

F nwooe
S - 9.27
i = (o5 5) (9.27)

onde ¢ apenas indica uma relagao funcional a ser determinada.
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Dois dos IT’s obtidos acima aparecem com frequéncia em anélise dimensio-
nal e por isso recebem denominagoes especiais. O inverso de Ily, pDV/u = Re
é conhecido como nimero de Reynolds. e/D é conhecido como rugosidade
relativa.

Antes de dar prosseguimento sobre a utilidade da analise usando este
exemplo, vale fazer um comentario para dizimar de uma vez por todas o
aparente problema da ambiguidade na escolha de diferentes variaveis para
compor a base da adimensionalizagao. Estas diferentes escolhas, simples-
mente significariam a obtencao de II'’s diferentes. Porém, a posteriori, estes
outros II’s podem ser obtidos simplesmente manipulando e combinando os
II’'s obtidos na primeira tentativa. Por exemplo, pode-se inverter um ou
mais I’s, ou montar novos II’s como razoes entre poténcias dos II’s obtidos
previamente. Por exemplo pode-se estabelecer para o presente exemplo os
seguintes II’s, que seriam igualmente validos:

F peV D
h=— Ih=—, Il3 = —. 9.28
1 ,uevu 2 ILL ) 3 e ( )

O melhor arranjo para as variaveis torna-se portanto uma questao de con-
veniéncia, tradicao, etc.

Na pratica, uma das maiores utilidades do teorema dos II's vem justa-
mente do fato de que nao se conhece por completo a relacao para as variaveis
dimensionais. No caso do presente exemplo da forca de arrasto entre um
fluido e uma esfera, que pode ser estendida para problemas como o da forca
de arrasto em um aviao ou carro se deslocando, o que se tem é um desconhe-
cimento de um equacionamento tedrico satisfatorio para a forga de arrasto,
e uma necessidade, portanto, de se determinar esta for¢ga por meio de expe-
rimentos. Imagine que se queira realizar experimentos para medir a forca de
arrasto I’ para diferentes esferas (com vdrios diametros e rugosidades), com
diferentes velocidades, em diferentes fluidos (com vérias densidades e viscosi-
dades), o nimero total de experimentos para dar conta de todos os casos que
se possa estar interessado tornaria o trabalho inviavel. Para se ter uma ideia,
suponha que se realizasse experimentos com 25 esferas com 5 diametros dife-
rentes, cada uma com 5 rugosidades diferentes, para cada esfera 5 velocidades
diferentes (um total de 125 casos até agora). Para cada uma destas situagoes,
o experimento seria feito com 25 fluidos, com 5 densidades e 5 viscosidades
diferentes. O total de experimentos seria de 3125 — uma ardua tarefa e uma
representatividade duvidosa (apenas 5 valores de cada variavel). Para uma
melhor representatividade e precisao, seria necessario aumentar o ntimero de
valores experimentais de cada variavel para, por exemplo, 50 em vez de 5.
Neste caso, seriam necessérios 50° ou 312.500.000 (trezentos e doze milhoes e
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quinhentos mil!) experimentos. A uma taxa de um experimento por hora, 24
h por dia, seriam necessarios mais de 35 mil anos para se completar a tarefa!

Por outro lado, o mesmo fenomeno tem a relacao adimensional II; =
¢(I1,, 113). Pode-se obter toda a informagao fisica desejada medindo I1; para,
por exemplo, 50 valores de II, e 50 valores de 113, apenas modificando D e V'
(usando o mesmo fluido e 0 mesmo material /rugosidade para as esferas em
todos os experimentos). O nimero total de experimentos seria 2500, o que
parece bem mais razoavel.

Outra grande utilidade do uso do teorema ¢é a possibilidade de se estudar
experimentalmente fenomenos em escala de protétipo usando modelos redu-
zidos. Usando ainda o presente exemplo, a forca de arrasto do ar em uma
esfera de diametro D e rugosidade e pode ser determinada por experimentos
em uma esfera com diametro 10 vezes menor, desde que a rugosidade seja
e/10 para manter o mesmo I3 no protdtipo e no modelo, e a velocidade seja
também 10 vezes menor V//10, para manter o mesmo Il no protétipo e no
modelo.

9.3.2 Efeito capilar em meio poroso

Em solos porosos onde hd um lencol freatico a uma certa profundidade, a
zona saturada pode, por efeito da capilaridade, se elevar a niveis acima do
nivel gravitacional do lengol (definido como o nivel que a dgua se encontrara
se for cavado um pogo no local). Esta sobre-elevagao de altura h (dimensao
L) é fungao da densidade da dgua p (dimensao ML™3), da tensdo superfi-
cial na interface ar-dgua, o (dimensao MT~2), e da permeabilidade do solo &
(dimensao L?), além da aceleragao gravitacional g (dimensao LT~?) que equi-
librara a forga capilar e mantera a zona saturada fixa no tempo. Poderia-se
pensar que a viscosidade do fluido devesse exercer algum papel, mas como
o fluido se encontra em repouso, a viscosidade nao pode desempenhar papel
algum no problema.
A matriz dimensional sera:

‘ h p o K g
MO 1T 1 0 0
L1 -3 0 2 1
T|0 0 -2 0 -2
com posto p = 3, portanto ha 2 varidveis adimensionais. Por exemplo

pode-se formar as varidaveis adimensionais como II; = hp®ttg*12x"13; Iy =
op*gt2K*2  Obrigando que as dimensoes dos II's sejam MCLOT?, os ex-
poentes deverao ser: z1; = 0, x5 = 0, 213 = 1/2, 297 = —1, x5 = —1,
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x13 = —1. O teorema dos II’s garante que:

M = f(IL), ou —-—f (L) . (9.29)

9.3.3 Velocidade de um tsunami

Um tsunami é uma onda muito longa se propagando no oceano. Considere
o problema da velocidade C' (dimensao LT™!) de propagagao desta onda.
Em principio, é razoavel supor que a velocidade seja funcao da aceleracao
da gravidade g (dimensao LT?), da profundidade do oceano H (dimensao
L), e da densidade da 4gua p (dimensao ML™3). Embora num tsunami haja
movimento do fluido, pode-se antecipar que o efeito da viscosidade que é
inibir e dissipar a energia do escoamento pode ser desprezado para o calculo
da velocidade da onda.

A matriz dimensional é:

‘ C p H g
MO 1T 0 0
Lj1 -3 1 1
T|-1 0 0 -2

O posto é 3, e, portanto ha apenas 1 varidavel adimensional, por exemplo
1

II = Cprg®He. E facil verificar que a solugao ¢ a = b= —5,c=0,ell =
C/v/gH. Note que, ao contrdrio do caso de uma onda sonora, a densidade da
agua nao faz parte do problema, o que significa que a velocidade do tsunamsi
seria a mesma se o oceano fosse composto de outro fluido com densidade
completamente diferente(!!). Este exemplo ajuda a esclarecer o que pode-se
concluir quando ha apenas 1 II. Obviamente a relacao neste caso nao pode
ser expressa como um II em fungao dos outros II’s, ja que hé apenas um tnico
II. Entretanto, pode-se escrever f(I1) = 0, ou pode-se argumentar que Il nao
¢é funcao de coisa alguma, o que equivale a dizer que II = constante = K, ou
seja: C'= K+/gH. Este é um étimo exemplo de como a andlise dimensional
pode chegar perto da resposta para um problema. A solucao das equacoes de
conservacao para o problema de um tsunami forneceria K = 1, e C = \/gH.

Se no oceano onde ocorre a propagacao do tsunami ja houver uma corrente
com velocidade V', a velocidade do tsunami deve ser corrigida. A inclusao
de V forneceria mais um II e a resposta seria: C/v/gH = f (V/\/gH). O
parametro adimensional V/y/gH = Fr aparece em intimeros problemas onde
ha ondas de gravidade, e foi batizado de numero de Froude.
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9.3.4 Velocidade do som

Ao contrario do caso de uma onda superficial como o tsunami, o som nao
precisa da acao da gravidade para se propagar, e, por outro lado, sua veloci-
dade ¢ (dimensao LT™!) é funcao da densidade do fluido p (dimensao ML™3).
Porém, além da densidade, o som sabidamente é decorrente da compressibi-
lidade do material ou seja, da acao da pressao p (dimensao ML~'T~?) sobre
a densidade. Se o fluido estiver se movendo com uma velocidade constante V'
(dimensao LT™1), o efeito Doppler se fard presente modificando a velocidade
do som. O problema a partir da matriz dimensional é:

‘ c p p V
M|{O 1 1 0
L1 -3 -1 1
T|-1 0 -2 -1

Este é um caso interessante pois a matriz tem posto p = 2 apenas e, portanto,
h& 2 varidveis adimensionais que podem ser:

I (9.30)

c I V c f V
e e 2 = 5 == — .
Vo/p Velp /e p/p
Como ha liberdade na escolha das variaveis adimensionais, é possivel combi-
nar as variaveis acima e fazer:

m--—S meY (K) . (9.31)

Se a velocidade do escoamento V' for nula, tem-se:

C

Vp/p

Ma = V/c é um parametro adimensional conhecido como nimero de Mach.
Novamente, chega-se perto do resultado tedérico que vem da solucao das
equacoes diferenciais e termodinamicas para o problema do som, que fornece,
para situagoes onde a compressao é isentrépica (adiabdtica): ¢ = \/f_y\/gj ,
onde v é um outro numero adimensional conhecido por indice adiabdtico e
é definido como a razao entre os calores especificos a pressao constante e a
volume constante.

= constante. (9.32)

9.3.5 Hidrostatica

A pressao em um corpo de dgua parece aumentar com a profundidade “devido
ao peso” da dgua. Pode-se supor entdo que a pressio p (dimensao ML™1T~?)
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é fungao da profundidade h (dimensao L), da acao da gravidade g (dimenséao
LT~?), da densidade p (dimensao ML™®) e da pressao do ar p,, (dimensao
ML~'T~2) atuando na superficie do corpo de dgua. Para este problema, a
matriz dimensional é:

lp p h g pa
M1 I 0 0 1
L -1 -31 1 -1
T2 0 0 -2 -2

que, tendo posto p = 3, fornece uma relagao entre 2 II’s, que podem ser:

p par p par
I, = —, I, = , —:f( ), 9.33
Yopgh’ 7 pgh’ pgh pgh (9:33)
ou ainda
Par
p = pghf < ) : 9.34
ool (9.34)
Novamente, chega-se perto da solucao do problema que é bem conhecida:
par par
f( ) =1+ , € p:par_'_pgh- 9.35
pgh pgh (9:85)

9.4 Adimensionalizacao de equacoes

Uma aplicagao essencial de andlise dimensional é a adimensionalizacao de
equacoes. E comum haver problemas em que, apesar das equagoes governan-
tes originais serem complicadas demais para serem resolvidas, o problema
oferece oportunidade de simplificacoes que pode permitir diminuir o ntimero
de termos ou o numero de varidveis envolvidas, por exemplo. A ideia é que
em uma equacao escrita na forma adimensional é facil identificar a ordem
de grandeza dos termos e os tamanhos relativos entre eles, tudo isso sem
ambiguidades decorrentes das unidades/dimensoes envolvidas.

Nao faz parte do escopo deste livro a exploracao de muitos problemas
envolvendo sistemas de equacoes diferenciais utilizando analise dimensional.
Por isso, serao mostrados apenas trés exemplos para introduzir a ideia.

9.4.1 O primeiro problema de Stokes revisitado

O problema é o de um fluido viscoso inicialmente em repouso colocado em
movimento pela translacao de uma placa com velocidade constante V. Este
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problema ja foi abordado no capitulo precedente e a ideia é apenas com-
plementéd-lo com o que estd por tras da técnica de solucao 14 abordada. O
problema de valor de contorno e inicial é:

O, 0%v,

TRETER (9.36)

v é a viscosidade cinematica, v, é a velocidade do fluido, y é a direcao per-
pendicular a placa. As condicoes iniciais e de contorno sao:

vz (¥,0) =0, v, (00,t) =0, v, (0,¢) =V. (9.37)

Este problema tem 5 “variaveis” envolvidas: wv,, V, v, y e t. A matriz
dimensional para o problema é:

‘ v, V v y t
MO 0 0 0 0
L1 1 2 1 0
T(-1 -1 -1 0 1

A funcao que relaciona estas varidaveis é a solu¢ao do problema de valor de
contorno. A matriz dimensional tem posto p = 2, portanto ha 3 varidveis
adimensionais. Pode-se escolhé-las, por exemplo, como:

T Vit t
M= M= —, Tl = =, (9.38)
Yy Y Y

¢

onde y e t foram escolhidas para serem os “vetores LI”. Neste ponto ha uma
ultima simplificacao possivel. Primeiro, escreve-se:

vyt Vi oy )
— =g|—,—=. 9.39
=0 (5 o (6:39)
onde, por conveniéncia, substituiu-se Il3 pelo inverso de duas vezes a sua raiz

quadrada. Ora, a equacao diferencial é linear e, portanto, espera-se que v, e
V' sejam proporcionais, o que permite escrever a relagao abaixo:

vt Vi (Y Ve _ oY
TP o) e

Outra maneira de ver isso seria substituir II; por IT; /Il = v, /V, e escrever:

ve _ (VT Y
V_f(y’Q\/y_t)' (9.41)
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Novamente, notando que o problema de valor de contorno linear, é de se
esperar que duplicando V', a solugao v, deve ser duplicada, (obviamente
mantendo-se fixos os valores de t, y, e v). Isto sugere que f nao deveria
ser funcao de V| ja que o lado esquerdo ja contempla esta proporcionalidade
entre v, e V.

Agora é apresentado como isso apareceria na prépria equacao diferencial.
Observe que ao se substituir a variavel adimensional ¢ em cada termo da
equacao diferencial, tem-se:

ov,  dv, 0§ 1 _dv, 0*v, B £% d*v,

ot dE ot 2" dE’ Oy y? der

(9.42)

Pode-se também adimensionalizar a velocidade v, com a velocidade da placa,
ou seja v* = v, /V e a equacao fica

d (dv* dv*
ac (ds) e 0 (949)

Note que, na nova equacao diferencial, v, y e t estao condensados na variavel
adimensional £, e a condi¢ao de contorno para v* passa a ser v*(z = 0,t) = 1.
A solucao da equacao deve ser:

v = f(€), ou ”V“*’ —f (251/7) . (9.44)

A anélise dimensional nao pode ir além deste ponto, a funcao f s6 pode ser
determinada resolvendo-se a equacao diferencial. Note porém que a equacao
diferencial agora é ordindria (em &) e nao mais parcial.

9.4.2 Incompressibilidade

A equacao da conservacao da massa para um fluido puro foi deduzida no
capitulo precedente, e é:

dp dp dp dp ov,  Ov,  Ov,
Ly, 2L L 4,5 -2 =0. 9.45
or oy Ty T TP\ o Ty T oz (9.45)
Se o fluido é incompressivel, entao a densidade p é constante e:
ov ov ov
Vou=—+--2 = =0. 9.46
" ox + dy + 0z ( )

Como justificar o uso da equacao considerando incompressibilidade se sabe-
se que todo fluido real é compressivel? Obviamente trata-se de uma apro-
ximagao, mas como usar esta informacao com algum rigor matematico?
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Um fluido ser aproximadamente incompressivel, significa que a densidade
p nao se distancia muito de um valor “médio” ou “padrao” py fixo. Assim
pode-se escrever com a ajuda de uma constante arbitraria pequena e que a
densidade é:

p(z,y,2,t) = po+ep(x,y,2,t), ondee <1, p édaordem de py. (9.47)

As condicoes para que a densidade se comporte como na equacao acima, que
nao serao discutidas aqui, envolveriam analise das equacoes para a quan-
tidade de movimento (Navier-Stokes, Euler e Bernoulli). Na maioria dos
problemas reais de mecanica dos fluidos, é possivel especificar escalas tipicas
para o fenomeno estudado. Com estas escalas pode-se adimensionalizar as
equagoes. Genericamente, pode-se estipular que a escala de velocidades de
interesse é V| e as distancias caracteristicas do problema sao da ordem de L
— que deve ser um comprimento tipico para que as incognitas do problema
(velocidades e densidade) variem consideravelmente. Pode-se adimensionali-
zar p e p por py, (Ug, vy, v,) por V, e o tempo fica entdo adimensionalizado
por L/V. As variaveis adimensionais, denotadas com * sao:

/

pt = £:1+e£:1+ep’*,
Po Po
(‘/E*7y*7z*) = <£7 27 i) )
L L L
* * * UJB Uy UZ
) = (7))
t Vv
= —— =—t. 9.48
L)V L (9.48)

Substituindo as variaveis dimensionais na equagao, tem-se:

pV [ 0p*  Opt  Opt LOp"
L {875* +U$8x* +vy8y* v 0z *
ovr vy vk
¥ - = = 0. 9.4
P <8x* * Jy* * 82*)] 0 (9:49)

Vale lembrar que as varidveis/termos contendo asterisco tém ordem de gran-
deza ~ 1 (unitéria), e isso é garantido por uma escolha apropriada das
escalas. Multiplicando a equacdo por L/(poV) e reconhecendo agora que
o= (1+ ")

Il+e) O(L+e”) L O01+ep)
ot* t ox* Ty oy
o I(1+e€p') o Ovy 8@2‘)

1 /% T Y
° oz e (8:5* - oy* * 0z

0.  (9.50)
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ou, lembrando que 1 e € sao constantes:

o), o) oK) o)
o Vo Ty T
N
(1+ep )<8x* By + 8,2*) = 0. (9.51)

Lembrando que p'* é da ordem de grandeza unitdria, pode-se escrever a
equacao acima como:

gui vy ovr _ a(") L")
%*@*%—*Lw+”a
) L0
+ v, o +v 2
/% avx 8’0; 8’0:
+p <8x* o 82*)] (9.52)

Finalmente, tomando ¢ — 0, o lado direito da equacgao pode ser desprezado
e substituindo as variaveis na forma dimensional, recupera-se a condicao
aproximada de incompressibilidade, equacao (9.46).

9.4.3 Equacao de Euler

O sistema de equacoes de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis, ja de-
duzida no capitulo precedente é:

ov
Pop TP (Vv-V)v=—Vp+pg+uVv. (9.53)

E comum a apresentacao da equacao de Euler como aquela vélida para um
fluido ideal (inviscido), simplesmente supondo-se p ~ 0 e desprezando-se o
ultimo termo da equagao de Navier-Stokes. Na realidade nenhum fluido é
inviscido, e o que deve ser feito é uma andlise do tamanho relativo entre o
termo viscoso (que contém p mas também contém derivadas espaciais da ve-
locidade) e os outros termos da equagao, principalmente os termos de inércia
(aceleragao). Pode-se adimensionalizar as velocidades (v, v,,v,) por uma
velocidade tipica V, as distancias (x,y, z) por L (e portanto o operador V
por 1/L), o tempo t por L/V, e o diferencial de pressao por AP. A equagao
adimensional com asteriscos denotando variaveis adimensionais é:

pV ov*  pV?
LiVor L

AP V
(v - V") v = —TV*p* + pg + %V*%*. (9.54)
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A equacao pode ser dividida por p—‘L/Q:
ov* AP gL i 9
VIV = ——=Vp 2+ — V"V 9.55
g POV = I E VI e VY (9:55)

Note a presenca do nimero de Reynolds Re = pV' L/u no tltimo termo da
direita. Também no lado direito pode ser visto o nimero (adimensional) de
Euler Eu = AP/(pV?) e o quadrado do niimero de Froude Fr? = V2/(gL). Se
o escoamento for turbulento e/ou o interesse for em resolver escalas grandes,
entao Re > 1, o ultimo termo da equacao pode ser desprezado, e recupera-se
a equacao de Euler:

ov

Par +p(v-V)v=-Vp+pg. (9.56)

Neste capitulo apareceram alguns niimeros adimensionais como o nimero
de Reynolds e o ntimero de Froude. Na tabela 9.1 é apresentada, sem deta-
lhamento, uma lista com alguns ntimeros adimensionais comuns em mecanica

dos fluidos.

9.5 Problemas propostos

1. Usando o teorema dos II's, encontre uma expressao adimensional envol-
vendo a velocidade terminal em funcao das outras variaveis do problema

da figura 6.2.
. ce/sVe N L
‘(9 % %/‘ %)J[:ﬁ :pps50ds2)]

2. Refaca o problema acima reconhecendo que a velocidade terminal deve
ser funcao da projecao do peso na direcao do plano Py = mgsenf, e
usando P, e nao mais m, g, 6.

(28 = 2% .
(V)f_ﬁfa ‘0)s0dsay

3. Use o teorema dos II’s no problema da figura 7.5 no intuito de encontrar
uma férmula envolvendo a velocidade na saida do tanque, em funcgao
das outras variaveis.

uop

a

*9)URISUOD = :03s0dsay]

4. A equacao de Bernoulli (sem dissipacao/perdas) diz que, ao longo de
uma linha de corrente: p+pgz+pV?/2 = E, onde E é o nivel energético
(energia por unidade de volume) do escoamento e é constante. Se a
equacao nao fosse conhecida, mas vocé soubesse quais variaveis devem
estar presentes nela, (a) que equacao poderia ser obtida pelo teorema
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Tabela 9.1: Alguns nimeros adimensionais.
Ntmero de | Férmula Comentério
Archimedes | Ar = W Movimentos por diferencas de densidades
Arrasto cq = p%gix Resisténcia ao escoamento em aerodinamica
Bejan Be = AiaLQ Queda da pressao em canal
Bingham Bm = Ly—‘f Razao tensao de cedéncia/viscosa
Blake B M(lzipg 72 Razao inércia/viscosidade em meios porosos
Bond Bo = %LQ Razao empuxo/capilaridade
Brinkman Br K(:ﬁ: U—2T0) Conducao de calor parede/fluido
Capilar Ca = ’% Razao viscosidade/capilaridade
Courant C= Z—Axt Estabilidade numérica em CFD
Darcy o 25) ‘A/f coeficiente de atrito em tubo rugoso
Dean D= pTVd(%)l/ 2 | Turbuléncia em dutos curvos
Eckert Ec = chA2T Razao energia cinética/entalpia
Eotvos Eo = 22 4 L Formas de bolhas e gotas
Ericksen Er = “IU(L Razao viscosidade/elasticidade
Euler Eu % Razao pressao/inércia
Froude Ir = % Razao inércia/peso - ondas
Galilei Ga = Vi; Razao inércia/viscosidade
Hagen Ha = BL(Z)Y/2 | Razdo empuxo/viscosidade
Laplace La ‘%L Razao tensao superficial/cisalhamento
Lewis Le= 5 = % Razao difusividade de calor/massa
Mach Ma = vszm Escoamentos supersonicos - ondas de choque
Prandtl Pr=¢= % Razao entre difusao viscosa e térmica
Reynolds Re = % Razao inércia/viscosidade
Richardson | Ri = £ = # Condigoes de estabilidade
Schmidt Sc= 5 Razao viscosidade/difusividade de massa
Stokes Stk = % Sedimentagao/suspensao de particulas
Taylor Ta = 4952R4 Efeitos de rotagao vs. efeitos viscosos
Ursell Ur = 822 Nao linearidade de ondas em aguas rasas
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dos IT’s e (b) como ela se relaciona com a equagao completa?
() (22) 1= () @ (3L ) 1= 4 () oy
4

A T z z

5. A poténcia de uma hidrelétrica 100% eficiente é: P = pgHQ (produto
entre densidade, gravidade, altura de queda, vazao volumétrica). Se
vocé tivesse apenas a informagao P = f(p, g, H,Q), que relagdo vocé
obteria com o teorema dos II's?

. z/gHz/Iﬁ) = 2807 pcodss
( O ! e/shd ! o

6. Resolva o problema acima considerando o peso especifico v = pg, e
P = f(v,H,Q). Comente a diferenga do resultado comparado com o
exemplo anterior.

*QJUR)SUOD =

OHL .
= :D350dSY

7. A agua (densidade p) sobe uma altura h em relagdo a superficie (em
contato com a atmosfera) em um tubo capilar de diametro D. Consi-
derando que a gravidade é g e a tensao superficial entre a agua e o ar
é o, encontre uma relacao entes estas variaveis usando o teorema dos

IT’s.
'(@) = % 10150dsY]

8. Resolva o problema acima usando apenas v = pg no lugar de p e g.
(#) /= % :0)s50ds2Y

9. Resolva o problema acima usando como dimensoes fundamentais a
massa M, a for¢ca F e o comprimento L.

([ zat a .
(ZT) [ = 7 :09s50ds2Y



