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1 [20] Seja u(w, t), t € R, um processo estocastico. Lembre-se de que w é o “indice” do “sorteio”; cada w sorteia uma
funcio de t. Qual é a condi¢do matematica para que u seja um processo estacionario?

SOLUCAO DA QUESTAO:
Todos os momentos, de qualquer ordem n, para instantes ¢, fy, . . . t, devem ser invariantes sob uma translacdo no tempo:

w(w, t)u(w, ) ... u(w, ty)) = (u(w,ul(w,tr — t1) ... u(w,t, —t;)) m

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] Seja u(w, t), t € R, um processo estocastico estacionario. O que é a escala integral .7 de u?

SOLUCAO DA QUESTAO:
p=(u(o,1));
R(7) = ([u(w, t) — p)][u(w,t + 1) — ul);
_R@.
o(r) = R0)’

3:/:@@)(1“

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Seja u(w, x), x € R, um processo estocastico homogéneo. Defina matematicamente o espectro F,, (k) de u.

SOLUCAO DA QUESTAO:

p= (u(w, x));
R(r) = ([u(w, x) = p)llu(w,x +r) = pl);

1 e —ikr
Fuu(k) = — R(r)ye™ " drm
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Continue a soluc¢do no verso =



4 [40] Considere um escoamento turbulento no qual existe um campo de velocidade U isotrépico com velocidade média
nula, e um campo de temperatura ® com um gradiente médio constante. Em termos da separac¢io de Reynolds,

U; =0+ u;,
0 =(0)+0,
ey
axi kl’

onde k; é uma constante para cada direcéo i. ? () obteve o seguinte resultado para o espectro cruzado entre 0 e u;:

0(®) kik;
®g,i(k) = - ox; B(k) (5ij “2 ) (%)
Note que esse @y ;(k) é puramente real. Mostre que
Eg (k) = ]{ Dy ; (k) d*k = —§@nk23(k). (k%)
’ % 3 Ox;

Vocé pode usar o seguinte: em coordenadas esféricas,0 < ¢ < 7,0 < 0 < 2w, e

ks k, = ksen ¢ cos 0,
ky = ksen¢sen®,
ks = kcos ¢.

Valem também as seguintes integrais, que vocé pode usar sem ter que calcular:
2n 7 4 2n
/ senf@cosfdo = 0; / (l—cosz¢)sen¢d¢=—; / sen0df = m;
0 $=0 3 0-0
2n 2n
/ cos6do = 0; / cos? 6 do = T
0 6=0
2n T 8
/ sen0dd = 0; / sen (2 — sen” ¢) dp = 3
0 0

Além disso, em coordenadas esféricas, temos que

b4 2n

f(k) d*k = / - f(k, ¢, 0) k* sen ¢pdpdo.

|k |=k

Sugestao: Para que (%) leve a (), é preciso que a seguinte integral seja um multiplo de J;;:

/ 5.._@ d2k=8n_k25”
e TR 3 o

Vocé pode chegar a essa conclusio de maneira abstrata, argumentando com a simetria do problema e a isotropia do
integrando, ou obter o resultado por enumeracdo para os casos k;k; = kiky, koko, k3ks, kiko, k1k3, koks.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Por simetria e istropia: De fato, para i # j,

kik;
[-5)

Continue a soluc¢do no verso =



¢ impar em k; e em kj, e a integral é nula. Para o caso i = j, o resultado deve ser independente da orientacdo dos eixos
(invariante sob uma rotagao de eixos). Escolha portanto i = j = 3:

/m:k (53‘ ) @) ok /¢ " /9 ( < ¢)k2 sen § dodg
/ (1 = cos? ¢) sen¢d¢] [/922 d@]
8

2

_k2

=k>x4/3 %2 =

Isso também pode ser calculado por enumeracéo, caso a caso. Para (i, j) = (1, 1):

2
/ (511 - @) d*k / / ( " sen fcos 6) k? sen ¢ dOd¢
Ik |=k $=0 Jo= k

271

= k? / sen ¢ (1 - sen® ¢ cos® 0) d0 d¢
$=0 0=0

= k2 /n sen ¢(2m — msen” ) dg
$=0

nk? /n sen ¢(2 — sen g{))dgb
$=0

8mk?
3

/ (5“_@) &2k / / ( sen’ fse“ G)kzsengbd@dg’)
=k g=0 Jo- k

=k2/ sen ¢ (l—sen ¢ sen” ) df d¢
$=0 6=0

Para (i, j) = (2,2):

= k2 /n sen ¢(2m — msen” ) dg
$=0

= nk? /n sen (2 — sen® ¢) dgp
$=0

_87ck2
==

Para (i, j) = (1,2):

/ (klkz) Pk / / [sen ¢ cos O][sen ¢ sen O] sen ¢ dO d¢p
|k |=k ¢=0 J 0=

2m
= [/ sen3¢d¢>] [/ sen@cos@d@] =0
0 0

Para (i, j) = (1, 3):

T 2n
/ (k1k3 ) &k = / [sen ¢ cos O][cos ¢] sen ¢ dO d¢p
ke |=k $=0Jo=0

K2
= [/nsenngcosd)d(j)] [/hcos@d@] =
0 0

T 2n
/ (ﬁ) a2k = / / [sen ¢ sen B][cos ] sen ¢ 6 dp
kl=k \ k2 $=0 Jo=0

= [/Onsenzd)cosgbd(ﬁ] [/OmsenGdG] =

Para (i, j) = (2,3):

Continue a soluc¢do no verso =



