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Resumo

Os problemas locais de polui¢ao atmosférica (isto é: poluigao em escalas horizontais da ordem
de 200 km ou menos gerada por fontes na mesma regido) sdo essencialmente problemas de
modelagem do efeito da turbuléncia sobre a dispersao de poluentes. Apesar de todos os avan-
¢os da Mecanica dos Fluidos ao longo do século XX, e principalmente das contribuicoes das
escolas russa (Kolmogorov, Obukhov) e inglesa (Richardson, Taylor e Batchelor) para o avango
da Mecanica da Turbuléncia, o prognostico da difusao turbulenta ainda é limitado. Todo e
qualquer avanco, principalmente nos modelos de engenharia, sera baseado ou em fortes esfor-
¢os experimentais ou em modelos basicos que aprofundem nossa compreensao da dinamica da
turbuléncia e dos seus efeitos sobre escalares. Este trabalho desenvolve-se ao longo da segunda
opcao, estudando varios aspectos da turbuléncia ligados principalmente as taxas de dissipacao
de energia cinética turbulenta e de variancia da temperatura do ar. A temperatura, além de ser
o escalar mais importante nos efeitos de produgao (ou destruigao) de energia cinética turbulenta
via fluxo de calor sensivel, também serve aqui como um sucedaneo para outros escalares tais
como os indicadores classicos de poluigao (SOx, NOx, CO, CO2, O3, etc.). Por ser mais facil-
mente mensuravel em alta freqiiéncia, existem muito mais dados experimentais envolvendo a
temperatura do que os gases acima mencionados. Neste trabalho, sao desenvolvidos numerosos
modelos analiticos para o espectro de energia cinética turbulenta em regime permanente, os
quais incoporam o efeito de produgao por cisalhamento médio e também modelam a corcova
recentemente identificada neste espectro. A constantagao de que a corcova pode ser produzida
por modelos classicos de fechamento é uma das contribuigoes originais do trabalho. Além disso,
formulou-se uma nova abordagem para o fechamento espectral que permite que o decaimento
da turbuléncia na auséncia de forcantes seja modelado incluindo os termos nao-lineares de
transferéncia inercial. Essencialmente, isto é feito por meio da solugao de uma equacao diferen-
cial parcial nao-linear pelo método das caracteristicas. O método possui um grande potencial
de aplicacao a problemas transientes na camada-limite atmosférica, tais como a transicao que
ocorre no fim da tarde e o acoplamento da camada residual com a camada noturna estavel,
quando poluentes misturados na camada residual podem retornar a superficie. Finalmente,
mostra-se como a teoria de distorcao rapida, que é essencialmente uma teoria linear, pode ser
estendida para incoportar os efeitos classicos de transferéncia inercial bem como o efeito de
corcova recentemente identificado na literatura.



Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo nos fazemos uma revisao da introducao na proposta original para esta Bolsa
de Produtividade em Pesquisa, adicionando novos resultados e informagoes obtidos ao longo
destes 3 anos de pesquisa.

1.1 Contextualizacao do problema da turbuléncia

A compreensao dos escoamentos turbulentos permanece, neste inicio do século XXI, o “grande
problema nao-resolvido da fisica cldssica” (McComb, 1992). O problema nao sao as equagoes
em si que regem o comportamento dos fluidos debaixo da hipdtese do continuo, que sao bem
conhecidas (as equagdes de Navier-Stokes), mas a sua natureza ndo-linear. A nao-linearidade
das equacoes governantes da origem ao fenomeno da turbuléncia, ao mesmo tempo em que
torna extremamente dificil a obtencao de solugoes analiticas que esclarecam o que ocorre em
escoamentos turbulentos.

Na natureza, assim como na maioria dos escoamentos de interesse em engenharia (escoamen-
tos em tubos e canais, as camadas-limite nos cascos de navios e submarinos e nas fuselagens de
avioes, etc.), a norma sao os escoamentos turbulentos — muito embora escoamentos inviscidos,
em que os efeitos viscosos ou mais geralmente de atrito (inclusive turbulento) sdo desprezados,
sejam de grande utilidade e interesse em aerodinamica e fenomenos ondulatorios em fluidos.

Assim é que a “conquista” de escoamentos turbulentos prototipicos, tais como escoamentos
em tubos e canais, foi de uma enorme relevancia e constituiu-se numa area de intensa ativi-
dade de pesquisa no século XIX e na primeira metade do século XX. Além de engenheiros,
os desafios postos pela turbuléncia atrairam também pesquisadores com interesse em fisica e
matematica, que trouxeram sua prépria maneira de encarar o problema, contribuindo de duas
formas distintas:

1. Com procedimentos formais para a geracao de familias de equagoes para “momentos” de
qualquer ordem a partir das equacoes de Navier-Stokes, de forma que existem restrigoes
mecanicas a forma que estes momentos (sejam eles momentos em 1 ponto, funcoes de
estrutura ou espectros) podem assumir. Estes procedimentos incluem as equagoes de
Reynolds, que trazem em seu bojo o “problema do fechamento”: ha sempre mais incégnitas
(momentos de qualquer ordem da turbuléncia) do que equagdes disponiveis para resolveé-
las.

2. Com a abordagem mais geral, e historicamente posterior a de Reynolds, da turbuléncia
como um processo estocastico no espago, para o qual duas simplificagoes extremamente
importantes sao as hipoteses de homogeneidade e isotropia. Estas sao idéias que surgiram
com Taylor (1921; 1935; 1938) e Kolmogorov (1991), e que nos acompanham até hoje.



As escolas mais tedricas concentraram-se muitas vezes no estudo destas formas mais sim-
plificadas de turbuléncia, ja que nelas a sua “marca registrada”, a “cascata de energia”’ de
Kolmogorov caracterizada por uma faixa inercial no espectro (ou, como proposto no artigo ori-
ginal de Kolmogorov, na funcao de estrutura), ja estd presente. Embora extremamente atraente
e intuitiva, a idéia de uma cascata de energia (na qual transferéncia de energia cinética turbu-
lenta é local nos nimeros de onda) ainda carece de verificagao direta, e tem sido contestada
por pesquisadores importantes (Kraichnan, 1974).

Portanto, do ponto de vista de um fisico ou um matemaético, o problema ja é suficientemente
complexo (é nao-linear e exibe o espectro caracteristico de todos os escoamentos turbulentos
com numero de Reynolds suficientemente alto conhecidos), nao havendo nenhum motivo para
complicd-lo mais ainda com anisotropia e nao-homogeneidade antes que progressos claros te-
nham sido feitos na compreensao destes casos mais simples.

Os “problemas de engenharia” de turbulencia que atraem a atividade de pesquisa hoje em
dia (por exemplo, difusdo turbulenta de poluentes e todo tipo de escoamentos naturais bi ou
tridimensionais) sdo um pouco mais complexos que os escoamentos em tubos e canais estudados
por Nikuradse, Prandtl, Blasius e von Karmén, mas mantém um trago em comum com estes
escoamentos “classicos”, cujas férmulas para cédlculo de perda de carga ganharam os livros de
graduacao de mecanica dos fluidos: todos eles sao escoamentos em que os fluzos turbulentos
de massa, calor e quantidade de movimento sao varidveis cuja determinagao é central para a
sua resolugao. Ora, fluxos turbulentos s6 podem existir em turbuléncia nao-isotrépica, estando
freqiientemente associados também a ocorréncia de nao-homogeneidade em pelo menos uma
das diregoes coordenadas.

Assim, embora do ponto de vista estritamente tedrico haja excelentes motivos para res-
tringir o estudo da turbuléncia as suas instancias mais simples de homogeneidade e isotropia,
existem intimeros problemas em engenharia e nas geociéncias que “nao podem esperar”; sendo
freqiientemente “resolvidos” de forma simplificada naquelas situagoes de projeto e de simulacao
em que uma resposta aproximada (por exemplo, o tempo de chegada de uma pluma de po-
luente até a tomada d’dgua para abastecimento) é melhor que nenhuma resposta. Por outro
lado, muitas das idéias e dos modelos que existem para turbuléncia isotrépica ou homogénea
podem ser estendidas de forma relativamente simples para situagoes onde prevalecam situacoes
anisotrépicas.

1.2 Turbuléncia e poluicao atmosférica

Os objetivos desta proposta de pesquisa sao o estudo da anistropia e da nao-homogeneidade
(ou de sua prima-irma, a nao-estacionariedade) na camada-limite atmosférica, e dos seus efeitos
sobre o calculo de difusao turbulenta de poluentes.

No nosso caso, estamos interessados em determinar, em ultima andlise, o efeito da turbu-
léncia sobre poluentes, que podem ser particulas solidas, liquidas ou entao gases dissolvidos na
atmosfera. Embora a lista de substéncias potencialmente poluidoras seja gigantesca (Seinfeld e
Pandis, 1998), é comum procurar acompanhar as concentragoes na atmosfera de algumas subs-
tancias mais facilmente mensuraveis, e que sao aceitas na legislagao brasileira como indicadores
da qualidade do ar, definidas assim pela freqiiéncia de ocorréncia e pelos danos causados a
saude e ao meio ambiente:

Particulas Totais em Suspensao — PTS ou Materiais Particulados — MP: sao todas
as particulas encontradas no ar, incluindo poeira, fuligem, fumo e gotas liquidas. Os
materiais particulados podem ficar em suspensao no ar durante muito tempo. Os seus
principais processos de remocao sao a deposicao gravitacional e a “lavagem” pela chuva.
Por isso seu impacto é maior em regioes secas ou em periodos de estiagem. Suas fontes



sao diversas, tais como veiculos, fabricas, estradas nao-pavimentadas, extracao mineral,
etc. Existem particulados que sao altamente téxicos, como é o caso do amianto. Nas
atividades de engenharia, tais como a construcao de vias de circulagao, o material par-
ticulado é emitido em varias etapas, como por exemplo na queima de 6leo diesel por
caminhoes e maquinas e na remoc¢ao do solo e manuseio de materiais fragmentados. Os
danos causados pelos materiais particulados sao diversos, como reducao da visibilidade,
problemas respiratorios e outros efeitos.

Particulas Inalaveis — PI: representam particulas que possuem didmetro aerodinamico me-
nor ou igual a 10 um. Estas, por serem menores, afetam mais a satide, pois sao capazes
de atingir partes mais internas do sistema respiratoério.

Fumaca: ¢ a fracao de particulas geradas principalmente nos processos de combustao e repre-
sentada pela parte visivel da pluma, sendo medida pelo método de reflectancia ou método
equivalente.

Oxidos de Enxofre — SOx (SO5 + SO3): produzidos na queima de combustiveis que con-
tém enxofre em suas composicoes, principalmente dleo cru, carvao e 6leo diesel, podendo
ainda ser encontrados na queima de gasolina, em menor quantidade. Sao liberados tam-
bém na fundicao de minério de enxofre e industria de papel e celulose, sendo bastante
soliveis em agua e capazes de formar sulfetos. Sao parcialmente responsaveis pela forma-
¢ao da chuva &acida e quando absorvidos pela respiragao podem causar sérios problemas
pois sao gases muito irritantes e capazes de formar acidos no interior do sistema respira-
torio.

Monéxido de Carbono — CO: substancia incolor e inodora originada principalmente nos
processos de combustao incompleta de combustiveis fésseis (com carvao, petréleo, gés
natural) e outros materiais que contenham carbono em sua composigao (biomassa, por
exemplo). Muito prejudicial ao sistema respiratdrio, pois agrega-se a hemoglobina do san-
gue (responsdavel pelo transporte de oxigénio), formando a carboxi-hemoglobina. Assim,
a oxigenacao do pulmao fica reduzida, podendo levar a morte por asfixia, dependendo da
concentragao e da exposicao a este contaminante.

Ozo6nio — Oj: resultante de reagoes quimicas na atmosfera, a partir da presenca de éxidos de
nitrogénio, hidrocarbonetos e radiacao solar. O ozonio na atmosfera pode ser considerado
“bom” ou “mau”, dependendo da altitude em que se encontra. Na estratosfera (acima de 12
km) encontra-se a Camada de Ozénio, responsavel por filtrar a radiagdo ultravioleta, mas
na baixa atmosfera (troposfera) ele é prejudicial. O O3 pode se formar longe das fontes
de seus poluentes precursores, uma vez que é um poluente secundario. Os principais
efeitos deste oxidante fotoquimico é a reducao da capacidade respiratéria, e agravamento
de problemas respiratorios tais como a asma. Esta é a substancia que mais esta causando
problemas em grandes cidades ou em regioes industriais, sendo de dificil tratamento por
ser produzido em reagoes quimicas, e nao ser lancado diretamente para a atmosfera.

Oxidos de Nitrogénio — NOx (NO e NO,): sao os compostos de nitrogénio e oxigénio re-
sultantes em processos de combustao a altas temperaturas. A grande parte dos 6xidos de
nitrogénio sao incolores e inodoros, mas o NOs, junto com outras particulas, pode formar
uma camada marrom-avermelhada sobre areas urbanas. Os NOx também sao soliveis em
agua, podendo causar chuva acida no meio ambiente. Nos seres vivos, podem afetar todo
o aparelho respiratorio nos animais, e nas plantas podem afetar principalmente as folhas.
Pelas suas propriedades, podem também causar irritagoes nasais, dos olhos e desconforto
pulmonar. Estes gases também colaboram para a formacao de ozoénio (troposférico), o
chamado smog fotoquimico.



Tabela 1.1: Padroes de Qualidade do Ar no Brasil e no Parand (Resolugoes CONAMA 003/90
e SEMA 041/02)

POLUENTE Padrao Padrao Tempo de Método de Medigao
Primario Secundario Amostra-
(km™) (hm™) gem
Particulas totais em 2401 150 24h Amostrador de
Suspensao (PTS) 80 60 anual® grandes volumes
Particulas inalaveis 150" 150" 24 h Separagao inercial
(PI) 50 50 anual? ou Filtragao
Fumaga 1501 100* 24 h Refletancia
60 40 anual?
Diéxido de Enxofre 3651 100! 24 h Pararrosanilina
(SO2) 80 40 anual?
Monéxido de 40.000! 40.000! 1h Infravermelho nao
Carbono (CO) 10.000! 10.000! 8h dispersivo
Ozonio (O3) 160! 160! 1h Quimiluminescéncia
Dioxido de 320 190 1h Quimiluminescéncia
Nitrogénio (NO2) 100 100 anuall
Notas:

1 — nao deve ser excedido mais do que uma vez por ano
2 — média aritmética
3 — média geométrica

A tabela 1.1 mostra os valores-limite para as substancias regulamentadas, bem como os
periodos de registro de médias e seu método de medi¢ao e monitoramento no ambiente.

Todos estes poluentes sao particulas razoavelmente pequenas ou gases, de forma que é
razoavel supor que sao transportados de forma muito similar pela turbuléncia atmosférica.
Neste caso, a sua concentragao na Camada-Limite Atmosférica (CLA) dependera essencialmente
das condigoes de turbuléncia na CLA, e da localizacao de suas fontes e sumidouros na superficie.

Em principio, aplica-se uma decomposicao de Reynolds ao campo instantaneo de concen-

tragao de poluente, na forma
C=(C)+c, (1.1)

onde (C') é a média probabilistica, e ¢ é a flutuacdo turbulenta do poluente. Qualquer estudo
fundamental da difusao de um poluente pela turbuléncia atmosférica, portanto, deve se basear
na medicao das suas flututagoes turbulentas ¢ simultaneamente com as flutuagoes turbulentas
do campo tri-dimensional de velocidade.

O problema agora é que pode ser muito dificil medir C' em uma freqiiéncia suficientemente
rapida (> 10 Hz) para que seja possivel capturar todo o espectro de suas flutuages turbulentas
na atmosfera. Em geral medem-se apenas médias temporais de C, as quais sao usadas para
aproximar (C') nos padroes de qualidade do ar: vide tabela 1.1.

Para compreender melhor o transporte e a difusao turbulenta de um poluente na atmosfera,
portanto, é preciso lancar mao de conhecimentos obtidos com escalares que funcionem como
sucedaneos dos poluentes cuja concentragao média desejamos, em ultima andlise, modelar e
prever. Também esta claro que isto nao é possivel sem um conhecimento igualmente aprofun-
dado do comportamento do campo turbulento de velocidade tridimensional. Em resumo, para
avancar o estado da arte na capacidade de modelagem de dispersao atmosférica de poluentes
e qualidade do ar, é preciso aprofundar o conhecimento sobre a dinamica da turbuléncia (i.e.
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o campo de flutuagdes de velocidade propriamente dito) e sobre o efeito da turbuléncia sobre
escalares.

Quanto a escolha de escalares que sirvam como sucedaneos para os poluentes atmosféricas,
uma possibilidade é o uso de gds tragadores, tais como o hexafluoreto de enxofre (SFg) (Leclerc
et al., 2003a,b) ou os perfluorocarbonos (PFT’s) (Watson et al., 2000). Nestes casos, além das
dificuldades logisticas e dos custos usuais dos experimentos com tracadores, também existem
dificuldades de medicao das concentracoes destes tracadores em alta freqiiéncia, embora elas
nao sejam incontornaveis.

A outra possibilidade é analisar registros de alta freqiiéncia do escalar mais facil e am-
plamente mensuravel na atmosfera, que é a temperatura do ar. Uma complicacao é que a
temperatura é um escalar ativo: as flutuacoes de temperatura contribuem para a producgao de
energia cinética turbulenta na atmosfera, via o fluxo cinematico de calor sensivel (wf), onde w
é a flutuacao de velocidade vertical e 0 é a flutuacao de temperatura.

Os principais resultados do presente relatério de pesquisa dizem respeito ao espectro de
energia cinética turbulenta na atmosfera, e ao espectro de temperatura na atmosfera. Eles
consistem portanto, em uma abordagem indireta para o estudo da dispersao atmosférica de
poluentes, devido a escassez de dados de campo de concentracao de poluentes medidos em alta
freqiiéncia.

1.3 Contetdo dos préximos capitulos

No capitulo 2 sao deduzidas as principais equagoes governantes do problema. Faz-se também
uma interpretacao fisica e matematica razoavelmente profunda de todos os termos envolvidos.
Embora nao haja (naturalmente) resultados novos neste capitulo, os resultados apresentados
estao muitas vezes espalhados na literatura e nao sao facilmente reunidos, justificando o esforco
de documentar as equagoes.

No capitulo 3, mostra-se os principais resultados obtidos com a modelagem do espectro de
energia cinética turbulenta na faixa inercial e na regiao de transicao para a faixa de dissipacao.
Deu-se particular atencao a modelagem de um fenomenos que apenas recentemente foi plena-
mente percebidos nos espectros de energia cinética turbulenta, que é a “corcova” do espectro
compensado na regido de transigdo entre a faixa inercial e a faixa de dissipagao (Saddoughi
e Veeravallis, 1994; Kang et al., 2003; Lamorgese et al., 2005) Neste capitulo concentram-se
os principais resultados analiticos obtidos durante esta pesquisa. Estes resultados serao breve-
mente submetidos a periddicos internacionais tais como Physics of Fluids, Journal of Turbulence
ou Journal of Fluid Mechanics.

No capitulo 4 nés mostramos como um modelo simples de fechamento espectral de turbulén-
cia pode ser estendido para uma situagao transiente (o decaimento da turbuléncia homogénea
em um tunel de vento), abrindo caminho para uma possivel andlise da evolu¢ao temporal dos
espectros de turbuléncia em uma camada-limite atmosférica nao-estacionaria.

No capitulo 5, mostra-se os resultados existentes na literatura para turbuléncia anisotrépica
utiizando-se a teoria de distorcao réapida, e que continuaram a ser pesquisados por este autor
com o objetivo de sua efetiva aplicacao a problemas praticos de dispersao de poluentes na
atmosfera.

No capitulo 6 apresenta-se as principais conclusoes e recomendacoes.



Capitulo 2

Equacoes (Governantes

2.1 Equacoes basicas sem forcas de flutuacao

Em um escoamento turbulento, a separacao de Reynolds para o campo de velocidade, pressao
e densidade respectivamente é

Ui = <Uz> + Uj, (21)

P =(P)+p, 2.2

P=1(p) +r (2.3)
onde

(ui) = (p) = 0; (2.4)

além disto, vamos supor inicialmente que as flutuagoes de densidade sejam despreziveis (isto é:
que o fluido é efetivamente incompressivel):

p=0 = ( = constante. (2.5)

Conceitualmente, a velocidade total U; e a flutuagao de turbuléncia u; sao fungoes aleatérias,
e a velocidade média (U;) é uma fungao deterministica da posigao & e do tempo ¢. Vamos fazer
a hipotese de que as flutuacoes de velocidade u; e de pressao p sao processos estocasticos
homogéneos, ou seja: de que quaisquer momentos formados pelos produtos de wuy, us, uz € p
sao invariantes debaixo de uma translagao. Assim por exemplo,

. (ugusp) = 0. (2.6)

A equacao da continuidade no dominio do espaco para as 3 componentes de velocidade em
(2.1) é

ou,, o(Up) Oup,
0x,, 0 0x,, 0 0x,, 0 (27)
A equagao para as flutuagoes turbulentas é
ou,; 0 1 Op 0%u;
i : A — — ‘ 9.
T+ e 0 0+ (U b i, — ()] = oL v @

Considerével introvisao (insight) pode ser obtida pela manipulacdo da equagao dinamica para
as flutuagoes turbulentas em um escoamento homogéneo. Para tanto, abra a equacao com a



regra da derivada do produto:

ou; o(U,) ou; ouy, o(U;) ou,,
ot + U ox,, +(Un) ox,, +{U ox,, Hin ox,, +u ox,, +
-0 -0 -0
Ou;  Ouzuy,) 1 Op 0%u;
_ - : 2.
u”@mn 0x,, © Ox; V@xnaxn’ (2.9)
=0
— = —— . 2.1
AR Pl s raliy=) P vy (2.10)

Os 3 primeiros termos nulos em (2.9) sd@o conseqiiéncia da equagao da continuidade (2.7); o
quarto termo se anula devido a homogeneidade de u;.

Desejamos calcular as transformadas de Fourier de cada termo de (2.10). O termo en-
volvendo (U,) e o termo nao-linear merecem atengao especial. A condigao de cisalhamento
constante, necessdria para turbuléncia homogénea, é

O(Un)
le

(Un) (21) = (Un)o + a1, (2.11)

onde (U,), ¢ a velocidade em x; = 0, e 0 (U,,) /0x; = constante para todo n e [.
Substituindo (2.11) em (2.10),

—_— U, n n = —— 2.12
at T oot o Mgm Y 0m, T e, T " oon  Vonon, (2.12)
2.2 Equacoes espectrais de turbuléncia
2.2.1 Transformadas de Fourier
Seja
~ 1 —i(k-x) 33
a transformada de Fourier de u;. A transformada de Fourier do termo nao-linear é
F |un 2% = Flu] w7 [ 28] = Flun] # ik F ] = v * . (2.14)
8$n axn

Em (2.14), * indica convolugao; de fato, (2.14) nada mais é do que o préprio teorema da
convolugao para transformadas de Fourier. A transformada de toda a equacao (2.12) é
Ju;
ot

+<Un>oiknﬁi+§{aw"> 3%} | ol

P 1. N
o, x o . Uy + ik, 0, * U; = —51&]) — v(kpkn)u;. (2.15)

2.2.2 A transformada de Fourier do termo de cisalhamento

A transformada de Fourier do termo entre colchetes em (2.15) necessita de alguns truques
inteligentes para ser explicitada. Primeiramente, note que

0 . .
a_lcle_l(kme) = —ig; e 1 (Fmam), (2.16)



Entao,

o(U,) Ou ou; _
o n i l i(kmzm) d3
o |: 89:l xl8$n:| 1"[ /ac€R3
ou; 10 _;
_ v -~ —i(kmam) 3
8:151 / g2 O, ( i Ok ) e
. ( ) ou;
81’1 le aib'n
_ O 0
8513'1 le <1k UZ)
I ICAN:
- 81’1 81{31 (k UJZ)
oW ([, ou . Ok,
- 8:1:1 <k akl + 8kl>
- = al'l (kn 8I€l + uzdnl)

81;1 nakl 81‘1

a<Un>k ou;  NUp) . ~

5nlui

ox; "ok, Oz,
8£El "81@,

(2.17)

Levando (2.17) em (2.15),

ou;
ot

G(Un)k au; N a(U;) .

1

neste ponto, é conveniente trocar os indices do 32 termo do lado esquerdo:

Ju;
ot

OUn), Ot Oy 0 oo kP bk (218)

+ Un)o thntls = =5 = him e 4 =5

2.2.3 A eliminacao do termo de pressao

A transformada de Fourier da equagao da continuidade (2.7) produz

—

ik, U, = 0, ik, (U), =0, iknt, = 0. (2.19)

E conveniente eliminar p em (2.18); para isto, multiplique a equagao por k;:

ki/\i . ~ m Az 1 ~ ~
A 8; ), (U, g ik (kiti;) — ag;n ek g” ang: i, + ks iy %005 = —ékikip—u(knkn)(kiui).
(2.20)
Em virtude de (2.19), todos os termos contendo (k;u;) desaparecem, restando
~ O(Un) ou; 8(UZ~> S, i
kikn ki, + ikik = Lk
al’n 8]{:” axn Zun + 1 7 nun * uZ p K3 Zp?
m kzkm Ai 7 kz o~ . kzknA ~ ~
_8(U ) ou + a<U>—u +1 Uy * U; = —ip. (2.21)

O, k2 Ok, ' Oxn k2 " K2 ©



Mas

donde
+6<U’">k W) ki | ikbng a - 15
Orn k2" Oz, k2 m T g2 T TGP
28<Um>k—mﬂ —|—1k knﬁ * U _ 15
Dz, k2T g Un R Um =GP
28(Um>kikm,\ +,kikmkn,\ = i

o, 2 Uy +1 12 Up * Uy, = —Ek‘ip. (2.23)
Os dois primeiros termos da primeira linha acima sdo iguais; eles sao reunidos na segunda linha
) )

onde o indice m substituiu 7; multiplicando-se por k; obtém-se (2.23). Substituindo (2.23) em
(2.18):

a@ati + (Un)g ihntis — aég? kmg—]zz + &f%::)an ik * Uy =
28;2? k,f;m U + 1’“2;]“” U * Ty — VKT
%ati +(Un)o ihntls — aégr> [k;m gz; + 2’“2@” Uy — 5iman} + ik, * Uy
il ijf"a * U + vk*T; = 0. (2.24)

A equagao (2.24) é o bloco de construcao das equagoes de balango de momentos espectrais
de ordem n, conforme veremos na seqiiéncia. O seu conjugado é

ou: AU [ 0w kik I R
;i% — (U, ikl — éx ) {km azl +25 u;;—aimu;;] ik, (T * )
skl
i 12 %@y, * Up)* + kU = 0, (2.25)

A mesma equagao (2.24) com o indice j é

ou; (U, ou; ik, - ~ o~ o~
% i <Un>0 11{:”@] N éx > [km aZ] + 97 12 Uy — 5]mun:| + 1knun * Uj
ik ]22 k"a * Uy, + vE*U; = 0. (2.26)

O truque padrao agora é pés-multiplicar (2.25) por u;, pré-multiplicar (2.26) por u;, e somar:

8@;@ ., 0u; ISR e
= ;U atj (Un)g ikntiu; + (Uy), iknuiu;
NU,,) 617;‘A 0 kikp , - ik e e
_ e [k ok i+ knu lf)k:i + 2— 12 Uy +2-L = 12 U; Uy, — O Uy Uj — Oy Uy Un,
- {kjlzgknlﬂ*(un k Uy ) — ki IZQk (W, * U)W } + 2vk*uiu; = 0. (2.27)



Observe que os termos envolvendo (U,), se anulam. A equacdo ainda pode ser simplificada
com a regra da derivada do produto:

Oui . ., 0u; _ O(uju;)

g ; - 2.28
ot g ot (228)
ou; ou; O(utuy)
by —ts + kel —2 = ki ——t? 2.29
ok, g, Ik (2.29)
Utilizando agora a definicao do espectro cruzado direcional,
1
(I)i,j(ka t) = m <'LLZ Uj> , (230)
e sua extensao natural
1,
®; (K, t) = 500) (U ayuy) (2.31)
1 e
Dijn(k,t) = 5(0) ((wguy)” ) (2.32)
obtém-se a equacao para o espectro na forma
0P;;  O(Un) 0P, ; kik kik
L = km - 2 - m(I)n j M(I)zn - 5imq)n j 5m(1>zn
ot om, "ok, T2\ R Pt g Pin) T O+ 0nin)
knkm

k2
2.2.4 Meédias em |k| (shell averages)

E muitas vezes conveniente ou necessario reduzir a dimensionalidade dos espectros de turbu-
léencia de 3 para 1. Isto é feito por meio da definicao dos espectros unidimensionais em k:

\k|=k
Existem também os espectros unidimensionais em ky:
Fij(kh) = / Dij(k1, ko, ks) dka dks. (2.35)
ko€R,k3€R

As suas integrais respectivas produzem os elementos da matriz de covariancias turbulentas:

00 +00
(uiuj> = / q)i,j d3k? = / EZ,](]{Z) dk = / E,j(kl) dkl (236)
keRr3 k

=0 ki=—0o0

Em particular, a energia cinética turbulenta, (e), é dada por

(€)= () = /k " Bk d, (2.37)

2 =0
onde )
E.(k) = -/ D, (k) d*k. (2.38)
2 Jig=
Finalmente, quando a turbuléncia é isotrépica, valem as seguintes relagoes entre FE.(k) e
Fll(kfl)I
d (1dFy(k)
E k) =k — [ ————— 2.
0 =1 (), (2:39)
21
Fia(ky) = / k) da. (2.40)
1

10



2.2.5 Interpretacao fisica

E importante interpretar os termos de (2.33) da forma mais fisica que for possivel.

— IUp), 0D,
Fijlk) = = éx >km 81{;]

(2.41)

funciona como um termo de transferéncia do cisalhamento médio, redistribuindo ®; ; entre os
ntimeros de onda (Deissler, 1998, p. 224-225). De fato, pode-se mostrar com facilidade que

/ Tij(k)d’k = 0. (2.42)
keR3
Para a prova, basta observar que, por analogia com (2.17),

0 0D; ;
oz _ . — 2,]
F |:7”n 87”m R’L,j:| km 8/{:” )

onde R; ;(r), a funcdo de covariancia cruzada, é a transformada inversa de Fourier do espectro
cruzado direcional ®; ;; entao,

0 ——1 0P, ;
na_ Al = — km 2
" 8rmR " 7 [ ok, }
O, ..
=— / k;mM etk P, (2.43)
e agora (2.42) segue-se de (2.43) avaliada em r = 0.
O termo Uy} ( Kik bk
IL; (k) = —2 axj: (%@n,ﬁ%@i,n) (2.44)

é a parte linear da interagdo entre a pressao e a velocidade no espago de fase (veja a equagao
(2.23)). Claramente, ele é parcialmente responséavel pela redistribuicao de covariancia (u;u;)
entre as 3 direcoes do espaco. Por exemplo, multiplicando-se (2.30) por k; ou k; e utilizando-se
a equacao da continuidade (2.19), obtém-se

Z’Mj

portanto, é imediato que

No entanto, nao parece possivel fazer nenhuma afirmacao geral sobre

/ (k) d°k :
keR3

por exemplo, em (Deissler, 1998, p. 228), observa-se que em um particular escoamento com
cisalhamento médio unidirecional d (U;) /dxs, II;; < 0 sempre, 1Ty > 0 sempre, e que Il33 troca
de sinal com o tempo: ele é inicialmente positivo e depois se torna negativo.

O termo de producao por interacao com o gradiente de velocidade média é

- Uy,
Ti,j(k) = % (5imq)n,j + 5jm(1)i,n) ) (247)
cuja integral em k é
/ Tij (k) d° = Gim (untt;) + Gjm (witty) - (2.48)
keR3

11



O termo de transferéncia inercial é
Lij(k) = ik [®inj — Priyl - (2.49)
Note que, assim como @, ;, I';; é hermitiano:
Lji(k) = T7;(k). (2.50)
Desejo mostrar que

/ (k) d’k = 0. (2.51)
keR3

Para isto, recuperemos a origem de (2.49) em (2.31)—(2.32), e na terceira linha de (2.27):

ey (T + 1)) =

/ it ()T (ke — 1) (1) L
leR3
k —

i
1

= / ki (k — DT (k)2 (1) d°L; (2.52)
leR3

e (T, )"0 = 1 / kit (k — a0, (k) d°L, (2.53)
1eR3

ou seja: (2.49) tem origem em
o2 (0 # 11,) — 1hon (0 % )",
cuja integral em k sera
] ke = DR RO - Tk - 07 @), 0) =
keR3 JIeR3
[ R DR - 3 - RE 0] P =
keR3 JIeR3
i / / o — L] i (K — )7 (k) (1) L dPk = 0 (2.54)
keR3 JIeR3

(note a troca de k com I no segundo termo dentro do colchete na 22 linha, e o uso da equagao
da continuidade (2.19) na tdltima linha acima), o que prova (2.51). Note portanto que I';;
somente redistribui a covariancia (u;u;) entre os vetores nimero de onda k de @, ;, sem jamais
troca-la com outros espectros cruzados. Este é o mesmo papel do termo de transferéncia pelo
cisalhamento médio E’j.

Também é possivel definir um termo unidimensional (em k) de transferéncia:

T, (k) = /|k:k (k) k. (2.55)

Finalmente, o termo de redistribuicao direcional de energia pelas correlagoes pressao-velocidade

Kk,
Hm(k) = —1 12

Da mesma forma que ocorre com II;;, ndo é (nem deve ser!) possivel provar um resultado geral
sobre a integral de II;; em k. Note entretanto que II;(k) = 0; de fato,

KiGimm = ki (@i = (ki) i) = 0. (2.57)

1
5(0) < 5(0)

12



2.2.6 Producao e dissipagao de energia cinética turbulenta

A contracao i = j de (2.33) produz a equagdo de evolugao da energia cinética turbulenta:

0, (U, | 2
’ P P k(D i — Prii) + 20k*D, ; = 9
ot + 8% ( n,m + m,n) +1 n( i,ni m,z) + 2v i O’ ( 58)
20, . |
8(‘% + aég ><(I)n,m + q)m,n) + lkn<q)i,m' - (I)nw) + 2Vk2(2<be) =0. (259)

Em virtude de (2.49), (2.51) e (2.36), a integral em k de (2.59) é

9 U

(Umtp) + 2¢. = 0. (2.60)

A dissipacao de covariancia é dada por

€ij = 2/ vk*®, (k) &’k = 2/ K E; (k) dk; (2.61)
keR3 k=0
em particular,
1 P, ; o
€o = —€; = 2/ vk? <ﬂ) dk = 21// E*E,(k) dk. (2.62)
2 keR3 2 k=0

A taxa de dissipacao de energia cinética turbulenta pode ser usada para definir as microescalas
de Kolmogorov de comprimento e de tempo:

St/ (2.63)

e

te=v12e 12, (2.64)

re =V

13



Capitulo 3

Modelos espectrais de fechamento para
o termo de transferéncia inercial

3.1 Introducao

Modelos de fechamento relativamente simples podem ser propostos para todos os espectros de
ordem 3 cujas integrais em k se anulam. A idéia geral é escrever estes modelos de fechamento
na forma

= o o) EE) 3.)

onde E(k) é um espectro qualquer, T'(k) é a sua fungao de transferéncia inercial, e g(k) define
o particular modelo de fechamento escolhido. Para maiores detalhes, veja o apéndice A.

Note que estamos contando com o fato de que E(£oo) — 0 suficientemente rapido para
garantir que a integral em k de T'(k) se anule. A analogia com (2.41) pode ser um bom guia.
Sabendo que, dimensionalmente:

T (k)

[e.] = LT3, [k]=L"Y, (3.2)

posso construir uma escala inversa de tempo andloga a 0 (uy,) /0x,:

T = H%ﬂ = [¥*¢/2] . (3.3)

Um modelo de fechamento dimensionalmente consistente, e inspirado por (2.41), pode ser da
forma

Iy = 6% (K33 k@i ]

ou, em uma dimensao:

T(k) = % (K53 BE(K)] (3.4)

— onde € é a taxa de dissipac¢ao genérica correspondente a E(k) — que vem a ser ezatamente (a
menos da constante de Kolmogorov, o) o modelo proposto por Pao (1965)! Aparentemente, Pao
utilizou as equagoes de turbuléncia isotréopica, mas impos uma condicao de regime permanente
(ver Pao (1965), p. 1066, texto apds a eq. (2.9)), o que é contraditério, ja que turbuléncia
isotropica sem um forcante artificialmente introduzido nas equacoes de Navier-Stokes nao pode
se manter, e sempre decai.

O anélogo mais simples das equacoes (2.33) de balango espectral que podemos conceber é
obtido eliminando-se todos os termos que envolvem cisalhamento médio, producgao por interacao
com este cisalhamento, etc., e adotando como tnica fungao de transferéncia a equagao (3.4) (isto

14



é: eliminando o efeito das correlagoes entre pressao e velocidade); isto é estritamente correto
para o espectro da energia cinética turbulenta. A equacao de balango espectral de energia
cinética turbulenta com o fechamento de Pao é

oE. 0

o "ol

a 'kBPE,] + wkPE, = 0. (3.5)

3.2 A formulacao original de Pao

Pao (1965) propds 0F,/0t = 0 (o que estd errado, como comentamos) e introduziu a constante
a de Kolmogorov explicitamente no modelo de fechamento:

d . _
o [a 'K 3ePE,] + 20k E, = 0. (3.6)
Observe a derivada ordinaria, ja que o problema nao depende mais do tempo. A solucao
prossegue ao longo das linhas classicas:

04_1]{35/361/3@ + §a_1k2/3el/3Ee +20k?E, =0

° dk 3 c ’

dFE, 5
i + {gk‘_l + 21/046;1/31{:1/3} E. =0,
dE,

Ee

Ek‘l + 21/(166_1/31{:1/3] dk,

E, 5 3
= —Zlnk — —vae; V33
Eq 3 2

E. = E.ok™3 exp {—;V&ee_l/z)’k‘l/?’} (3.7)

In

Neste ponto, para calcular E,y basta usar a condicao de que a dissipacao €, é dada por

€ = / 21/l<:2Ee(k) dk = (3.8)
0

O resultado é o espectro classico de Kolmogorov, mais uma expressao explicita (um decaimento

exponencial) para a faixa de dissipagao:

E. = ae?Pk P exp {—gyaeel/?’k‘l/g} : (3.9)

Uma ligao importante é que, provavelmente, nenhum modelo espectral pode dispensar uma
restrigao integral do tipo (3.8).

3.2.1 Discussao:

Visto pelo angulo que apresentei aqui, o modelo de fechamento de Pao é quase uma dedugao in-
dependente da lei dos 5/3: ele é sugerido pelas equagoes dinamicas (basicamente Navier-Stokes)
em que existe um cisalhamento médio, e onde portanto hd uma escala de tempo 9 (u,,) /0,
explicita; em seguida, ele é adaptado para a transferéncia inercial com base em duas idéias:
(i) o modelo de fechamento pode ser formulado em termos de uma derivada d/dk; e (ii) na
auséncia de uma escala de tempo macroscépica, podemos usar €, e k para construir uma escala
de tempo alternativa. Note que (ii) é muito parecida com as idéias usadas por Kolmogorov, mas
que agora, como usamos as equagoes da dinamica, existe uma previsao um pouco mais ampla
(uma forma explicita para a faixa de dissipagao do espectro — que segundo Davidson (2004) é
uma das poucas previsoes fisicamente razodveis e compativeis com a evidéncia experimental).
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3.2.2 O céalculo de uma integral elementar
Primeiramente, note que o espectro de Pao pode ser escrito

E.(k) = Eeok:_5/3 exp [—37&(7}]{:)4/3} , (3.10)

que é apenas uma maneira mais compacta de escrever a mesma coisa. Este tipo de manipulacao,
embora supérfluo do ponto de vista estritamente matematico, sempre ajuda a colocar a fisica
em perspectiva, e em geral simplifica um pouco a dlgebra também. O célculo da dissipigao fica

ce = Eeo / Wk 3e= 5 R g (3.11)
0

A mudanga de varidvel ébvia é (note que u é uma varidvel auxiliar de integracdo, e nao deve
ser confundida com a velocidade do escoamento)

u = (k)3 (3.12)
3/4
k= “TE , (3.13)
/3 — %’ (3.14)
rE
dk — 312:/4 du (3.15)

e a dissipacao agora é

o0 u1/4 3o 3U_1/4
€ = 60/ 2V1— exp {——u} du
0 re/?’

2 4r,
Eovrs /°° 3ou] 3a
= — exp |———| = du
a S, TPlT2 2
Eovel?
_ Zelte (3.16)
(e} 14

3.3 O modelo de Lin (1972) para o espectro de energia
cinética turbulenta

Uma modifica¢do importante é a inclusao do efeito de “gargalo” (bottleneck effect) no espectro
de energia cinética turbulenta. Tanto quanto seja de meu conhecimento, hd muito pouco de
explicacoes tedricas sobre o efeito, a nao ser no caso de espectros de escalares onde a explicacao
padrao aceita (razao entre a difusividade molecular de momentum e do escalar muito diferente
de 1) é a teoria de Batchelor para as regides inercial-difusiva e advectiva-viscosa (Batchelor,
1959; Batchelor et al., 1959).

Hill (1978) introduziu diversos modelos que sao capazes de reproduzir a “corcova” observada
no espectro no fim da regiao inercial, e aplicou-os a espectros de escalares de acordo com a teoria
padrao de Batchelor. Entretanto, o efeito é claramente observavel em espectros de energia
cinética turbulenta medidos em tuneis de vento (Saddoughi e Veeravallis, 1994; Saddoughi,
1997; Kang et al., 2003) e também em simulag¢oes numéricas diretas de turbuléncia (Lamorgese
et al., 2005) onde ha apenas uma difusividade molecular em agao (a viscosidade cinematica do
préprio fluido), e nada nos impede a priori de aplicar o modelo proposto por Hill ao espectro
de energia cinética turbulenta.
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O modelo de Lin (1972) baseia-se na inclusdo de uma segunda escala de tempo a g(k) no
termo de transferéncia inercial. Note que no modelo original de Pao,

k
k) = 3.17
g(k) = = (3.17)
ty, = k¥/3el/3, (3.18)
Alternativamente, Lin propos
alk 1 k atel B3

- 04_66*1/3172/3 + q2/3,/1/2€e—1/2 1 + q2/3p1/2e-1/62/37 (3.19)

g(k)

B tk + qte

com ¢ = 1; o parametro de ajuste ¢%/® é uma generalizacdo posteriormente introduzida por Hill
(1978).
Utilizando-se a definicao da microescala de Kolmogorov (2.63),

1

g(k) = o 'ePK [(qrek)*P + 1] . (3.20)

Para este modelo, a equagao de balango espectral de energia cinética turbulenta (3.6) com
OFE.(k)/ot =0 é

d%: [ae’lei/:g ((grek)®™ + 1)_1 Ee} + 2Uk*E, = 0. (3.21)
Usando o “espectro compensado”
Eo(k) = K°PE.(K), (3.22)
0=ate/3 (1+ (qrek)Q/B) dj: - %iqur:lgg?;i Ec| + vk Eq,
‘%’ = ; (1+ (grek)>®) ™ (qrek) ™ 3(qro)dk — 20we, VY3 (1 4 (qrok)3) d
% = ; (14 (grek)®™) ™ (qrek) ™% d(grek) — 20q7 (qrek)* (1 + (qrck)¥?) d(grck)
= ; (1 - 282/3)71 V3 A — 20”313 (1 + 932/3) dz, (3.23)
para
x = qrck. (3.24)

As integrais sao elementares:

E
In—-< =1n (.752/3 + 1) — aq*4/3 2+ §x4/3 ’
Eco 2

donde
E.(k) = Ecok ™3 (1’2/3 + 1) exp [—aq_4/3 (xz + ;f“)]

3
= Ecolqre)®? (v + 27%%) exp {—qu_4/3 <x2 + 5:54/3)] . (3.25)
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A constante E¢o é obtida por meio da integral de dissipagao (3.8):

°° 3
/ 2v(qrek)?(qre) 2Eco(qre)™? (z7 +27/3) exp {—aq“‘/g (332 + 5934/3)] dk = e,
k

=0

> 3

VECO(T’e)_4/3/ 2aq_4/3 (:1: + x1/3) exp [—aq_4/3 (;E2 + 5:1:4/3)] dx = ae.. (3.26)
x=0

A mudancga de variavel

3
u=aq*? <x2 + 5954/3) (3.27)

produz (novamente) a integral elementar

[o¢]
VECOT€4/3/ e “du = ae,,
0

Beo= Xl — 3 (3.28)
v
O espectro compensado adimensional do modelo de Lin é
3
EBEBE, (rk) = a. ((qrek)*® 4 1) exp [—aq_4/3 ((qrek)2 + §(qrek)4/3)} . (3.29)

O uso de um modelo alternativo ao de Pao para reproduzir a “corcova” do espectro com-
pensado requer a capacidade de calibrar o modelo para ajustar o valor de r.k em que ocorre
o maximo desta corcova. Nos espectros unidimensionais compensados de Saddoughi (1997) e
Kang et al. (2003), este méximo ocorre em na faixa 1072 < r.k; < 107, Nossas tentativas de
calibragao mostraram que o maximo da corcova s6 pode ser posicionado em r.k; ao prego de
um valor absurdamente alto (¢ = 10). Em resumo, o modelo original de Lin, mesmo com a
“generalizagao” ¢ # 1, nao é suficientemente flexivel para reproduzir corretamente a corcova do
espectro compensado.

3.3.1 Primeira tentativa de generalizar o modelo de Lin

Considere entao a préoxima generalizacao 6bvia do modelo de Lin:

g(k) = a;leé/?’kw?’ [(qrsk)%/?’ + 1} - (3.30)

Prosseguindo em paralelo com o caso anterior:

d )

0= |a7el (14+a%) ™ Bo| + 20k Ec,
d _

0=— [(1 +22/%) 7! Ec} 4 2a,(q) "3 P B,

1 dEc 20 2%/371
0= L e d; -3 i+ me/g)QEc} + 2a,(q) 323 Eg,
0 d& B Q_b x2b/371
dx 314 z2/3
dEc  2b /37!

Fe ~ 314470

Eo + 20.(q)~*3(1 + 2%/ 2P Eg,

dr — 20.(q)~*3(1 4 22323 dx. (3.31)
As integrais sdo elementares:

In —— =1In (2*® + 1) — 2a¢™*? (Z:z:4/3 + Lin(x)) , (3.32)
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onde

3 2b+4
Tl b# —2
Lin(z) = { ®a® * o bF 72 (3.33)
In x, b= -2
O espectro compensado é
3
Eo(x) = €3 [:1:21’/3 + 1] exp [—204(]‘4/3 (Zx4/3 + Lin(a:))] : (3.34)

Como sempre, a constante Fog = aeeg/ % & obtida por meio da integral de dissipagao (3.8); o
calculo é elementar, e os detalhes foram omitidos.

A introducao do segundo parametro torna o ajuste de dados experimentais mais flexivel. A
figura 3.1 mostra que é possivel obter uma ajuste razoavel aos dados de Kang et al. (2003) com
q =4,0eb=1,5. Para se obter um ajuste melhor, é necessério utilizar um algortimo automaético
de otimizacdo. No entanto, o calculo do espectro unidimensional Fyi(r.k;) é feito utilizando
integragdo numérica para o calculo de (2.40): o resultado é uma rotina demasiadamente lenta
em um computador de mesa para que o recalculo de (g,b) possa ser feito automaticamente.
Expressoes analiticas para Fi; estao sendo desenvolvidas para superar este obstaculo.

3.3.2 Segunda tentativa de generalizar o modelo de Lin

Uma caracteristica evidente de (3.30) é que g(k) se torna muito pequeno quando x — oo. Uma
maneira de controlar a diminui¢ao de g(k) é

1+ (qrek)?
1+ (1+ A)(qrek)?/3

g(k) = a; te3E3/3 (3.35)

Do ponto de vista da anélise dimensional, (3.35) é tao vdlido quanto (3.20) ou (3.30). Em
particular, note que

lim g(k) = o] tel/3k%3, (3.36)
(grek)—0
lim  g(k) = [(1+ A)a.] e/ 2 k73, (3.37)

(qrek)—o0

Prosseguindo em paralelo com o caso anterior:

d 1+ 2?3
0 —_ -1 1/3 E 2 k‘l/gE
dk [ Ty (+A)sC + v c
d 1+ 223 .
i | o] + 2o
1+2?3  dEc  2A z~1/3
0= _ = E 20, —4/3,1/3
{1+(1+A)x2/3 ir 3 (1 E (g Ao T 2adle) e ke,
dEc  2A -1/3 1 (1 4 A)g2/3)1/3
0 e 28 x EC+2%(Q>_4/3( + (14 A)a*?)x »
dx 3 (1+ (1+A)x2/3)(1 + x2/3) 1+ 22/3
dE —1/3 14 (14 A)g2/3)p1/3
== < O e G G R (3.38)

Ec  (1+(1+A)a?B)(1 +a25) 1+ 223

As integrais sao elementares (e foram calculadas com o auxilio da linguagem de processamento
simbdlico MAXIMA; vide http://www.freshmeat.net/projects/maxima):

1 (14 AP
Eco 14 22/3
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O espectro compensado é

1+ (1+A)x?3 s (3 3A 3A
Ec(z) = E -2 BlZ1+ Az - =23+ —In=**+1))].
c(z) co[ L1 223 exp Qeq 4( +A)x e + 5 n(z”° +1)
(3.40)
A condicao de dissipacao é
2/ ¢ P2 PEq(z) de = €23, (3.41)
0

De maneira quase surpreendente, a mesma manipulagao algébrica do modelo original de Pao
continua funcionando:

u = %(1 + A)z/? —

(1+ (1+A)2?/3) /3
du = e dx, (3.43)

%mw + % In(z?? +1) = (3.42)

de forma que a integral de dissipacao torna-se

ECO/ 20,43 exp [—2aeq_4/3u] du = aeeg/g’ = Fco = aee§/3. (3.44)

0

3.4 Um modelo modificado Pao-Hill para a energia ci-
nética turbulenta

Hill (1978) propos alguns modelos adicionais similares ao de Lin. Na seqiiéncia, nds vamos
descrever em detalhes o seu “modelo 2”. Ele se baseia na seguinte equacao diferencial para

g(k):

dlng(k) 5 1
CRRY 2 21 1 tgh(az)]. 4
B _ 0 20+ tgh(a) (3.49)
onde g(k) ¢ a fungao de defini¢cao do modelo de fechamento introduzida em (3.1), e
k
=In—; 4
z=ln (3.46)

k* é um numero de onda tipico da regiao onde ocorre a corcova no espectro. Os parametros
adicionais do modelo de Hill sao a e k*.

Os seguintes comportamentos assintoticos do modelo de Hill para a inclinagao ¢ de In F, X
In k sao facilmente verificaveis:

E<k™ = 22— —o00 = tgh(az) — —1 ¢=-5/3
k~k = z2~0 = tgh(az) ~0 ¢=-4/3
k>k* = z— 400 = tgh(az) — +1 (=-1

A integracao do termo envolvendo a tangente hiperbdlica é feita da seguinte forma:

/ (1 + tgh(az)] dz = / [1+M} dz

cosh(az)
_ / cosh(az) + senh(az)

cosh(az)

2 az
- / g (3.47)

eaz + e—az

dz
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Fazendo

u=e"=dz = : (3.48)
a u
a integral transforma-se em
1/ 24 = 2 n(uz +1) (3.49)
— u=—In(u . .
a ) uz4+1 a

Levando este iltimo resultado em (3.45):

1 2a
Ing(k) = glnﬁ——ln [(ﬁ) +1{ +InC,

k*  3a k*

- ()" [(£)"

Em principio, nés deveriamos agora resolver uma equagao de balanco espectral de energia
cinética turbulenta andloga a (3.5) com g¢(k) dado por (3.50), e em seguida impor a restri¢ao
global de dissipacao de energia cinética turbulenta (3.8) para entao calcular C'. Um caminho
mais curto é simplesmente admitir o espectro de Kolmogorov na faixa inercial e impor que o
fluxo espectral de energia cinética turbulenta (dado pela derivada de T'(k): ver (3.1)) seja igual
a €, nesta faixa:

_ L
3a

(3.50)

C = 3 (3.51)

donde )
~3a

(3.52)

1 k’ 2a
k) = —l/315/3 1
g( ) aee k* +

E importante observar que o resultado de dissipacao ainda deve ser verificado a posteriori
quando tivermos obtido uma equagao completa para F.(k). A equagao diferencial de balango
espectral de energia cinética turbulenta agora é (sob a mesma aproximacao de Pao de desprezar
o0 termo transiente)

d ~1_1/3 AN

% 0% 66 g +1
d -1.1/3 k)
Tk a e, = +1

1
" 3a 2a—1 2a " 3a
dBe 2 s (B)L[(RY
dk 3 k* k* k*

22

1

3a
kBB (k) p + 2vk*E (k) = 0; (3.53)

Eo(k) p + 20k Eq(k) = 0,

Ec + 20kY*Eq = 0.

2a
oflei/g [(%) +1

(3.54)



Separando as variaveis,

dEc 1 2az**"! ¥\4/3.1/3 (. 2a 3=
e L e ek (4 1) da 359
onde
K (3.56)
xr = —. .
k*
A integral é
Eo(k) 1 e\ B/R L
In c(k) =—In|[— +1| — 2a(rek*)4/3/ z/3 (ac2“ + 1) Z dz (3.57)
ECO 3a k* 1

Note o aparecimento da fungao Hil(z, 1/3, a) definida no apéndice E, equagao (E.1); obtém-
se 0 espectro (a menos de uma constante de integracao a ser calculada):

k 2a
— 1
) -

A condigao integral de dissipagao equivalente a (3.8) do modelo de Pao é

L
3a

k3 E,(k) = Ecy exp [—2a(rk*)* Hil(k/k*,1/3,a)] . (3.58)

eez/ wk*E, (k) dk
0

% 9y es 3 ) k2
e ()

1

3a

exp [—2vae, (k") Hil(k/k*,1/3,a)] dk

9 ;1/3 E*)4/3 %

= Vaeae_l(/g ) Eco /_0 o3 (2% 4 1)§ exp [—2yaegl/3(l{:*)4/3 Hil(z,1/3,a)] dx

E > dHil(z,1/3
= —oze_clg/g /_0 exp [—20[(7"5]{:*)4/3 Hil(z,1/3,a)] 2a(r€k*)4/3—1 (xd,x/ @) dx

Eeo . )
= ae_lo/3 exp (—2a(rk*) 3 Hil(0,1/3,a)) . (3.59)

Portanto,
Eco = ae?® exp (2a(rk*)** Hil(0,1/3,a)) . (3.60)

O espectro de energia cinética decorrente da aplicagao do modelo 2 de Hill, finalmente, é
dado por

2a
E.(k) = ae/3E=5/3 [(kﬁ) +1

1
3a

exp [2a(rck*) 3 (Hil(0,1/3,a) — Hil(k/k*,1/3,a))] .

(3.61)
O espectro compensado e adimensionalizado torna-se
—2/31.5/3 T’ek 2a o %\4/3 . . rek
€, Pk E(rek) = « = +1| exp |2a(rk*)Y?(Hil(0,1/3,a) — Hll(?, 1/3,a))
Te Te
(3.62)

A figura 3.2 mostra o resultado de E, para a = 1,75 e r.k* = 0,075.
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Figura 3.2: Espectro compensado e adimensional de Pao-Hill: a = 1,75 e (r.k*) = 0,075 (seta
vertical). O plato vale a = 1,5.

3.5 Um modelo de fechamento Pao com producgao pro-
porcional a S em regime permanente

O desprezo do termo transiente na formulagao de Pao carrega um prego alto: ao contrario do
comportamento correto do espectro de energia cinética turbulenta, E.(k = 0) = 0, o espectro
mantém-se “para sempre”’ na regiao inercial enquanto k|0. Isto é claramente nao-fisico, e
nos vamos agora tentar introduzir uma modificacao que produza uma solucao mais realista
fisicamente. A 1nica maneira de fazer isto é introduzindo um termo que produza continuamente
(e), de forma que nds modificamos (um tanto arbitrariamente) a equagao espectral de balango
para

_SE, + di; [oz_lk5/3€é/3Ee] + 21/1{:2E'e =0. (3.63)

Comparando (3.63) com (3.5), é evidente que [S] = T~!. Portanto, S representa um ci-
salhamento médio, ou taxa de deformagao média, introduzido(a) pela fonte de producao da
turbuléncia; no caso de tuneis de vento, esta fonte é a grade passiva ou ativa na entrada do
tunel de vento.

Continuando,

§a—1k2/3e§/3 ~S|E. + a—le;/3k5/3@ + 2UK°E, = 0,

3 dk

dE, 5

e + {gk_l — 80468_1/3k_5/3 + 2yaee_l/3k1/3} E. =0,

d]f f = - Ek‘l — Sae; V3RS 4 2yae;1/3k1/3] dk,
E. 5 3 3

In =—=Ink — —Sae;l/gk_2/3 — —VOAGe_l/3]€4/3,
E. 3 2 2

3 3
E, = E.ok™*Pexp [—§Saee_1/3k_2/3] exp {—Euaee_l/gk‘w’] ) (3.64)

O espectro agora nao diverge quando kl0; é facil verificar que limy_,q E.(k) = 0, devido ao
termo contendo S.
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E conveniente agora adimensionalizar o espectro. Para isto, define-se
(= (Se; V332 = §73/21/2, (3.65)

Nés esperamos que ¢/r. > 1; na verdade ¢ pode ser interpretado como uma escala integral do
escoamento, €

0 e\ e €
nelem) =R e R (560

define um nimero de Reynolds Ry em funcao da taxa de deformacgao S. E interessante notar que
a dependéncia de ¢/r. com R, é uma das primeiras coisas a aparecer no estudo de turbuléncia
(por exemplo, veja: (Davidson, 2004, p. 20, eq. 1.3)). O espectro (3.64) torna-se

E. = E.ok™3 exp {—370‘ [(reke)*® + (k) 23] }

3 / —-2/3
— Bk exp {—7“ [mk)m +() <nk>2/3] }

= Bk P exp {—%(rek)‘*/?’ — (3a/2)**R,"? ((304/2)1/2(706/4)2/3)} . (3.67)
A integral de dissipacao sera

€ = / 2w Bk exp {—%(rek)“/?’—(304/2)3/2R€1/2((3a/2)1/2(r6k)2/3)] dk.  (3.68)
k

=0

A mudanca de variavel agora é

u = (30/2)V%(rc k)3, (3.69)
32
h=— .
1/2
L3 — u—1’ (3.71)
(3a/2) /4!
3'LL1/2
= 72
dk a2, du, (3.72)
donde
00 ul/2 (lee)_1/2 3ul/2
= WEyg—— —u? -
€e /u:() V1o (3a/2)1/4r€1/3 exp ( U " ) 2(304/2)3/47°6 du
2VE60 —
= 541 ((iR)71?), (3.73)
A Te
onde
2 3
dy = (5~ ) =0070602994 (3.74)

(para a = 1,613) e

u

Ai(x) = /OOO U exp (—u2 — f) du (3.75)

é a funcao de Abramowitz de ordem 1 (Abramowitz, 1953; Abramowitz e Stegun, 1972, p.
1003); Harris (1999, p. 137) chama A, (x) de integral de Abramowitz. O célculo de A;(0) = 1/2

i . - 2/3
é elementar, e produz para & = 0 a mesma constante de integracao de antes: F.q = ozee/ .
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Figura 3.3: Espectros adimensionais de Pao para R, = 103, R, = 10%, R, = 10° e R, = 10%. A
linha horizontal corresponde a a = 1.613, que neste modelo é o valor assintotico da constante
de Kolmogorov para Ry, — oo

Uma aproximagao de ordem 2 para a integral é (Abramowitz e Stegun, 1972)

€e N VE4€/03 1— /7 (diRy) ™2 + (;(1—7) —ln(d1Re)_1/2> (leZ)_l}» (3.76)

A Te

onde v = 0,57721566 ¢ a constante de Euler; a solugao para a constante F é

ael?
Eeo = 1— /7 (diRe)"Y2 4+ (3(1 — ) — In(d1Re)~1/2) (d1Re) " (3.77)

O espectro adimensional resultante sera

aexp [~ (rk) " — (%) (@R 2(rck) 2]

1— /7 (diRe) 2+ (2(1 — 7) — In(d1Re)1/2) (diRe) (3.78)

€. PEPE.(rk) =

A figura 3.3 mostra os espectros adimensionais resultantes para R, = 103, R, = 10*, R, = 10°
e Rg = 106.

Alguns problemas do espectro (3.78) ficam evidentes: além de inexistir o gargalo observado
experimentalmente em FE,(k), ndo hd uma faixa inercial claramente definida, exceto para Ry
demasiadamente altos, ja que mesmo Ry, = 10° nao é capaz de produzir a faixa inercial.

3.6 Um modelo de fechamento Pao com producao pro-
porcional a S? em regime permanente

Para sanar as dificuldades aparentes de (3.78), vamos tentar modelar o termo de producao
proporcional a §%: a formulagao dimensionalmente correta deve-se a Claussen (1985), e é dada

por
d
= ST PE 4 o [07 KPP E] + 20K E, = 0. (3.79)
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Fisicamente, (3.79) difere de (3.63) pelo fato de que o efeito do cisalhamento S sobre a producao
de ECT agora depende do niimero de onda k, sendo tanto mais importante quanto menor for
k.

Continuando,
—S2VBETTBEL + ale;/?’dd% + 2k'YPEq = 0,
dd% = a8 2PkTBEs — 2vae; V3RV B,
dﬁ% = a8 2Bk dk — 2vae, PEY? dk,
In 5—;0 = —Za82ee_2/3k_4/3 + guaegl/3k4/3,
E, = Ecok™P exp {—%aSzee_z/?’k_‘l/?’} exp Eyaee_l/%‘m} . (3.80)

A adimensionalizacao deste espectro prossegue da seguinte forma:

1

3a 1/0\ Y3
el e {‘7 [“’“)4/3 3 (5) <nk>‘4/3] }
B1e" 1 /3« 2 R1s% -1
el e [—7@@4/3_5 (5) w ((—2) (rek)_4/3>] (3.81)

A integral de dissipacao sera

> 3a 1 /3a)\? 2
€e /k 2vEcok™” exp [ 5 (rek) 5 (—2 ) R, <_3a (rek) )] dk. (3.82)

=0

usando a mesma mudanga de variavel definida em (3.69)—(3.72), obtém-se

(9] u1/2 (d2R£)—1 3u1/2
= wEp— - d
¢ /uo vHco (3a/2)V/4rl/? exp( Y u2 ) 2(3ac/2)3/4r, "

00 -1
u=0

4/3 2
are/ u

o] —1
_ vEco / exp {—v B (daRy) } v
v=0

4/3
Oé’l“e/

E
=Y j;g\/ (doRo)- K1< 4(dsRe) 1), (3.83)

onde )
2
dy =2 (—) = 0,34164789 (3.84)
3a
e Ki(x) é a fungao modificada de Bessel de terceiro tipo, ou fungao de McDonald (Lebedev

(1972), secao 5.7; Gradshteyn e Ryzhik (1980), eq. 3.324 e Abramowitz e Stegun (1972), segao
9.6). Por seguranca, a corregao de (3.83) foi verificada com o uso de integragao numérica.
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Figura 3.4: Espectro compensado de Pao com producao proporcional a S?: R, = 103, 10%, 10°

e 10%. A linha horizontal corresponde corresponde a o = 1,613, que é o valor assintético da
constante de Kolmogorov para Ry, — oo.

Uma aproximagao de ordem 2 (ver apéndice B) é

VA(dsR) K, ( 4(d2Rg)—1> ~ 1+ (daRe) ! [2In(daRe) /2 + 2y — 1]

5
+ (dyRy) 2 21n(d2R4)_1/2+27—§ . (3.85)

A constante de integracao, portanto, é

2/3
(v€e
Erg = 3.86
T + (daRg) "1 [21In(daRy) =12 + 2y — 1] + (daRy) 2 [2 In(daRy)~1/2 + 2+ — g] ( )
e o espectro adimensional
BB E, (k) = avexp [~ (reh)"® — (daRy) ' 2 (rek)*°] .
¢ 1+ (dQR{)*l [2 1H(d2R5)71/2 + 2’}/ — 1] + (dQR,g)*Q |:2 ln(d2R5>71/2 =+ 2"}/ — %:|
(3.87)

A figura 3.4 mostra o efeito de diferentes nimeros de Reynolds R, sobre o espectro compen-
sado. O resultado, em comparacao com a figura 3.3, é bem mais satisfatério, com o surgimento
claro de uma faixa inercial.

Também ¢ importante compararmos o resultado de (3.87) com dados medidos. Uma fonte
extremamente importante sao os dados de Kang et al. (2003) livremente disponiveis na internet:
ver

http://pegasus.me. jhu.edu/ "meneveau/datasets/actgriddata.html.

Os detalhes das medicoes podem ser encontrados em Kang et al.; trata-se de um experimento
em um tunel de vento com geracao de turbuléncia por uma grade ativa, em um tinel com secao
de 1,22 x 0,91m? e 10 m de comprimento. As comparacoes mostradas aqui sao feitas contra
medigOes na primeira segao apds a grade, na posicao x/M = 20, onde M = 0,152 m é o tamanho
da grade.
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Nossas andlises mostraram que (3.87) proporciona um ajuste razoavel para o espectro em
baixos nimeros de onda — na verdade, consideravelmente melhor que os ajustes das equagoes
(C.2) e (C.3). Sozinha, e utilizando os valores medidos de r. e de Ry, a equacao (C.2) produz
um espectro nitidamente abaixo dos valores experimentais na regiao inercial, equanto que (3.87)
produz um bom ajuste nesta regido. Com o termo adicional proposto por Kang et al. (2003),
a equagao (C.3) é capaz de reproduzir de forma razoavelmente boa a corcova do espectro, mas
ela continua produzindo um ajuste ruim tanto em baixos niimeros de onda quanto em ntimeros
de onda kir. > 2 x 1071, Mesmo entre para r.k; € [1072,107!] uma analise cuidadosa mostra
que (C.3) superestima ligeiramente os valores medidos de Fi;.

3.7 Um modelo de fechamento Pao-Hill com producao
proporcional a S em regime permanente

Utilizando o mesmo g(k) de Hill, equacao (3.52), e o mesmo termo de produgao baseado em
uma taxa de deformagao média S introduzido na equagao (3.63), obtém-se a seguinte equagao
de balango espectral de energia cinética turbulenta em regime permanente:

d | (K 2a
SE6+% a e, e +1

Novamente, procuramos a solugao primeiramente em termos do espectro compensado E¢:

L
3

kKPE, p + 2vk*E, = 0. (3.88)

1
3a

2a
—Sk;‘5/3Ec+% a~lel/3 [(kf) +1|  Ec g +20kPEc =0, (3.89)
ou ainda
k2 B
113 | K& 1 c
a e, [(k‘*) + dk+

9 E\ 201 | o\ 20
op-5/3 4 113 ( R LK 1
Sk 3a €, (k*> e [(k*) +

1

3a

]{5_5/3

dEc . k>
< -S EH N . 1
Ik + e, [(k*> +
2 k’ 2a—1 k’ 2a+1
3k \ k* k*
1

dEC 13023 k —5/3 k 2a 3a k
e Sae, ° (k") = o + =
-1 1
92 L 2a—1 L 2a Lk Lk 1/3 L 3 L
(= — 1 — ) —2wae V33 [ = — ) +1] d-—
+ 3 (k*) [(k*) + ] d (k*) VO(Ee ( ) k* k.* + If* ?
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Figura 3.5: Comportamento assintético de Gi(x) quando z]0 e zToo.

dE,
E_CC = ox 3 (2® + 1) 75 dr + 50 7% 1 1 dr — pa'/3 (2 + 1)i dx, (3.90)
onde x foi definido em (3.56);
1= 2wae, 3 (k)Y = 20 (rk*) Y3 (3.91)
e
o = Sae; V3(k*)73, (3.92)
Integrando,
E kK L 1 k> k/k" 1
lnE—C:J/ x5/ [132“—1-1]31@ dx+3—ln [(§> +1 —,u/ o'/ (2% + 1) da.
co 1 a 0

(3.93)
Note o limite inferior (1) da primeira integral em (3.93), uma vez que a integral é divergente
nos intervalos (0, 1] e [1, 00).
Definindo-se agora a representacao integral

r) = / £7/3(€2 4 1)3a de, (3.94)
1
verifica-se facilmente os seguintes comportamentos assintoticos:
20 = Gi(z) ~ 5 ( a3, (3.95)
rtoo = Gi(z) ~ Inx (3.96)

A figura 3.5 mostra que os comportamentos assintéticos em (3.95) e (3.96) sao na verdade
excelentes aproximagoes para todos os valores dos intervalos (0, 1] e [1,00), respectivamente.
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O espectro de Pao-Hill com producao constante sera

- L 2 1
Ec = FEco (—) +1

i ek 2a
K3E, = Ecy (:k> +1

1

" [ ek [ ek
exp {0 Gi (%, a) — pHi <@, a)} (3.97)

A integral de dissipacao sera agora
€ = / 2wk*E, (k) dk
0

= 2 (k*)/? Eco/ /3 [27* 4+ 1] Z exp o Gi(z,a) — pHi(x,a)| do
0

2 * 4/3E () Hi
= W/O exp [0 Gi(z,a) — pHi(z, a)] M% dz.
E o dHi
=—5 / exp [0 Gi(w,a) - Hi(z, )] p—— da. (3.98)
Qe 0 dx

A integral (3.98) pode ser aproximada da seguinte forma. Inicialmente, uso (3.96) obser-
vando que o maior peso da integral ocorre para x > 1; além disso, simplifico Hi(x) com

2
ztoo = Hi(:p,a)z%; (3.99)
entao:
FEco [ . dHi
€e N m/o x exp[—qu(x)],u% dx
_ ECO &0 o LL’Q
N5 i 7 exp | —p px dx
/2 2/3
E 2 2aee
= or <£>2‘Eco: Of : (3.100)
ae 3 \ i 2 \2 5\ 7/ (e
(;) ol (%)

Com isto, a equagao para o espectro torna-se

1

200 rek \ . rek rek
6_2/3765/3Ee(7’ek) = /2 [( Ek*) +1 oxp {g Gi <%,a> —pHi (%,a)}
(2) " or(s) LV A -
(3.101)

O grande problema desta formulacao é que ela nao permite o aparecimento explicito de Ry;
de fato, é facil verificar que

[

Ry o (3.102)

o’
o que sugere que talvez seja fisicamente muito mais razoavel parametrizar a producao em funcao
de 82, enao de S. De qualquer modo, por uma questao de completude, nds vamos agora verificar
o modelo dado por (3.101). Isto é feito na figura 3.6: a inadequagao do modelo é evidente, em
sua incapacidade de produzir uma faixa inercial estavel.
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Figura 3.6: Espectro Pao-Hill com termo de producao SE.; = 0,25 e 0 = 0,01.

3.8 Um modelo de fechamento Pao-Hill com producao
proporcional a S? em regime permanente

Utilizando o mesmo g(k) de Hill, equacio (3.52), e o termo de produgido proporcional a S2
introduzido na equacao (3.79), obtém-se a seguinte equacao de balango espectral de energia
cinética turbulenta em regime permanente:

L
3

kBB, » + 2vk*E, = 0. (3.103)

2a
o 826_1/3k_2/3E i a—lel/S ﬁ +1
c “dk N k*

Novamente, procuramos a solugao primeiramente em termos do espectro compensado E¢:

J
3a

d k’ 2a
— S2VBETTBEL + T atel/? [(k—) +1|  Ecyp+20kEs =0, (3.104)

ou ainda

_1

k} 2a 3a dE

-1,1/3 e ¢
a e, [(k*) —i—l] 7k +

9 L 2a—1 1 L 2a
_Q2,—-1/31-7/3 < _-—-1.1/3 [ ™ _ v 1
S, "k 30 (k*) e [(k*) +

1
1 3a

L 2a
+ 2uae; VAEY3 [(E) +1

k’ 2a
— 1
(=) +
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1

dEC _4/3 _4/3 k‘ 77/3 k 2a 3a k

— = k* — — 1 d| —

i GO W) =

-1

9 ]{? 2a—1 ]{7 2a k ]C 1/3 k} 2a
(= — 1| d|—|—2vae B3 [ = — 1
+3 (k*) [(k*) + <k*) VO(Ge ( ) k* k* +
L2 G WY 7 S 17 S
Ec Te ‘ k*re k*re

-1
2 [ kre NN [ ko \ kr kro \ Y2 |/ ke \ 2

= : 1 d|—)-2a(kr)*? | — : 1
+3 (k*re) (k*n) + (k*re) a(k're) (k*n) (k*re) +

1
s g ( kr.
k*r,

dE 1 2ax?*!

E—CC — a(ReR.) w73 (2% 4+ 1) 75 da + S_amzx——l—l dx — 20R,x"* (2% + 1)5 dz,  (3.105)
onde x e foi definido em (3.56), e

R, = (k*ro)*?. (3.106)
Integrando,
Eo k/k" E 1 k>
In —— = a(R¢R,) ™" T+ 1]% dr+ —1In || — 1
nEco a(RyRy) /1 T (27 + 1] m+3an 1 +

k/k* )
— 2R, / 23(x% 4 1)3a do. (3.107)
0

Novamente, o limite inferior da primeira integral em (3.107) é 1, uma vez que a integral é
divergente no intervalo (0, 1].
Definindo-se agora a representacao integral

Fi(z,a) = / ’ £3(E2 4 1)ma dE, (3.108)
1
verifica-se facilmente os seguintes comportamentos assintéticos:
210 = Fi(z) ~ Z (1—a™*3), (3.109)
atoo = Fi(z) ~ g (1—a27%/3) (3.110)

A figura 3.7 mostra que os comportamentos assintéticos em (3.109) e (3.110) sao na verdade
excelentes aproximagoes para todos os valores dos intervalos (0, 1] e [1,00), respectivamente.
O espectro de Pao-Hill com producao proporcional a S? sera

kr. \ 2"
1
(/{*7‘6 ) *

1
3a

Ec = Ecg

kre A ke
exp [a(RZR*)_l Fi (#,a) — 2aR, Hi (k*:“ ,a>] . (3.111)
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Figura 3.7: Comportamento assintético de Fi(z) quando z)0 e zToo.

A integral de dissipacao torna-se
€c = / 2wk?E, (k) dk
0

= 21/R*r64/3ECO/ /3 (2% + 1] % exp [a(R¢R.) ™" Fi(z,a) — 2R, Hi(z,a)] dx
0

2F, o L
= oze_(f% /o z1/3 [2°* 4+ 1]% exp [a(R¢R.) " Fi(z,a) — 2aR, Hi (z,a)] aR, dx
2E¢ o a + - .
aefl?g /0 23 [°* + 1]% exp [aR, ((ReR?) ™' Fi(z,a) — 2Hi(z,a))] aR. dz. (3.112)

A integral (3.112) pode ser aproximada da seguinte forma. Inicialmente, uso (3.110) obser-
vando que o maior peso da integral ocorre para x > 1; além disso, simplifico Hi(z) com (3.99);
entao:

E o0 3
€ A _0103/ exp {QR* ((RZRE)_I {—(1 — x_2/3)} - x2>} (2aR,x) dx; (3.113)
ae /3 |, 2
Fazendo-se
u = aR.2? (3.114)
du = 2o R, xdx, (3.115)
obtém-se

Eco [ 3 _ 3(aR.)**(R,R2)™!
€o R~ TO/?) /u() exp |:—Oé(RgR*) 1} exp [— (u + SWIE du,

ae® exp [—3 (RgR*)_l]
Eco =

Bpi [$ (aR)"? (ReR2)™']

(3.116)

onde a funcao Epi(z) é definida pela integral; seu célculo esta descrito no apéndice F.
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Figura 3.8: Espectro compensado tridimensional de Pao-Hill (o, = 1,613) com termo de pro-
ducao proporcional a 8?, com a = 0,6 e R, = 0,1, para R, = 103, R, = 10*, R, = 10° e
R, = 10°.

O espectro compensado tri-dimensional de energia cinética turbulenta sera
~1
o exp [—37“ (ReRy) }

2a
( rek ) 1
Epi [§ (aR.)" (RoR2)™| [\ R

1 e rek o rek
exp la(RgR*) Fi (Wﬂ) —2aR, Hi (W,a)} . (3.117)

6;2/3k:5/3Ee(r5k) =
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Capitulo 4

O fechamento de Pao para um regime
transiente

Considere agora uma tentativa de resolver a equagao (3.5) completa, com o termo transiente.
Entretanto, agora vamos procurar adimensionalizar a equacao antes de ataca-la. Usando as
microescalas de Kolmogorov (2.63)—(2.64), faca entdo as adimensionalizagoes

k=34l g,

t= V1/26;1/27.

Substitua agora em (3.5):

12670 , f ,
) i o 0] 420 0 =
v €' R
-1/21/2g
8<V > €e ) + aa [04_1,%5/3( 1/262/2(1))] + 2K2(V—1/2€i/2q>) -0 (43)
T K

Observe o cuidado em nao retirar €, da derivada d(-)/d7, uma vez que €, = €.(t). E simples

obter uma varidvel dependente adimensional, multiplicando-se (4.3) por e, 3/ 2, onde ey é a
energia cinética turbulenta inicial do problema (note que, da mesma maneira que ocorre com
€c, ndao podemos multiplicar (4.3) impunemente por e = e(t)):

9

5t [ Y] 4+ 267 =0 (4.4)

onde
Y= V_l/Qei/Zegg/QE (4.5)

é o espectro adimensional de energia cinética turbulenta. Aparentemente, as 2 condicoes que
devem ser impostas para a solugdo do problema sao (2.37) e (2.62). Em principio, e e € s@o
conhecidos.

4.0.1 O método das caracteristicas em variaveis adimensionais

Expanda a derivada em relac¢ao a x de (4.4):

6_1/1 _i_afl 5/38'[# _i_aflw 52/3 + 2K2w — 0
or Ok
e300 8¢ _
5/39% 1 1/3,, _
ak 5 + — (9/1 3 Y+ 20k 7Y =0
31/1 5300 5 1/3
8;@ ak™ e =gk + 2ak 77| 1. (4.6)
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Com o auxilio da férmula da derivada total,

dy _ 0y ovdr

de ~ Ok | O dr’ (47)
identifique a equagao caracteristica
Z—; =ak P = (4.8)
L ; [%2/3 _ ,(2/3] ’ (4.9)
Ko = ET + H_2/3:| o ~ kK — TR 4 <5T2/€7/3 - (35;—2)53 +... (4.10)

As linhas caracteristicas dadas pela equagao (4.10) estao mostradas na figura 4.1 para uma con-
centracao de niimeros de onda em redor de kg = 10~*. Estes nimeros de onda sao transladados
ao longo de caracteristicas para a direita, ou seja: para ntimeros de onda progressivamente mais
altos. A medida em que isto acontece, os nimeros de onda ganham uma “velocidade” dk/dr
cada vez maior: em torno de k = 0,1 esta velocidade é praticamente infinita, e todos os niimeros
de onda da figura que estavam ao redor de 10~* em 7 = 0 sdo lancados para xk = +00. Como
veremos a seguir, isto terda um papel importante em lancar os espectros em ultima instancia
na faixa de dissipiacao viscosa. Os numeros de onda iniciais mostrados na figura 4.1 possuem
um tempo finito de vida: nenhum deles existe apés 7 = 1000. Na verdade, o limite exato de
existéncia do nimero de onda kg = 107* ¢ dado por kK — oo em (4.10), e é igual a 7 = 696.
O método das caracteristicas agora consiste em resolver o problema elementar

& [ 20w, (411)
cuja solucao é
W(k, T) = Yo(ko)Vr (K, T)Up(K, T), (4.12)

onde ¥y(ko) € a condigao inicial do problema,

—5/3
Y1(ko) = (i) : (4.13)
Yp(Kk,T) = exp {—37& <m4/3 — /13/3)] (4.14)
e ko = ko(k,7) é dado por (4.10).
4.1 Os efeitos de translacao, transferéncia inercial e dis-
sipacao

Para obtermos um espectro efetivo, precisamos de uma condigao inicial. Nosso primeiro teste é

Yo(ko) = \/7_T1A/~@ exp [— (HOA_;CY] : (4.15)

onde kK, = 1074, e Ax = 8,0 x 1075, Esta condicao inicial é uma aproximacao de uma “delta de
Dirac” centrada em k.; ela sugere uma situacao em que inicialmente a turbuléncia foi gerada
em torno de “grandes escalas”.
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Figura 4.1: As linhas caracteristicas da solucao transiente

O efeito da translacao da condicao inicial é mostrado na figura 4.3-a, e o efeito da condigao
inercial transformada pela transferéncia inercial, ou seja: o produto ¥ (k,t)Y(k,t), é mostrado
na figura 4.3-b. Em 4.3-a, as duas ultimas curvas (correspondentes a 7 = 750 e 7 = 825) nao
possuem maximos, sendo assintoticas a valores constantes. Isto é porque para estes valores de
7 o numero de onda que estava em kg (a abscissa do pico em 7 = 0) é mapeado para infinito, ou
seja: o tempo finito de existéncia de kg, 7 = 696, € menor que os tempos adimensionais destas
curvas. Note também que a simples translacao da condicao inicial ao longo das caracteristicas
nao conserva as areas das curvas ¥y(k, 7). Em 4.3-b, note que a transferéncia inercial modifica
os picos da condicao inicial no sentido negativo dos nimeros de onda: os picos das curvas de
4.3-b estao todos a esquerda dos picos das curvas respectivas de 4.3-a.

O efeito da dissipacao viscosa pode ser verificado plotando-se o termo correspondente em
fungao do tempo adimensional 7 (figura 4.4-a) e do numero de onda adimensional x (figura
4.4-b). A figura 4.4-a mostra que para numeros de onda da ordem de 0,1 ou menores, ¥p ~ 1
por um longo tempo. Para x ~ 1, 1¥p decai para um valor nao-nulo entre 7 = 0 e 7 = 100.
Finalmente, para « > 1, ¥p decai para zero muito rapidamente. A figura 4.4-b mostra o
comportamento de ¥p em k para 3 valores de 7: a partir de 7 = 0,1, a curva nao se “move”
mais. Isto é coerente com a idéia de que os efeitos da dissipacao viscosa se fazem sentir, em
qualquer 7, em nimeros de onda k ~ 1, ou seja: na microescala de Kolmogorov.

Finalmente, a solugdo completa ¢ (k,T) entre os tempos adimensionais 7 = 0 e 7 = 825 é
mostrada na figura 4.5.

4.2 O calculo de €.(t)

A equagao utilizada para adimensionalizar o espectro, (4.5), envolve a taxa de dissipagao de
energia cinética turbulenta €.(t), que é uma funcao do tempo. E importante, portanto, ter a
disposi¢ao um método que calcule €.(t) a partir da solugao analitica adimensional ¥ (k, 7). O
valor instantaneo de €.(t) é dado por (3.8); usando (4.1), (4.2) e (4.5) e substituindo na primeira
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Figura 4.2: Espectro adimensional 1(x, 7) obtido pelo método das caracteristicas
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Figura 4.3: Translagdo da condigao inicial (4.15) pelo método das caracteristicas (a), e sua

modificagao pela transferéncia inercial (b)
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Figura 4.4: O efeito da dissipagao viscosa no modelo espectral em fungao de 7 (a) e de k (b)
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Figura 4.5: Espectro adimensional em func¢ao de x para varios 7’s

equacao,
e.(t) = 2 / K2E, (k. t) dk
k=0
= 21// [V_9/462/4} [1/1/266_1/263/2} K2 (K, T) di =
rk=0
€e(t)3/4V3/4683/2 = 2/ K* (K, T) dk
r=0

Fazendo

vr ) 3/4, 3/4 —3/2
G(r;t) = pw: — /43?2

F(r) = 2/:0 k*Y(k, T) dk,

=0
o calculo de €.(t) consiste agora em resolver numerica ou analiticamente a equagao
G(r;t) = F(7) :

cada novo valor de ¢ gera uma nova raiz 7 a qual produz por sua vez €.(t) via (4.2).
A energia cinética turbulenta instantanea é dada por

e(t) = /koo B (k) dk

=0

= / [1/1/266_1/263/2} Y(k,T)dk
k=0

= [vl/Qegl/Qeg/z} Yk, T)dr = [vlﬂeglﬂeg/ﬂ E(7).
k=0

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
(4.21)

(4.22)

De posse da solugao analitica (4.12)—(4.14) e a partir da condicao inicial adimensional (4.15),
as integrais F(7) e F'(7) podem ser calculadas numericamente a partir de 7 = 0, com o resulado

mostrado na figura 4.6.
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Figura 4.6: Energia cinética turbulenta adimensional E(7) (linha grossa continua) e sua taxa
de dissipagao adimensional F'(7) (linha tracejada) em fun¢ao do tempo adimensional 7. A linha
vertical continua em 7 &~ 690.2 indica o maximo de F(7) que coincide com o ponto de inflexao

de E(7).

Agora, valores numéricos precisam ser obtidos. As equagdes ajustadas por Kang et al. (2003)
para e(t) e €.(t) em um tinel de vento sao

e(t) = AU? (%)n , (4.23)

de  nAU3 [ M\"
— _ = - 4.24
Ce (t> dt M (Ut) ’ ( )

onde U = 11,2ms™ !, é a velocidade média no centro do tinel de vento, M = 0,152m ¢é o
tamanho da grade ativa utilizada, A = 1,8 e n = 1,25. O problema com estas equagoes é que
elas prevéem valores infinitos para ey = e(0) e para €,o = €(0). Os gréficos correspondentes em
funcao do tempo sao mostrados na figura 4.7

Tente separacao de variaveis, na forma

E(k,t) =Tt)K (k) : (4.25)
IT'K 9 —17.5/3_1/3 2
— = TK] + 2vk*TK =
o g o KPP TE] 4 2vk 0
dT d ,
K— +T— [a 'k PK| + 20k KT =
o T T[0T P K] + vk 0
1dT 1d oy ss s )
D B K| +2 S 4.2
T {de[a KPePK] + 2vk A (4.26)

A solucao em T nao poderia ser mais simples:

T =M (4.27)
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Figura 4.7: evolucao temporal da energia cinética turbulenta e da sua taxa de dissipacao

e certamente pode ser associada com medigoes de decaimento de turbuléncia homogénea (e
isotrépica?) em tuneis de vento. Agora:

[0 K] + kK~ AK = 0,
a_1k5/36i/3% + goflk:Q/geiBK + 2Wk*K — AK =0,
Oil_[k( Ek_l + 2Vozee_1/3k’1/3 — Oé/\6;1/3]€_5/3:| K =0,
% =— Ek—l + wae] PRV — aAegl/%—ﬂ dk,
= [ Bapermn - dencre],
K = Kok™3 exp [—;aeel/3 (uk4/3 + )\k2/3)] . (4.28)
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Capitulo 5

Um escoamento com cisalhamento
médio unidirecional

5.1 Equacoes espectrais para cisalhamento médio unidi-
recional

Vamos entao agora fazer as simplificagdes necessdrias para resolver o caso linear (sem convo-
lucoes e conseqilentemente sem espectros do tipo ®;;;) de um cisalhamento simples do tipo
d (Uy) /dxs = constante. Seja

d(Uy)

dl’g

o unico gradiente de velocidade média nao-nulo no escoamento; entao:

0%,; U [ 0, iker ki
8t — agj3 kl 8k3 + 2 ?(I)g,j + ?q)i’g — ((511@37]‘ + 5j1q)i,3)

E conveniente escrever explicitamente as equagoes para componente de ®; ;. Para tanto,
considere um escoamento turbulento em que nao haja os fluxos de momentum (usus) e (ujusg);
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as componentes do tensor espectral que sobrevivem sao

8@171 _ 8<U1> L 8@11
ot drs || Oks
- lkn [Almq)l nm
0P1s _ (L) [, 01
ot drs || Oks
- lkn [AQm(I)l nm
Obrs _ (L) [, Oy
0t 61’3 ! 81{:3
- 1kn [A3mq)1 nm
0By _ O(U) [ 9%y
8t 61‘3 ! 8]€3
- 1kn [AImCI)Q nm
0(19272 _ 0<U1> L 8(1)22
8t 61’3 ! 8k3
- 1kn [AQmCI)Q nm
8(13273 0<U1> L 8(1)23
ot N 6173 ! 8k3
- 1kn [A3mq)2 nm
8(13371 6<U1> L 8(I>3 1
8t N 63173 ! 61{33
- 1kn [Almq)?) nm
8@372 8<U1> L 8@32
5’t n 3x3 ! 8I<:3
- 1l€n [AZm(I)S nm
8@373 _ 8<U1> L 8<I>33
8t 3x3 ! 8]{33

- 1kn [A3m(b3,nm -

k1K k k
—|—2(11<I>31 Rk &

k2

A1m nm 1] - QVk (I)l , 1y

klkl
+2 ( 2

kgkl

,2

— Ay @ o] — 20k (1’1 2,

]{?1]{?1
+2(k2

kgkl

— Ay @3] — 20k ¢’1 35

kal
v (M

klkl

,1

— Do @] — 20k @2 1

k2k1
v (Mt

k2k1

,2

— Aoy @y 0] — 20k @2 2,

k2k1
v (Mt

kgkl

— Doy @3] — 20k @2 3

k3k1
r2 (M,

klkl

A3m nm 1] - 2Vk (1)3 1

k3k1
v (Bt

kgkl

A3m nm2] — 2Vk (1)327

k3k1
v (Bt

krgkl

A3m nm,S] - 2Vk (1)3,3-

) =
)
)
)
)
)
)
)
)

(P31 + Py 3)]

‘1>32

CI)23

5 3}

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.10)

5.2 Solucao de equacgoes de 1?ordem no espaco com o

método das caracteristicas

5.2.1 Um exemplo inicial

Considere a equagao linear de coeficientes nao-constantes

— +=—4+—0=0

ot V1os T IT?
Para resolvé-la, faca

dr =z Sr—4 2t

da T T
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donde

Ao _ 06 09 d
dt Ot Oz dt
__ T
- LT¢
E+2t)T

A interpretagao cinemadtica de (5.13) é a taxa de variagao de ¢ ao longo da trajetéria da particula
que se move a partir de x = £ em t = 0 com velocidade dz/dt = z/T. Conseqiientemente, & é
constante em (5.13), e a integragdo ao longo da caracteristica é elementar: z é um parametro

(uma constante), e
d ! T
/ _wz/ ——§+ZT/ dr,
o0 ¥ Jr=o LT

2
¢(§7 Z7t) - ¢0(§7 Z) exXp {_%} )

S 2.1) = ol — /T exp [_t2z + 2Tt (x — zt/T)] .

i (5.14)

5.2.2 A solucao de P33

Escrita de maneira mais facil a ser resolvida pelo método das caracteristicas (vide exemplo
acima), a equagao (5.10) pode ser manipulada da seguinte forma: inicialmente, define-se a
caracteristica de uma “particula” que estd em K3 em ¢ = 0 e em k3 em ¢ (naturalmente, como
estamos no espaco de nimeros de onda, esta é uma particula altamente abstrata — na verdade,
trata-se de um “pacote” de onda cuja freqiiéncia vai mudando ao longo do tempo)

dt 1
M Kk akit. 5.15
Ak ak, T st (5.15)

A equagao (5.10) pode entao ser manipulada da seguinte forma:

8@3’3 8@3,3 4(1/{31]{33 2
o Mg T TR | B
8(133 3 1 8@3 3 1 4@](71]{53 2
A - T — 2k | ®s3. 1
Oks ak, Ot ak; L2 v 3,3 (5.16)

Neste ponto, note que a maneira mais facil de prosseguir com a algebra é considerar a derivada
total em relagao a ks, e ndo em relagdo a t (o que seria mais “natural”, pois coincidiria com a
derivada material de mecanica dos fluidos):

dq)gg 4]{3 2v 2 2 2
Lo+ (B KR ED) | O
dls [ k%+k§+k§+ak1(1+ 2 3 | Baa.

q>373(k1,k2,k3,t) d\]:} ks 4U/ 2V
/ T/ [—ﬁ+—(kﬁ+kg+u2>} du
@3 3(k1,k2,K3,0) N K3 ki + k3 +u aky

©35(ky, by, ks, t) 2 2 2 ks 2v 2, 1.2 ud\ 1%
In == = —[2In(k} + k 22 2 L
N 0y 5k, ke, K, 0) n(ky +ky +07)) pye (K7 + k3)u+ =

K3 K3
b2 + K2)2 9 3\ 1k

@33(k1,k2,k3,t) :<I>33(k:1,k2,K3,O)Mexp —V b2u+u— L] (517)
’ ’ ]f4 ak1 Ks
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A forma de (5.17) é particularmente ttil para manipulagoes algébricas futuras, em que ela serd
parte do termo forcante das equagoes de evolucao de outros ®; ;’s, como por exemplo @y 5 (vide
(5.4)); também para simplificar manipulagdes algébricas futuras nés fizemos

b =k 4 ks (5.18)
Deissler propoe como condicao inicial para @3 s:
D3 5(k1, ko, k3, 0) = Py 3(k1, ko, K3,0) = A(k? — ksks) = Ak} + k) = Ab>. (5.19)

A introdugao da condigao inicial (5.19) diretamente em (5.17) produz

b2+ K32)? 2v AN
By 5(ky, ko, ks, t) = AbQ(k—43) exp { {a_]{/‘l (b2u + ?):| . ] (5.20)

Calculando agora a integral definida (5.17),

Daglkn borks,t) <<k% + K+ K§)2) (K — ky) (K3 + ks K + 3(k3 + £3)

1
! 3 5(k1, k2, K3,0) k4 3aky

. (5.21)

Como o objetivo da aplicacao do método é encontrar a solucao geral da equacgao diferencial
(5.16), nés agora utilizamos (5.15) e eliminamos K3 de (5.21), obtendo

D3 5(k1, ko, ks, t) W ((an%tQ + 2aki kst + k2)2)

1
YDy 5k, ks ks + akyt, 0) et

2
= 2@kt — 2akiksvt® — 2(k3 + K2 + KDvt =

3
k2 + k2 + (ks + akit)?)?
Dy3k1, K. ki £) = Bk, R, by -+ akyt, 0) Lo U ORIV
exp [—(2/3)@2/6%1/153 — 2ak ksvt? — 2k21/t} (5.22)

Esta é a mesma solugao dada pela equagao (5-331) do livro de Deissler (1998), que é da forma
(na notacao deste trabalho, que usa um gradiente na dire¢ao z3, e ndao na de Deissler, que usa
um gradiente na dire¢do )

f(kh k27 kS + aklt)
k4

note que f(-) em (5.23) equivale a ®33(ky, ko, k3 + akit, 0)[a?kit* + 2ak kst + k*]* em (5.22). A
introdugao da condicao inicial (5.19) produz

Qs 5(ky, ko, ks, t) = x exp [—(2/3)a’kivt® — 2akiksvt® — 2kvt];  (5.23)

(a2k2t2 + 2ak, kst + k2)°
k;4

Dy 3(ky, ko, ks, t) = A(kI+E2) exp [—(2/3)a’kivt® — 2ak ksuvt® — 2k vi]
(5.24)

Esta é, essencialmente, a mesma equagao (5-334) de Deissler (1998), com A no papel da
constante Jy/(127%) de Deissler. Aqui cabe notar que usar (5.19) como condigao inicial para o

espectro direcional ®3 3 pode ser questionado com base no fato de que
R373(0, 0) == <’LL3U3> == / @373(’67 0) dgk == OO' (525)
keRr3

Além disto, tudo parece indicar que a solucao (5.24) tende a zero quando t — 0o, 0 que parece
contradizer a idéia de equilibrio entre a produgao e a dissipacao. Isto ¢ uma observacao bem
interessante: se for verdade, isto significa que, neste modelo, a dissipagao age diretamente sobre
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os numeros de onda correspondentes a producao, e também que ha algo de nao-fisico na remocao
dos termos de transferéncia inercial.

A introdugao da condicao inicial (5.19) diretamente em (5.17) produz um resultado algebri-
camente mais simples, e também mais facil de ser manipulado:

b+ K3)? 2v ud\ 1"
@373(]%'1, k’Q, k'3, t) = AbQ% exp { |:a—kl <b2u + §>:| KS} L] (526)

5.2.3 A solucao de @3

Considere agora a equacao (5.4) para ®; 3 na forma

8@173 8@173 QCLklk'g 2 2]43% 1
ot - (Ik’l 8k3 = 12 — 2vk (13173 +a ? — 1_ @373,
(9(I>1 3 1 8<I>1 3 21{73 2v 2 2]€1 1 ]
LR L L L T s
Oks  ak, Ot k2 ak PR kY
dq)l 3 2]{?3 2v 2 2]{51 1 ]
P = = — k| P35 — | == — — | P33. 2.27
dks { k2 ak PR k) (5.27)

Embora monstruosa, esta é, no frigir dos ovos, apenas uma equacao diferencial linear ordi-
naria de ordem 1 nao-homogénea. Uma maneira que parece bastante frutifera de atacar esta
monstruosidade é usar o método de variacao de constantes. Considere em geral o problema de
resolver

0¢p 1 0¢
_ -9 ka)db —
Oks  aly O + c(ksz)o = [f(ks),
dt 1
d—kg——a—kljk’:;—Kg—aklt,
do
O 1 alka)o = f(ka), (5.28)
dks
com condigao inicial
O(K3) = ¢o. (5.29)

Neste problema, é a dependéncia do termo forgante f(k3) de k3 somente que condiciona a
escolha de k3 como a variavel de integracao no método das caracteristicas.

A equagao (5.28) pode ser resolvida da seguinte forma: considere a equagdo homogénea
associada,

dh

— ks)h = 0. 5.30

Wt elh) (5.30)
Ele pode ser facilmente resolvido. Considere uma solucao livre do problema homogeéno, isto é:
suponha que h(zx) resolve (5.30), mas nao necessariamente a condigao inicial (5.29) do problema

(note que basta que este h seja uma fungao de k3). Tente agora uma solugao de (5.28) na forma

¢ = g(k3)h(ks)
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onde g(k3) é uma fungao a determinar. Esta funcao devera ser tal que ¢ atenda a condicao
inicial (5.29). Substituindo em (5.28),

d(gh
% = c(ks)gh = f(k3),
dh dg
— k)b + hd = f(k
93k T IR g = Tha),
dh dg
— k3)h| +h— = f(k
o |G+ clkn] +nGE = fio).
dg  f(ks)
= . 31
dks  h(ks) (531)
Vamos olhar cuidadosamente para a condigao inicial:
Po
K3)h(K3) = K3) = 5.32
UE() = 60 = 6(0) = 750 (532)
e
k3
/ 1) 4
h(u)
- fu)
k3) — du, 5.33
donde i W
Po * f(u
ks) = h(ks)g(ks) = h(k —=d 5.34
olks) = k) = hlky) |7+ [ L8] o (5.34)
Observe como (5.34) atende por construcao a condicao inicial (5.29).
De volta agora a solucdo de (5.27): a equagdo homogeénea associada é
dh 2ks  2uk?
- o 5.35
dkg |i k2 CLkl :| ( )

a qual é bastante facil de ser obtida, desde que nao se tente colocar o lado direito acima sobre
um denominador comum:

dh __[2hs
k2 CLkl

aky 3

1 v |, k3
h = 5 exp{ e [b ks + 3 ]} . (5.36)

2 k3
Inh=—lnk?+ [(k2+k2)k3+ }

Note como nao ha necessidade de nos preocuparmos com a condigao inicial em (5.36). Note
também que o argumento de exp{-} também aparece na solugao para P33 na forma (5.26).
Para simplificar um pouco a algebra e poupar espaco na pagina, é conveniente fazer

2 3
Fu)= = [zﬂ l; } . (5.37)
A solugao para ®y 3(k1, ko, k3, t) agora envolve, basicamente, a aplicacao de (5.34); para isto,

precisamos de
D 3(ky1, ko, K3,0) = A((V* + K3)013 — k1 K3) = — Ak K. (5.38)
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O termo forgante (ndo-homogéneo) de (5.27) é

2k 1
ki, ko, ks, t) = [—1 — —] D3 5
1

K2k
2k, 1 (b + K2)? _
— |2 2 pp2 i LT3 [oF(ks)—F(Ks) 5.39
{ = kl} et } (5.39)
donde
i: 2_k;1_i AbQ(b2+K§) |:F(k3) FKg}k,Qf k3)
h k2 Ky k4
2k, 1 2 (b* + K§)2 —F(K3)
= -5 — — 4
[ k2 kl] AT e (5.40)

Aplicando entao (5.34):

1 BT 2k (b* + K3)?
B a= —eF*) ) AL Ka(b? + K2 —F(K3)_/ e AR 713) —F(K3) g
13 et 1K (07 K)e o L0+ 2) kl B2+ u2) € B
(0 + K3) pkg)-rics) 212 2 /k3 2k, 1 1
== —Ak1 K3 — Ab*(b° + K. — — — | ———d
k2 € 183 = ( + 3) Ky (b2+u2) ky (b2—|—u2) u
(5.41)
As integrais envolvidas nao sao dificeis:
/ 2k — ! du = 2k arct 4 + — 2k, il B R L arct u
R CERD) 20 T T 22 kb 8D
—k2 u Kk u
S ) tg — + —— 5.42
(klb?’) My T R W) " (542)
Levando agora (5.42) em (5.41),
(" + K3) p (K 27,2 2 —k3 u ko w "
D3 = Te ks3)—F(K3) — Ak K5 — Ab (b + K3) i b3 arctg — b + — 12 m .
(B> + K22 piy poea [ K2 ks K3 k1ks
:ATe (ks)—F(K3) W arctg?—arctg y )T e (5.43)
b? + (ks + akit)?)?
_ 4l 3k2 i) exp {—2ut(k2+ak1k3t—|— gazkfﬁ)} X
k3 ks k kit kik
{kfb <arctg 5 A ctg (ks —I—ba ! )) - 223} . (5.44)
5.2.4 A solucao de P3;
A equacao diferencial (5.8) para ®31 é
6(1)3’1 E)CI>371 2&](?1]63 2 2k’2
ot — CLkZl 8[{;3 = 2 — 2vk (I)g 1t+a ? —1 (I)g 3. (545)
Note que ela é idéntica a (5.27). A condigao inicial proposta por Deissler,
P31 (K1, ko, k3, 0) = — Ak ks, (5.46)
também ¢é igual; portanto,
O3 =P 3m (5.47)
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5.2.5 A solucao de @,

A equagao diferencial (5.2), juntamente com a condi¢ao de simetria (5.47), produz

04 4 04 4 2k?
ot - kl 8k‘3 = —2v kCI>11—|—2a [?—1 @13
0Py, 1 09y, 9 4k, 2
= — — — = —k i1 —|—=—-——1

81{;3 CLk’l ot ak1 b k? kl e

ddy 2v 4k, 2
= k? — |- — 4

Ak ak, 01 [ 12 kl] 1,3 (5.48)

Da mesma maneira que antes, vamos procurar a solu¢cao com o método de variagao de
constantes. A equacao homogénea associada de (5.48) ¢é

dh 2u

— =%
dk?g CLk’l

dh  2v

= (0> + k3) dks

1
2v k3

Inh = b2 ks
. ak1 < * 3)

h =el'ks) g (5.49)

O termo forgante (ndo-homogéneo) de (5.48) é

f:—r—kl—z}cpl,?)

2k
Ak 2] (P +KD? k2 ul®  kiks
= | = 2 A8 Fks) P t s 5.50
[k? kl} ZE b K2 (5.50)
donde i
f 4]{31 2 (b2 + K32)2 _F(K k2 u 8 ]{31]{53
E i R R L e el 51
h 2k o A (5:51)
A condicao inicial do problema é
Dy 1 (ky, ko, K3,0) = A((k] + k3 + K3) — k7) = A(k) + K3) (5.52)

Aplicando (5.34),

@171 = eF(k3) {A(kg + ng)e_F(KB)—

P k2], 00+ K B (o K\ ko
_ 2 2| O r) N € S U I
/K3 [(b“?ﬂ) kl} B +u?) T \ Y TS ) T ey |
_ AeF(ks)F(KS){(kg +K2)—
k3 4k 2 1 2 u K [
T RN NI SR
(0" + K3) ey L) k| (02 +u?) (kb arctg - — arctg — 0+ o) u

(k3 + K3)
(b? + K3)?

k3 4]€1 2 1 ]C2 K3 ]ﬁu
_ i S I ¢ T IS R 5.53
/Kg {(bQ—Fu?) /ﬁ} (b2 + u2) {/ﬁb (arc &y — ey ) (b2+u2)1 ue  (5:53)
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H4 6 integrais para serem calculadas em (5.53), j& com seus respectivos sinais, incluindo o sinal
de menos na frente do simbolo de integral:

2 2
—% m arctg % du = ﬁ [(b2 + u?) arctg? % + 2bu arctg% + 62}
k3 o U 2k3u U k3
<b4 arctg b + —b 7 + @) arctgg + —b2(b2 —|—u2)> ;
(5.54)

—1—4—k%arct ﬁ/Ldu—Zl—k%arct Baf +L
p MR | e T MY o Y T e 1)

2k3 K3 2k2 K3 u
=5 arctharctg 2 + —= E 2 arctg TW’ (5.55)
2u k2
2% | ————du=————— 5.56
+ 1/ (b2 4 u?)? “ (b2 + u?)?’ (5:56)
2k3 1 u k3 o U
+k—2b ) arctg 3 du = 21 arctg 7 (5.57)
ka arctg — 2 /m du = k262 arctg > arctg — 2 (5.58)
2u 1
Coletamos agora os termos comuns das equagoes acima e seus coeficientes:
2 U kz k3 _ ks )
arctg” - bt TR T bk
K3 U 2k2  2k3 2k3
arctg > arctgg : Yl @ = —W,
fo U 2k32u
arctg — :
&% (b2 + u?)
prazt o e
L B R
b2 +u?’ b? oo’
1 2
(0% + u?)? ' k.
A reuniao dos termos envolvendo arctg e arctg? produz
k5 su  2k; K3 2k3u u
e arctg? 3 W arctg - arctg AT, arctg 7 (5.60)
A reuniao dos 3 tultimos termos produz a expressao relativamente simples:
U 2 2 K3 o5 9
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Olhando para o ultimo termo de (5.60) e o de (5.61), é evidente que é preferivel coletd-los no
fator comum (2k3u)/(b*(0? + u?)?); a integral indefinida em (5.53), portanto, é

/ e i arctg — — arct K\ R du =
2 +u?) ki (02 +u?) | Kb 5y b 5 ) T wrrw)) T

k%UZ k4 arctg? Y 2k4 arct K3 arct —|— ﬂ arct 5 — arct Y
PR+ 2)? e e T g e T e T g ey (e T &%
(5.62)

A integral definida em (5.53), j& utilizando (b* + k2) = k?, é

/’“3 4k 2 1 k2 o o K B ]
e — | ——— arctg — — arc - =
o, L0211 E| @2+ u2) kb \" 0D 5 ) T B2t wd)

k2 (k2 K2 2k2ks ks K e k3 K;)®
=l (F RCEY D R arctg 3 arctg — 7 + W arctg 5 arctg e (5.63)

A solucao final para ®,; fica

(k3 + K3)

 ALF(ks)—F(K3) (1.2 2\2
1= A (3(b+K3>{(b2+K§)2

k_% k_?z’_ K32 _2/{%1@, arct @—arct ﬁ —|—k—él arct k3—arct KS
R \E T 2+ K22) T bRk &% &7 | T2 [ &7

Esta expressao é equivalente (embora seja um pouco mais compacta) a equagao (5-337) de
Deissler (1998, p. 227).
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Capitulo 6

Conclusoes e recomendacoes

6.1 Conclusoes

A turbuléncia atmosférica préximo a superficie da terra é fortemente anisotrépica, como de-
monstram Shen e Warhaft (2000), Warhaft (2000), e Chamecki e Dias (2004). Esta anisotropia
¢ claramente verificavel principalmente nas fungoes de estrutura de ordem 3, e se deve princi-
palmente aos forgantes anisotrépicos de larga escala. Conforme proposto por Claussen (1985),
e utilizado por Moraes e Epstein (1987), Moraes e Goedert (1988), Dias e Brutsaert (1998)
e Chamecki e Dias (2004), estes for¢antes anisotrépicos podem ser incorporados em modelos
espectrais de turbuléncia. Nos trabalhos acima, e no capitulo 3, o termo de producao é intro-
duzido de maneira aproximada, em fungao do espectro de energia cinética turbulenta FE.(k), e
o modelo resultante consiste em uma unica equacgao diferencial ordinaria em k. Nossa pesquisa
mostrou que é possivel utilizar esta abordagem para modelar um fenomeno importante, que é
a “corcova” no espectro de energia cinética turbulenta. Hill (1978) modelou uma corcova simi-
lar no espectro de temperatura, a qual ele atribuiu a presenca de uma faixa viscosa-convectiva
(quando a viscosidade cinemadtica v, é muito maior que a difusividade molecular do calor vy:
v, > vy, ou uma faixa inercial-difusiva (ao contrario, quando v, < vy). Esta modelagem é fun-
damental para aplicagdes de cintilometria 6tica na camada-limite atmosférica Hill (1991),Hill
(1997). Nossos resultados sugerem que o mesmo fenémeno (a “corcova” no espectro de tempera-
tura) pode ter uma causa diferente da proposta por Hill (1978),e ser simplesmente o resultado
da corcova equivalente em FE,(k); neste caso, mesmo fluidos com v, /vy = 1 (ntimero de Prandtl
igual a 1) apresentariam uma corcova no espectro de temperatura.

O modelo original de Pao (1965) para o espectro de energia cinética turbulenta também
pode ser estendido para situacoes transientes, tais como o decaimento da turbuléncia em um
tunel de vento. Este é um resultado totalmente novo (tanto quanto seja de nosso conheci-
mento), obtido analiticamente por meio do método das caracteristicas, e descrito no capitulo
4. Neste capitulo, por simplicidade, nés ndo modelamos a corcova do espectro E.(k), o que
serd feito na continuacao desta pesquisa. A modelagem de fenomenos transientes na camada-
limite atmosférica pode se beneficiar muito da abordagem proposta neste capitulo, para uma
melhor compreensao da transicao de condigoes instaveis para condicoes estaveis que ocorre
com o por-do-sol, e também para a compreensao da camada residual acima da camada-limite
estavel noturna. A camada residual pode ser extremamente importante em episédios de polui-
¢ao atmosférica noturna (quando os poluentes desta camada podem retornar a superficie por
acoplamento dinamico com a camada-limite estével (Fochesatto et al., 2001))

Finalmente, o capitulo 5 mostrou como é possivel modelar explicitamente a anisotropia das
grandes escalas da turbuléncia. Esta modelagem tem sido até hoje totalmente linear, baseada
na teoria de distor¢ao rapida de Batchelor e Proudman (1954). Esta teoria tem sido aplicada
com sucesso, por exemplo, por Deissler (1961) para estudar o efeito do cisalhamento sobre
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o espectro de energia cinética turbulenta; Deissler (1962) para analisar o efeito estabilizador
de um gradiente estavel de temperatura sobre a turbuléncia; Hanazaki e Hunt (1996) para
analisar também espectros de energia cinética turbulenta na presentaca de gradientes estaveis
de temperatura, e Fernando e Hunt (1997) para analisar o efeito de interfaces de fluidos com
diferentes densidades sobre a turbuléncia. Uma revisao abrangente, embora nao muito recente,
pode ser encontrada em Hunt e Carruthers (1990). Embora nossa pesquisa nao tenha gerado
(até o momento) novos resultados baseados na teoria de distorgao rapida, o resultado conjunto
dos capitulos 3, 4 e 5 abre caminho para uma teoria nao-linear de distorcao, que podera permtir
incorporar simultaneamente os efeitos das grandes escalas e a cascata de energia de Kolmogorov
(e a formacao da faixa inercial, chegando até a corcova do espectro de energia cinética turbulenta
e toda a faixa de dissipagdo) em um tnico modelo espectral.

Isto é fundamental para a deducao de modelos de difusao turbulenta de poluentes soli-
damente baseados tanto nas caracterisitcas do espectro quanto na teoria de similaridade de
Monin-Obukhov Moraes e Goedert (1988).

6.2 Recomendacoes

Os modelos de corcova do capitulo 3 sao muito dificeis de calibrar, uma vez que eles sao gerados
para F.(k), mas sao verificados contra espectros unidimensionais Fi;(k;), obtidos por meio da
integral (2.40). A integral, que precisa ser calculada numericamente, torna qualquer método
de calibracao automatica muito lento. Conseqiientemente, ¢ importante avancar na obtencao
de aproximagoes analiticas para Fi1(k;) que permitam calibragdes mais precisas da corcova do
que as que conseguimos obter.

A corcova situa-se na fronteira entre a faixa inercial e a faixa de dissipacao, e pode ter uma
importancia grande no cédlculo da taxa de dissipagao de energia cinética turbulenta ¢e.. Por
exemplo, o modelo de 7 parametros proposto por Kang et al. (2003) nao é capaz de reproduzir
os valores medidos de €., e um modelo alternativo proposto por Lamorgese et al. (2005) também
nao foi capaz de reproduzir aspectos importantes do espectro de energia cinética turbulenta.
Portanto, um passo légico é a introdugao de um modelo de corcova na modelagem do decaimento
de turbuléncia isotropica em um tunel de vento desenvolvida no capitulo 4.

Finalmente, a modelagem da anisotropia das grandes escalas deve ser incorporada a mode-
lagem da faixa inercial e da corcova por meio de uma nova teoria nao-linear de distor¢ao rapida,
conforme esboc¢ado no capitulo 5. Este é um esforco consideravel porque envolve a modelagem
do tensor espectral ®; ; e novos termos de fechamento para ®; ;. Esta alternativa, entretanto,
promete uma nova abordagem para a formulacao da difusividade turbulenta de escalares na
atmosfera firmemente baseada na dinamica da turbuléncia.
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Apeéndice A

Motivacao para a formulacao de
modelos de transferéncia

~

Suponha que f(k) seja uma funcao definida em (—oo, +00), e que

lim f(k) = 0; (A.1)

|k|—o00

entao, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

+o0 dj/c\
—dk = 0. A2
/—oo dk (A2
A idéia 6bvia dos modelos de fechamento simples de transferéncia inercial, portanto, é escrever
df
k)= —. A3
Tk = (A3)

Para o caso tridimensional, o uso de transformada de Fourier ajuda um pouco. Seja

1 —ikma 2
Flnf@) = G [ af@e e e
T€R3
1 a : —ikmz :
= “ion § (x) [—mle km ’"} P
zER3
_.0 1 —ikm@m 13
a lakl (27)° Joers (@)e e
Of
Segue-se imediatamente que:
of 0 ~
F|\oyy=— | =—— A.
of
—d’k =0, A6
Jow (89
a(knf) 3
’k = 0. AT
Jow " (a0
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Apeéendice B

Uma aproximacgao para zKi(z)

A derivada logaritmica da fungao gama, ou fun¢ao Digamma, ou fungao Psi, é (para argumentos
inteiros)

Gkt 1) =yt 1t g4t (B2)

2 k’

onde v = 0,57721566 ... é a constante de Euler. Lebedev (1972) d4 uma férmula geral para
K, (z) (equacdo 5.7.11); para K, ela se torna

Kl(z):%@) +% % [21n§—¢(k+1)—w(k+2)] (B.3)
Segue-se que
2K (2) =1+ Z kz/Q i [ Z ok +1) — vk + 2)} . (B.4)

Os seguintes valores da fungao Digamma sao relevantes para séries truncadas e z — 0:

Y= D=7+l Y=y lt (B.5)

Portanto, a expansao até k =1 é

JKi(2) ~ 14 (2)2 [21;0% +2y-1] + % (94 {mng 2y - —} . (B.6)
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Apeéendice C
O espectro de Pope e de Kang et al.

O espectro ¢ escrito em termos da escala integral ¢; para re-escrevé-lo em termos de R, e de kr,
como no resto deste texto, usamos (3.66) e fazemos

RO — ko — kr BRI (C.1)

€

O espectro originalmente proposto por Pope (2000) é

(krR3)

a 1/a
[(knR}z’M) ’ + al} ’

Kang et al. (2003) propuseram modelar a corcova do espectro por meio da inclusao de um fator
adicional:

5/3+a3

EL(k) = a. exp [—askr; (C.2)

1 1
Ef = Ef, x [1 + as (; arctg (aglogyo(kre) + ar) + 5)] : (C.3)

Os valores das constantes, segundo Kang et al. (2003), sao: a; = 0,39, ay = 1,2, a3 = 4,0,
as = 0,522, ag = 10,0 e a7 = 12,58.
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Apeéendice D

A Gamma incompleta e integrais
exponenciais

Dada a fun¢do Gamma,
[(r) = / t" et dt, (D.1)
0
A gama incompleta é definida pela representacao integral

’y(m,a)z/o t" et dt, (D.2)

e a gama incompleta complementar por

I(,a) = / et dt, (D.3)
['(x,a) tem a vantagem de ser definida para valores negativos e positivos de z — de fato,
['(x,a) é uma fungao inteira para valores fixos de a (Lebedev, 1972, cap. 1, Exercicio 10). Para
x #0,—1,—2, ..., a gama incompleta e a gamma incompleta complementar podem ser obtidas
por meio de
_ S <_1)n z+n, _
Y(a,a) = arm I'(z,a) =I'(z) — y(z,q). (D.4)

n=0
Note que, ao contrario da integral (D.2), a série (D.4) na verdade converge mesmo quando
xr <0, desde que x # 0,—1,—-2,.... A fungdo y(z, 1) é mostrada na figura D.1.
Quando z = 0,—1,-2,..., e para a = 1, (D.4) falha, mas nés podemos langar mao das
integrais exponenciais

En(z) = /1 e (D.5)

tn

definidas em Abramowitz e Stegun (1972), Eq. 5.1.4, e que possuem a expansao em série

B == 2. o o Dl © <(;gi) py [+ 0] - 2 e Dmi- (P9

Agora, fazendo-se z=1en =1— z, obtém-se para x =0, —1,—-2,...,

o0 —t o0
El_x(l)_/l - dt_/l e~ 4t — D(, 1), (D.7)
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Figura D.1: A fungao gama incompleta y(z, 1)

Finalmente, se a #1ex =0,—1,-2,..., faca
00 6fat
By (a) = / p—
t=1

= / t et dt
t=1
/°° (s)w—l . ds
= —_ e _—
s a a

1=a > 1
= — s te™*ds = —I'(x,a).
a® J, a®

A fungdo hipergeométrica generalizada (Lebedev, 1972) é definida como

. > P k
qu (Oél,...,Oép, Z) EZszl(ar)kz_"
RSN RPN
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Apeéendice E
A funcgao Hil(z, p, a)

Defina, para x > 0,
Hil(z,p, a) E/ €P(E2 4 1)3a de. (E.1)
1

Desejamos produzir uma aproximagao simples, e suficientemente boa para Hil(z,p,a) para
p=1/3,p=—-5/3 ep=—T7/3, e para uma gama de a’s tdo grande quanto possivel, de forma
a eliminar a necessidade de calcular integrais numéricas.
Inicialmente, note que
Hil(1, p,a) = 0; (E.2)

portanto, qualquer aproximacao que produzamos deve atender a esta condicao.
. . 1 , .
Considere 0 < £ < 1; aproximando-se (£2* + 1)3a em série de Taylor em torno de & = 0
obtém-se

1 11 11 1 11 1 1
P20 | Vg — e | 4 = Zg2a = = [ 2 q)gtay = 2 (2 ) [ _9) b
A 5{0!-1_1!3&5 +2!3a(3a )5 +3!3a(3a Ja o

00 1 n—1 1
_ ¢D — i 2an
: n! [H (3a j)] §
n=0 7=0
00 n—1
_ 1 1 2an+p
—Zﬁ[H<3_a‘9)]5 (E:3)
n=0 7=0
Integrando-se agora a série termo a termo entre 1 e x, obtém-se
T 00 1 n—1 1
0<z<1 = P22 L Naade =) — — . E.4
r<ts [oEnte=3 0 [H(3 y)]m,mx,pan) (5.4)

onde

1 2an+p+1 __ 1 9 1 0
,H+§1(x7p, a, n) = {2an+10+1 I:x ] s an _I_ p + % 7

(E.5)
In x, 2an+p+1=0.

Em (E.3) e (E.4), devemos interpretar que

ﬁ (% —j) ~1 (E.6)

Em virtude de a série ter sido desenvolvida em torno de = = 0, é de se esperar que (E.4) seja
uma boa aproximagao para 0 < x < 1; note que ela atende por construcao a condigao (E.2).
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Figura E.1: Funcao Hil(x,1/3,a): comparacao entre integragdo numérica (simbolos) e célculo
com as séries (E.4) e (E.8) (linhas continuas).

Counsidere agora 1 < € < oo; 0 “truque” é fazer uma expansao, em torno de zero, na variavel
) b b

n=1/¢
1 3a 1%
“ o 2a
o (1) gm0
p+2/3 1 =
—e (10 )
00 1 n—1 1
_ p+2/3 - s —2an
: Zn! [H <3a J)] ¢
n=0 7=0
o0 1 n—1 1
_ - R —2an+p+2/3 E
Zn! [H (3@ j)] ¢ (E7)
n=0 7=0
Novamente, integramos a série resultante entre 1 e x, obtendo
T ) . Bi [ee) 1 n—1 1 '
l<z<oo = /1 1S (5 + 1) dé = ;}5 jl}) <3_a —j) H_5/3(z,p,a,n), (E.8)
onde
—— L [g72mtpt5/3 _ 1] _2an+p+5/3 £ 0,
H_5s3(z,p,a,n) = § ~2emtprH/3 [ } P53 (E.9)
Inz, —2an+p+5/3 = 0.

Em virtude da expansao em série utilizada, é de se esperar que (E.8) seja boa para 1 < z <
00.

As figuras E.1, E.2 e E.3 mostram uma comparacao do célculo de Hil(z, p,a) por meio de
integragao numérica com as séries (E.4) e (E.8), para a = 0,1, a = 0,25 e a = 1,00 respectiva-
mente.
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Figura E.2: Fungao Hil(z, —5/3, a): comparagao entre integragdo numérica (simbolos) e célculo
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T

com as séries (E.4) e (E.8) (linhas continuas).
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Figura E.3: Fungao Hil(z, —7/3,a): comparagao entre integra¢ao numérica (simbolos) e calculo

0.1
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T

com as séries (E.4) e (E.8) (linhas continuas).
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Apeéndice F
A funcao Epi(x)

Dada a integral de um produto de exponenciais na forma
Epi(x) = / exp [—u — xu’l/ﬂ du, (F.1)
0

procuramos uma série para o calculo eficiente de Epi(z). Para isto, faca

1 00
Epi(x) = Epiy(z) + Epi;(x) = / exp [—u — xu’l/?’} du +/ exp [—u — xu’l/g} du. (F.2)
0 1
Na primeira integral, substitua:
t=u"13, u=1t3 du = —3t™4, (F.3)

donde

n=0
© (_1\n oo —at
_ 3;:0 ( nl!) /1 ;3” dt
—3}" (_n1')n Eyian(2) (F.4)
n=0 ’
Observe que
Epi,(0) = /1 e ldu=1—e; (F.5)
usando o fato de que 0 .
E,(0) = —, (F.6)
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Figura F.1: Tlustracao dos pares (n,m) a serem somados para a obtengao de Dy(z).

obtém-se a verificagao

=1 x (=)™ = (—=1)™
- Z m! Hl=1- Z m!
m=0 m=0
=1—ect (F.7)

Procuramos agora uma expansao em série na forma mais compacta e 1til possivel para
Epiy(z). Levando (D.6) em (F.4),

n! m—3(n+1m!  [3(n+1)]!

S (=2)™
Z m — 3(n + 1)]m! } (F8)

m=4+3n

m=0

0 i\p 3n+2 )™ o 3(n+1)
Epio(x):?)z( Y {—Z[ (=) L =) [~ Inz + (4 4 3n)]

Para que (F.8) seja titil, é preciso re-arranjar o somatério para colocar os termos do tipo
2™ em evidencia. Isto é feito trocando-se a ordem da soma, e esta ilustrado na figura F.1. Nos
3 termos entre as chaves da equagao (F.8), os circulos pretos indicam o primeiro somatério, os
quadrados indicam o termo central (contendo —Inx), e os circulos brancos indicam o tltimo
somatério. Os quadrados indicam os casos em que [n + 1 —m/3] = 0, e portanto nao pode
constar do denominador nos somatorios. Ao trocarmos a ordem da soma, e comegarmos a
somar em m, vemos que isto somente acontecera quando m for divisivel por 3 e maior que zero,
ou seja, nos casos em que m = 3,6,9,12, .. ..
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A equagao (F.8) pode entao ser re-escrita
o0 Sm
Eplo E_O % — (Fg)

onde os s,,’s representam agora o somatorio interno em n
,11, ..., n corre de 0 a 0o sem que [n+1—

Para cada um dos valores m = 0,1,2,4,5,7,8,10, 11

m/3] jamais se anule; em virtude de (D.4), entao
[ 1)
(=1) =~v(1-m/3,1).

=0,1,2,4,57,8... = s, =Y
Y 7 9 Y Y 7 m o ‘
“— [n+ (1 —m/3)n!
, é preciso somar separadamente, em cada horizontal da

(F.10)

Ja para os valores m = 3,6,9
figura F.1, os pares (m,n) brancos, quadrados e pretos. Isto d&

=y 3(-1% !
m=3,6,9,... = 8, = nZ:O mr 1 T =1 [—lnz+Y(m+1)]+

(F.11)

Zﬂ n+1—m/3]

O segundo somatorio do lado direito é um pouco mais dificil de calcular: lembrando aqui

que m/3 € N, tem-se:
SN ) O N o Vs
nzzm/?) n+(1—m/3)n! ; [k + 1](k +m/3)!
_ (_1)m/3 io: (_1)k (F 12)
— [k + 1](k +m/3)! '
Usando agora a identidade
~T(x+1) I'(k+2)
T = T [k + 1] Tht1) (F.13)
obtém-se
S D st DD
n:m/3[n—|—(1—m/3) “T(k+2)L(k+m/3+1)
_ Py i Sty oy
" T/ + 1) g TR 1)
(—1)™/31(1) . ( 1, 1, -1 )
r)r(m/3+1) 2\ 2, m/3+1
(=™ 1, L —1
_WXQR(Q, m/341 > (F.14)
Portanto:
m/3—2 _
_ _ (-1 sy
=3,6,9,12,... = s, = ; RS ey e E 1T [~ Inz + ¢(m + 1)]
(=1)m/3 1, L -1

* I(m/3+1
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Uma alternativa talvez mais elegante para calcular s,, quando m for multiplo de 3 é partir
de (F.11) e comparar a soma com

3

(e (-1)% S
BRSO D ey sy s e Bl ey s LA S o pery sk

n=m/3

(F.16)

3
o

o resultado é

(-5~ [ =3Iz +3¢(m +1) +(m/3)]. (F.17)

=3,6,9,12,... = s, = —En(l)+ ——+
S ’ 3()jL(m/S—l).

A segunda integral é

Epi; () :/ exp [—u — xu_l/ﬂ du
1
oo X (e —1/3\m
[ e,
1 m!

- i I'(1—m/3, 1)—(_x>m. (F.18)

m!

Em particular, quando m é divisivel por 3, segue-se de (D.7) que
[(1—=m/3,1) = En(1). (F.19)

Entao, Epiy(z) é dado por (F.9), com (F.10) e (F.17), e Epi,(z) é dado por (F.18). A série
para Epi(x) é dada pela soma (F.2), e tem a forma

m

Epi(z) = Y (=)

m)!

(@ + by In 2] . (F.20)

m=0

Quando m =0,1,2,4,5,7,8, ..., b,, = 0; a,, é dado pela soma de (1 —m/3,1) de (F.10) com
I'(1—m/3,1) de (F.18):

m=0,1,24,578,... = an=1(1—m/3), by = 0. (F.21)

Quando m = 3,6,9,..., a integral exponencial Em= (1) ¢ eliminada pela soma de (F.17) com
(F.19), donde

(~1)%!

(1% )
i [3¢(m + 1) +¢(m/3)], by = —3m.

=3,6,9,... = ap=—""
m AR a (m/3_1>

(F.22)

A figura F.2 mostra a comparagao da série obtida, (F.20), dos seus 3 primeiros termos (até
z?), e do célculo de Epi(x) com integracao numérica.
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Figura F.2: Célculo da fungao Epi(z): série (F.20) (linha continua), integracao numérica (cir-
culos cheios) e 3 primeiros termos de (F.20) (quadrados).
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