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AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.

SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Obtenha V - [u x v] em fungdo de u, v, V X ue V X 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Podemos trabalhar na base canonica.

Agora operamos com a expressao inicial:
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Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Resolva a EDO
dy
— +tg(x)y = 1.

dx
Observacao:
/ tg(x) dx = In(sec(x)) + C;
/ sec(x) dx = In(tg(x) + sec(x)) + C;
1
sec(x) = cos()’
SOLUCAO DA QUESTAO:
Y = uv,
do + du +tg(x)uv =1
ug tog tExuw =1,
u %+t (x)v +vd—u =1;
a8 a

:x—v +tg(x)v = 0;

% = —tg(x)o;
% = —tg(x)dx
0
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In (@) = — [In(sec(x)) — In(sec(0))]
<
= —In(sec(x));

In (vz()_x)) + In(sec(x)) = 0;

In (M sec(x)) =0,
0

v
m sec(x) =1,
Yo
v(x) = vy cos(x).
Resta agora
d
o cos(x)au =1,
d 1
ﬁ = a sec(x),
1
du = — dx,
(4]
u(x) 1 x
[ au= o [ sectyae
o Y0 Jg=0

u(x) —ug = 01—0 {[In(tg(x) + sec(x))] — [In(tg(0) + sec(0))]}

u(x) = ug + Ul [In(tg(x) + sec(x))] .
0

Continue a solu¢do no verso =



Agora,
y=uv
= {uo + Ui [In(tg(x) + sec(x))]; vy cos(x)
0

= uyug cos(x) + [In(tg(x) + sec(x))] cos(x)
= Ccos(x) + [In(tg(x) + sec(x))] cos(x) m

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Resolva (utilizando obrigatoriamente o método de variag@o de constantes para a segunda solugdo)

y' -2y +y=0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

rP—2r+1=0,
(r-1%=0,
r=1.
A raiz € dupla, e a primeira solugdo é
y1(x) = cre”.

A 22 solugdo deve ser buscada com o método de variagdo de constantes:

Y2 = Uy,

Yy = u'yr +uy;,

Yy =uyr+u'y 'y oy
Substituimos de volta:

"’y +2u'y] +uy; — 2wy +uyp) +uy; =0,
u(yy = 2y; +y1) +u''y + 2u'y; — 2u'y; = 0,
| S —
=0

u'y +2u'y] — 2u'y; = 0.
Mas y; = y; = e*; entdo,

e [u” +2u’ —2u'] =0,

u’ = 0,
’

u = Cy,
Uu = CXx,

e a solucgdo geral é
y=cre¥+cxe’m

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Encontre a série de Laurent de

1
1& =Gy
emtornode z=0noanel 1 < |z| < 2.
SOLUCAO DA QUESTAO:
A B
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A(z-2)+B(z-1) _ 1

(z-1D(z-2)  (z-1(z-2)’
(A+B)z—-2A-B=1,

A+B=0,
-2A-B=1,
-A=1,
A=-1,
B=1,
-1 1
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f@ z—1 z-2
_ -1 . 1
z(1-37) 2(5-1)
_ -1 + -1
z(1-37) 2(1-3
e
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2 2

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Em sala de aula, nés estudamos a solu¢do em série de poténcias de
2,11 2y, ,/
Y +(x+x7)y -y =0,
y=x" Z anx".
n=0
a) [10] Mostre que partindo da menor raiz nao € possivel obter a,.

b) [10] Mostre que
Yo = x" [ag + a;x]

(onde r; € a menor raiz) resolve a EDO (para a menor raiz, faga ap = 1 e obtenha a,).

SOLU(;AO DA QUESTAO:
Tente:

(e8]
y= § anxn+r
n=0
[ee)
y = Z(n +7r)a,x™
n=0

= Z(n +r=1)(n+r)a,x""?
n=0
e substitua na EDO, obtendo
Z [(n+r=1)(n+r)+(n+r) =1 apx™ + ) [(n+1)] apx™" =0,
=0

n=0 n

Evidentemente devemos fazer

m+r=n+r+1,
m=n+1,

n=m-1;

i [(n+r-D(n+r)+(n+r)—1] apx™" + i [(m=147)] amorx™ ¥ =0,
n=0 m=1

Segue-se que

[r? = 1]aox +Z [(n+7r)?-1]a ”+’+Z [(n=1+7r)]a,_1x™ =0,
n=1

n=1

[r? = 1]agx" + i {[(n+ r)? - 1] ap+[(n—1+7)] an_l}x"+r =
n=1

A equacio indicial €
rP=1=r==x1

As raizes diferem por um inteiro; a menor raiz pode levar as duas solugdes, ou a nenhuma delas. Tentemos:
[(n- 1)2 —1]ap + [n —2]a,-1 =0,
[n* - 2n+1—-1]a, + [n—2]an_1 =0,
n(n—-2)a, +(n-2)a,_1 =0.

Claramente, a expressdo acima ndo permite a obtencdo de a, a partir de a;. Para os dois primeiros termos,

na, +a,—1 =0,

an—1

an=—.
n

Continue a solu¢do no verso =



Para ay = 1, esta primeira solugao é:

ap =1,

ar = -1,

e a partir daqui a, € arbitrario. Facamos portanto a, = 0; obtemos:

y:x_l[l—x],

, 1

y__F’

//_2

V=

Substituindo na EDO,

2 o 1] 1-x 2 1 1
x—3+(x+x)——2 ——=———==-1-=+1=0n
x x x X x

Continue a solug¢do no verso =



