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NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCÊ DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTÃO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MÁXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENÇÃO PARA A NOTAÇÃO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO 𝑣

∼
; TENSORES DE ORDEM 2 COMO 𝐴

≈
.

1 [20] Obtenha todos os autovalores da matriz 
3 4 2
4 3 2
2 2 1

 .
SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

������3 − 𝜆 4 2
4 3 − 𝜆 2
2 2 1 − 𝜆

������ = 0

(3 − 𝜆) [(3 − 𝜆) (1 − 𝜆) − 4] − 4[4(1 − 𝜆) − 4] + 2[8 − 2(3 − 𝜆)] = 0
(3 − 𝜆) [3 − 𝜆 − 3𝜆 + 𝜆2 − 4] − 4[4 − 4𝜆 − 4] + 2[8 − 6 + 2𝜆] = 0

(3 − 𝜆) [3 − 4𝜆 + 𝜆2 − 4] − 4[−4𝜆] + 2[2 + 2𝜆] = 0
(3 − 𝜆) [−1 − 4𝜆 + 𝜆2] + 16𝜆 + 4[1 + 𝜆] = 0

−3 − 12𝜆 + 3𝜆2 + 𝜆 + 4𝜆2 − 𝜆3 + 16𝜆 + 4 + 4𝜆 = 0
−1 + (−12 + 1 + 16 + 4)𝜆 + (3 + 4)𝜆2 − 𝜆3 = 0

1 + 9𝜆 + 7𝜆2 − 𝜆3 = 0

É muito fácil verificar que 𝜆 = −1 é raiz. Prosseguindo,

−𝜆3 +7𝜆2 +9𝜆 +1 𝜆 +1
−𝜆3 −𝜆2 −𝜆2 +8𝜆 +1

8𝜆2 +9𝜆 +1
8𝜆2 +8𝜆

𝜆 +1
𝜆 +1

0

Os dois outros autovalores, portanto, são as raízes de −𝜆2 + 8𝜆 + 1 = 0:

𝜆 =
−8 ±

√
64 + 4

−2

=
−8 ±

√
4 × 17

−2
= 4 ±

√
17

Continue a solução no verso =⇒



2 [20] Resolva o sistema de equações diferenciais acopladas

d𝑢
d𝑡

= 2𝑢 + 3𝑣,

d𝑣
d𝑡

= 𝑢 + 2𝑣 .

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

Em forma matricial,

𝒖 = (𝑢, 𝑣),
d𝒖
d𝑡

= 𝑨 · 𝒖,

d
d𝑡

[
𝑢

𝑣

]
=

[
2 3
1 2

] [
𝑢

𝑣

]
.

Obtenha os autovalores e autovetores: ����2 − 𝜆 3
1 2 − 𝜆

���� = 0,

(2 − 𝜆)2 − 3 = 0,
4 − 4𝜆 + 𝜆2 − 3 = 0,

𝜆2 − 4𝜆 + 1 = 0,

𝜆 =
4 ±

√︁
16 − 4 × 1 × 1)

2
,

𝜆 =
4 ±

√
16 − 4
2

,

= 2 ±
√
3.

Busque os autovetores:

𝑨 · 𝒇 1 = 𝜆𝒇 1;
𝒇 1 = (𝑥1, 𝑥2);[

2 3
1 2

] [
𝑥1
𝑥2

]
= 𝜆

[
𝑥1
𝑥2

]
;

ou

2𝑥1 + 3𝑥2 = (2 +
√
3)𝑥1,

𝑥1 + 2𝑥2 = (2 +
√
3)𝑥2,

−
√
3𝑥1 + 3𝑥2 = 0,

𝑥1 −
√
3𝑥2 = 0,

𝑥1 =
√
3𝑥2,

𝑥1 =
√
3𝑥2.

Fazendo 𝑥2 = 1, o primeiro autovetor é
𝒇 1 = (

√
3, 1).

Prosseguindo para o segundo autovetor,

𝑨 · 𝒇 2 = 𝜆𝒇 2;
𝒇 2 = (𝑥1, 𝑥2);[

2 3
1 2

] [
𝑥1
𝑥2

]
= 𝜆

[
𝑥1
𝑥2

]
;
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ou

2𝑥1 + 3𝑥2 = (2 −
√
3)𝑥1,

𝑥1 + 2𝑥2 = (2 −
√
3)𝑥2,

√
3𝑥1 + 3𝑥2 = 0,

𝑥1 +
√
3𝑥2 = 0,

𝑥1 = −
√
3𝑥2,

𝑥1 = −
√
3𝑥2.

Fazendo 𝑥2 = 1, o segundo autovetor é
𝒇 2 = (−

√
3, 1).

Portanto, na base 𝐹 dos autovetores o sistema é escrito como

d
d𝑡

[
𝑢𝐹
𝑣𝐹

]
=

[
2 +

√
3 0

0 2 −
√
3

] [
𝑢𝐹
𝑣𝐹

]
,

𝑢𝐹 = 𝐶1e(2+
√
3)𝑡 ,

𝑣𝐹 = 𝐶2e(2−
√
3)𝑡 ;

𝒖 = 𝑢𝐹𝒇 1 + 𝑣𝐹𝒇 2,[
𝑢 (𝑡)
𝑣 (𝑡)

]
= 𝐶1e(2+

√
3)𝑡

[√
3
1

]
+𝐶2e(2−

√
3)𝑡

[
−
√
3

1

]
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3 [20] Expanda
𝑓 (𝑥,𝑦) = e𝑥+2𝑦

em uma série de Taylor bivariada em torno de (𝑥0, 𝑦0) = (0, 0) até a ordem 2 inclusive.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝑓 (𝑥,𝑦) = 𝑓 (0, 0) + 𝜕𝑓 (0, 0)
𝜕𝑥

𝑥 + 𝜕𝑓 (0, 0)
𝜕𝑦

𝑦 + 1
2
𝜕2 𝑓 (0, 0)

𝜕𝑥2
𝑥2 + 1

2
𝜕2 𝑓 (0, 0)

𝜕𝑦2
𝑦2 + 1

2
𝜕2 𝑓 (0, 0)
𝜕𝑥𝜕𝑦

𝑥𝑦 + 1
2
𝜕2 𝑓 (0, 0)
𝜕𝑦𝜕𝑥

𝑦𝑥 + . . . ;

𝑓 (0, 0) = 1;
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= e𝑥+2𝑦,

𝜕𝑓 (0, 0)
𝜕𝑥

= 1;

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2
= e𝑥+2𝑦,

𝜕2 𝑓 (0, 0)
𝜕𝑥2

= 1;

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 2e𝑥+2𝑦,

𝜕𝑓 (0, 0)
𝜕𝑦

= 2;

𝜕2 𝑓

𝜕𝑦2
= 4e𝑥+2𝑦,

𝜕2 𝑓 (0, 0)
𝜕𝑦2

= 4;

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 2e𝑥+2𝑦 ;

𝜕2 𝑓 (0, 0)
𝜕𝑥𝜕𝑦

= 2 ⇒ 𝜕2 𝑓 (0, 0)
𝜕𝑦𝜕𝑥

= 2.

Substituindo,

𝑓 (𝑥,𝑦) = 1 + 𝑥 + 2𝑦 + 1
2
𝑥2 + 1

2
× 4𝑦2 + 1

2
× 2𝑥𝑦 + 1

2
× 2𝑦𝑥 + . . .

= 1 + 𝑥 + 2𝑦 + 1
2
𝑥2 + 2𝑦2 + 2𝑥𝑦 + . . .
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4 [20] Considere a transformação de variáveis de coordenadas cilíndricas (𝑟, 𝜃, ℎ) para coordenadas cartesianas (𝑥,𝑦, 𝑧):

𝑥 = 𝑟 cos(𝜃 ),
𝑦 = 𝑟 sen(𝜃 ),
𝑧 = ℎ.

Calcule o jacobiano 𝜕(𝑥,𝑦, 𝑧)/𝜕(𝑟, 𝜃, ℎ).

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝜕(𝑥,𝑦, 𝑧)
𝜕(𝑟, 𝜃, ℎ) =

����������������

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑥

𝜕ℎ

𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕ℎ

𝜕𝑧

𝜕𝑟

𝜕𝑧

𝜕𝜃

𝜕𝑧

𝜕ℎ

����������������
=

������cos(𝜃 ) −𝑟 sen(𝜃 ) 0
sen(𝜃 ) 𝑟 cos(𝜃 ) 0

0 0 1

������
= 𝑟 cos2 (𝜃 ) + 𝑟 sen2 (𝜃 ) = 𝑟
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5 [20] Calcule
𝐼 =

∬
𝑅𝑥𝑦

𝑓 (𝑥,𝑦) d𝑦d𝑥

Para
𝑓 (𝑥,𝑦) = 𝑥𝑦,

onde 𝑅𝑥𝑦 é a região em cinza na figura ao lado.

G

~

1

1

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝐼 =

∫ 1

𝑥=0

∫ 1

𝑦=𝑥

𝑥𝑦 d𝑦d𝑥

=

∫ 1

𝑥=0
𝑥

∫ 1

𝑦=𝑥

𝑦 d𝑦d𝑥

=

∫ 1

𝑥=0
𝑥

[
1
2
𝑦2
]1
𝑥

d𝑥

=

∫ 1

𝑥=0
𝑥
1
2
[
1 − 𝑥2

]
d𝑥

=
1
2

∫ 1

𝑥=0

[
𝑥 − 𝑥3

]
d𝑥

=
1
2

[
1
2
𝑥2 − 1

4
𝑥4
]1
0

=
1
2

[
1
2
− 1
4

]
=
1
8
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