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NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCÊ DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTÃO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MÁXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENÇÃO PARA A NOTAÇÃO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO 𝑣

∼
; TENSORES DE ORDEM 2 COMO 𝐴

≈
.

1 [20] Próximo da costa, uma onda de gravidade com comprimento 𝐿 se propaga em uma região com profundidade 𝑑 ,
a uma velocidade (celeridade da onda) 𝑐. Além dessas variáveis, apenas a aceleração da gravidade 𝑔 é importante no
fenômeno. Utilizando obrigatoriamente 𝐿 e 𝑐 como variáveis comuns, encontre todos os parâmetros adimensionais que
governam esse problema.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

As variáveis e suas dimensões são

𝐿 L
𝑑 L
𝑐 LT−1

𝑔 LT−2

Há 4 variáveis e 2 dimensões fundamentais; deve haver 2 grupos adimensionais. Escolhemos 𝐿 e 𝑐 para participarem de
todos eles. Então:

Π1 = 𝑑𝐿𝑎𝑐𝑏,

1 = (L)L𝑎 (L T−1)𝑏,
L0T0 = L1+𝑎+𝑏 T−𝑏,

donde 𝑎 = −1, 𝑏 = 0.

Π1 = 𝑑/𝐿.

Π2 = 𝑔𝐿𝑎𝑐𝑏,

1 = (L T−2)L𝑎 (L T−1)𝑏,
L0T0 = L1+𝑎+𝑏 T−2−𝑏,

donde 𝑏 = −2, 𝑎 = 1.

Π2 =
𝑔𝐿

𝑐2
.

Continue a solução no verso =⇒



2 [20] Obtenha:

a) [10] A projeção do vetor 𝒂 = (5, 4, 5) na direção do vetor 𝒃 = (1, 2, 1);

b) [10] A projeção do vetor 𝒖 = (2, 3, 4, 5) na direção do vetor 𝒗 = (1, 2, 2, 1).

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

a)

𝒎 =
1
|𝒃 |𝒃

=
1

√
12 + 22 + 12

(1, 2, 1)

=
1
√
6
(1, 2, 1);

proj 𝒂 sobre 𝒃 = 𝒂 ·𝒎

= (5, 4, 5) · 1
√
6
(1, 2, 1)

=
1
√
6
(5 × 1 + 4 × 2 + 5 × 1) = 18

√
6

b)

𝒎 =
1
|𝒗 |𝒗

=
1

√
12 + 22 + 22 + 12

(1, 2, 2, 1)

=
1

√
10

(1, 2, 2, 1);

proj 𝒖 sobre 𝒗 = 𝒖 ·𝒎

= (2, 3, 4, 5) · 1
√
10

(1, 2, 2, 1)

=
1

√
10

(2 × 1 + 3 × 2 + 4 × 2 + 5 × 1) = 21
√
10

Continue a solução no verso =⇒



3 [20] Se

𝒘 = 𝒖 × 𝒗 = 𝜖𝑖 𝑗𝑚𝑢𝑖𝑣 𝑗 𝒆𝑚,

𝒄 = 𝒂 × 𝒃 = 𝜖𝑘𝑙𝑛𝑎𝑘𝑏𝑙 𝒆𝑛,

onde (𝒆1, 𝒆2, 𝒆3) é a base canônica do R3, obtenha, usando obrigatoriamente notação indicial, o produto escalar𝒘 · 𝒄 em
termos de produtos escalares entre 𝒖, 𝒗, 𝒂 e 𝒃.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝒘 · 𝒄 = 𝜖𝑖 𝑗𝑚𝑢𝑖𝑣 𝑗 𝒆𝑚 · 𝜖𝑘𝑙𝑛𝑎𝑘𝑏𝑙 𝒆𝑛

= 𝜖𝑖 𝑗𝑚𝜖𝑘𝑙𝑛𝑢𝑖𝑣 𝑗𝑎𝑘𝑏𝑙 (𝒆𝑚 · 𝒆𝑛)︸    ︷︷    ︸
𝛿𝑚𝑛

= 𝜖𝑖 𝑗𝑚𝜖𝑘𝑙𝑚𝑢𝑖𝑣 𝑗𝑎𝑘𝑏𝑙

= (𝛿𝑖𝑘𝛿 𝑗𝑙 − 𝛿𝑖𝑙𝛿 𝑗𝑘 )𝑢𝑖𝑣 𝑗𝑎𝑘𝑏𝑙
= 𝛿𝑖𝑘𝛿 𝑗𝑙𝑢𝑖𝑣 𝑗𝑎𝑘𝑏𝑙 − 𝛿𝑖𝑙𝛿 𝑗𝑘𝑢𝑖𝑣 𝑗𝑎𝑘𝑏𝑙

= 𝑢𝑖𝑎𝑖𝑣 𝑗𝑏 𝑗 − 𝑢𝑖𝑏𝑖𝑣 𝑗𝑎 𝑗

= (𝒖 · 𝒂) (𝒗 · 𝒃) − (𝒖 · 𝒃) (𝒗 · 𝒂)

Continue a solução no verso =⇒



4 [20] Se 𝑧 = 𝑥 + i𝑦, mostre que 𝑧−1 = 𝑧∗/|𝑧 |2, onde 𝑧∗ = 𝑥 − i𝑦.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝑧−1 =
1

𝑥 + i𝑦

=
𝑥 − i𝑦

(𝑥 + i𝑦) (𝑥 − i𝑦)

=
𝑧∗

𝑥2 − i2𝑦2

=
𝑧∗

𝑥2 + 𝑦2

=
𝑧∗

|𝑧 |2

Continue a solução no verso =⇒



5 Numa base ortonormal, a contração de dois tensores de ordem 2 𝑨 e 𝑩 é definida por

𝑨 : 𝑩 = 𝐴𝑖 𝑗 𝒆𝑖𝒆 𝑗 : 𝐵𝑙𝑚𝒆𝑙 𝒆𝑚 ≡ 𝐴𝑖 𝑗𝐵𝑙𝑚 (𝒆 𝑗 · 𝒆𝑙 ) (𝒆𝑖 · 𝒆𝑚).

a) [10] Prossiga, utilizando obrigatoriamente notação indicial, calculando os produtos escalares, e simplificando ao
máximo a expressão acima.

b) [10] Exprima o resultado como uma operação envolvendo as matrizes de 𝑨 e 𝑩 na base ortonormal. Note que neste
curso a matriz da transformação linear 𝑨 é escrita como [𝑨].

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
a)

𝐴𝑖 𝑗𝐵𝑙𝑚 (𝒆 𝑗 · 𝒆𝑙 ) (𝒆𝑖 · 𝒆𝑚) = 𝐴𝑖 𝑗𝐵𝑙𝑚𝛿 𝑗𝑙𝛿𝑖𝑚

= 𝐴𝑖 𝑗𝐵 𝑗𝑖 .

b)

𝐴𝑖 𝑗𝐵 𝑗𝑖 = 𝐴𝑖 𝑗𝐵
⊤

𝑖 𝑗 = [𝑨][𝑩]⊤

Continue a solução no verso =⇒


