TEAO13 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

P01, 29 Ago 2025

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Dada a equacdo diferencial

d? ‘

Y, y = e,
y(0) =0,
y'(0) =1,

obtenha a transformada de Laplace y(s).
Sugestao: Faca todas as contas utilizando constantes (que vocé vai encontrar pelo caminho) complexas. Nao utilize a
férmula de Euler. Escreva

s+ 1=(s—1i)(s+1i).

SOLUCAO DA QUESTAO:

dzy _ ix
g{@w} - 2],
() = sy(0) — y'(0) 47 = —,

(s + 1)g(s) — 1= L

(s + DF(s) = 1+ ——,

S—1
(s2+ 1)g(s) =
S—1
— s—i+1
¥ = Zr Do)’
s—i+1

Tt -D2

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Sabendo que

obtenha a transformada de Laplace inversa de

P ——
S—a
{1} = -,
S
1
Zixy =2,
S
s—i+1
s2(s—i)’

Sugestao: Faca todas as contas utilizando constantes (que vocé vai encontrar pelo caminho) complexas

féormula de Euler.

. Nao utilize a

SOLUCAO DA QUESTAO:

Decompomos em fragdes parciais:

Portanto,

Prosseguindo,

s—i+1 A B C

s2(s —1) :?+37+m’
_ As(s —1) + B(s — i) + Cs?
- s2(s—1) ’

s—i+1=As’—iAs+Bs —iB+ Cs%,
=(A+0O)s? + (B—-iA)s — iB;

A+C=0,
B-iA=1,
—iB=-i+1,
1-1
B=—
—i
-1
_f+1
i
=1+1i;
1-B
A= -
—-i
i
i
=1,
C=-1
_ 1 1+i 1
.
y(s) s s—i
1 1+1 1
)=y —
y() {s 52 s—i}

=1+(1+i)x—e*m

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Para a > 0, resolva

dy
a - 5(t - a)$

y(0) =o0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

dy
Fr 6(r — a),

y(t)z‘/0 6(r—a)dr

_ 0 t<a,
1 t>a,

=H(t—a)m

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Se w(x) é uma funcdo real positiva e V € o espago das fungdes complexas f(x) (ambas definidas no intervalo real
[a, b)) tais que

b
/ () Pw(x) dx < oo,
verifique se
b
(f.9) = / Fgewx de  figeV,

€ um produto interno legitimo.
Observaciao: Niao é necessdrio verificar se as integrais que aparecerao pelo caminho convergem. Suponha que todas as
integrais que vocé encontrar convergem.

SOLUCAO DA QUESTAO:

b
(f.g) = / Fr0g(ew(x) dx
b
- / [9(x)" F(x)w(x)]" dx

b *
= [/ g(x)* f(x)w(x) dx]
—f). v
b
(f.g+h) = / £ g(x) + h(x)]w(x) dx
b b
(fog+h) = / Frg(w(x) dx + / F(Oh()w(x) dx
S+l
b
(f.ag) = / £ (0 [ag () w(x) d

b
(frag)=a / Frg(w(x) dx

=alf.9) Vv
b
()= [P @fowe &
b
- [ 1P ax
> 0, f(x) # 0 quase sempre, v
=0, f(x) = 0quase sempre. v

Portanto, a operagdo (f, g) definida acima é um produto interno legitimo m

Continue a solug¢do no verso =



51207 Se

f(x):{o, 1<x<0,

1, 0<x <41,

a) [10] Obtenha a série de Fourier complexa de f(x) no intervalo [—-1,1].

b) [10] Simplifique para uma série puramente real.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Paran =0,

Sen #0,

Chp =

Chp =

Ch =

Chp =

a= -1,
b =+1,
L=2

1
-1 d
Co 2[1 fx)dx

1

1
1

2—/ 1dx = -.
2 Jo 2

_ 2minx

1

5/ ez f(x)dx
-1

1 +1 .

5'/ e—mnx dx

0

1 +1 .
m.l e (—min)dx

1 [e—ﬂinx]1

2mn 0
i —Tin
— |e -1
2mn [ ]
0 n par,
n_—,il n impar;
1 < —i A A
4 em(2n+1)x _ e—m(2n+1)x
2 Z n(2n+1) [ ]
n=0
! i L isen(n(2n+1)x)
- —1 ——2isen(m(2n x);
2 4 n(2n+1)
! +2i ! (n(2n+ 1)x)
- ———sen(7m(2n X)m
2 o n(2n+1)

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

P02, 06 Out 2025

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Considere que um sensor pode ser modelado por uma EDO de ordem 2,

d’y 1dy 1 1

— +-—+ —y = —x(t).

a2 "sar st st

onde x € a grandeza a ser medida, y € a resposta do sensor, e S,T sdo dois “tempos de resposta”. Calcule a transformada
de Fourier da equag@o acima e obtenha uma expresséo para y em fun¢fo de x. Para a transformada de Fourier de x(¢),
use a notacao

1 +00 .
X(w) = —/ x(t)e™ ! dt.
21 J_

8]

SOLUCAO DA QUESTAO:

dy 1dy 1 1
a gl
7 :dtz Sdt * Ty} 7 {srx(t)}’
1 1
(iw)? U+ = (1a))y+ —y ==X,

(iw)? STy + (1a))Ty
[ w?ST + (iw)T + 1

@) @)
Il
=)

<)

T ST+ (i)T + 1

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Se f(x) = e”*I, g(x) = sen(x), —co0 < x < +00, calcule [ f *g] (x) (no sentido de convolugdo de Fourier). Sugestdo:

+00

[f*g](x)z/ eIl sen(x—g)dgf:[) e ¥ sen(x - &) d§+/0+ooe_|§| sen(x — &) dé.

-0

I L

Note que & ndo muda de sinal em I; (onde ¢ < 0) nem em I, (onde & > 0): portanto, remova o médulo e trabalhe os sinais.
Continue, reunindo novamente a expressao resultante em uma tnica integral, e integre, lembrando que “minha terra tem
palmeiras onde canta o sabid, seno a cosseno b, seno b cosseno a”. Na parte final, vocé pode usar

/m e cos(&) df = ~.
0 2

SOLUCAO DA QUESTAO:

+00

e !¢ sen(x - & dé

° 8

e ¥ sen(x — &) dé + /0 N e ¥l sen(x — &) d¢

° 8

e sen(x — &) dé+ /0 e ¥sen(x — &) d¢

° 8

e “sen(x+u)d(—u) + /0 e ¥sen(x — &) d¢

+00

(o]

+00
e “sen(x +u)du+ / e ¢sen(x — £ dé
0

(o)

e ¢ [sen(x + &) +sen(x — &)] d¢

1l
S5 5— 5= T

00

e~% [sen(x) cos(&) + sen(£) cos(x)
+ sen(x) cos(&) — sen(€) cos(x)] d&
= et d

2‘/0. e ° sen(x) cos(&) d&¢

= 2 sen(x) /00 e ¢ cos(&) dE

=sen(x) m

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Calcule a matriz adjunta de

1 3 1+i
[Al=]i 2 1-i.
12 3
SOLUCAO DA QUESTAO:
1 3 1-i
[A*]=|-i 2 1+i|;
1 2 3
S |
[AT=]3 2 2=
1-i 1+i 3

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Obtenha o operador diferencial adjunto de

d
L=—+1t% 0<t<1,
dt

y(0) =0,

no espaco de funcdes reais quadrado-integraveis sob o produto interno candnico

1
(1), y(1) = /0 *(t)y(t) dr.

SOLUCAO DA QUESTAO:

<L#x(t),y(t)> = (x(1), Ly(t))

='/le(t)

B 1 dy 1
—/0 x(1) _tdt+‘/0 x(t)ty(t) dt

e

dy
— +1 dt
dt Y

do

1 1 dx 1 )
o_/O y(t)EdH/O y(t)t“x(t) dt

= x(u) - woter® [ |- e

= x(t)y(t)

dt.

Portanto, devemos ter

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Dada a equagao diferencial
dy

)
atr!T T

~
3

y
obtenha a funcdo de Green G(t, 7).

SOLUCAO DA QUESTAO:
69 + 6t 7) mpy(r) = LOHED,
/_":ca,@d—dﬂ / G(1.7) () dr = wwd
°° o dG(t 7) r [ f(DG( D)
G(t,1)y(7) T_O—/T y(1)——= r+/T:0 G(t,f)ﬁy(r)df_/ﬁo e dr
Imponho

lim G(t,r)y(r) =0
T—00
e rearranjo os termos restantes:

—G(t,O)y(0)+/ y(7) [——+G(t 0= ] dr _/ f(T)G(t T)

O problema torna-se
dG T
_E-'-G(t’r)ﬁ 25(7.'—1'), G(t,OO) =0.

Primeiro, procuro uma solu¢@o do problema homogéneo:

—%+h(t )——0

dr
e
dr 1%
dh _ rdr
ho T
h(t T) 72
h(t 0) 2T%
2
h(t,7) = h(t,0) exp [ﬁ] .
Agora procuro a solucdo para G pelo método de variagdo de pardmetros:
2
T
G(t,7) = A(t, 1) exp ﬁ =
dG(t,r)  dA(t, 1) 2 T [ 72 |
i T a O | TAGDE P | P
dA(t, 1) 2 2 72 B
S exp [ZTZ — A(t, 1) 2 &P | om + A(t, 1') exp ﬁ =58(r—1t)
Simplificando:
dA(t.9) &
=- )
&= oP |y 00
T gz
A(t, 1) —A(t,0) = /§_0 —exp 2T2] (& —1)dé¢;

A(t,7) = A(£,0) — H(z — t) exp [—2%] :

G(t,7) = exp[ - ] [A(t 0) —H(r—t)exp (—;—;2)]

Para que G(t, o) = 0, é necessario que

t2
A(t, 0) = exp (_ﬁ) .

Finalmente,

2
G(t,7) = [1—-H(r—t)] exp (W) ]

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P03, 28 Nov 2025
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Encontre a funcdo de Green do problema

@ — 2xy = cos(x), y(0) = 1.
dx

SOLUCAO DA QUESTAO:
Multiplico por G(x, £) e integro de 0 a infinito:

h %— = ) X S
/gzoG(’“f)[dg 2§y] df—/o G(x, &) cos(?) d&

Integrando por partes,
dG

6l 0+ [ uo) |-G ~at0| = [ G sy o

étlim G(x,¢é)=0=

60w+ [ u(o)|-5 - 26| ae = [ ot peosn az
dG
T 28G = 8(& - x).
dG
Fi +26G =-5(E—x).
Agora, G = uv, e
u j—z+2§v +03_L§l =-0(&-x)
do
d_§ = —2§U
by

v _
ln(vo(x)) =t

v = vg(x) exp(—&*)
du _ _6Xp(§2)5(éf ¥

d§ B vo(x)
& 2
u() = up(x) - /’7 - ezf((:))é(n %) dn
H(E - x) exp(x?)
vp(x)
G, &) = [to(x)00 (x) — H(E - x) exp(x®)] exp(~2)
= [Go(x) — H(E — x) exp(x?)] exp(~£).

=up(x) —

Continue a solu¢do no verso =



Mas
§lim G(x,&) =0 = Go(x) = exp(x?)

G(x,§) = [1 - H(¢ - x)] exp(x” = &) m

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Encontre os autovalores e autovetores do problema de Sturm-Liouville
y' () -2y (x)+Ay=0,  y(0)=0,  y(m)=0.
Sugestao: A equacio caracteristica envolve V1 — A. Vocé deve estudar os sinais do radical segundo

1-A=k*>0, k>0
1-1=0,
1-A=-k?<0, k>o.

SOLUCAO DA QUESTAO:

A equacgdo caracteristica é

rP—2r+1=0,
2+ V4-47
yr=—
2
_2x2v1-2
- 2
=1+xV1-A.
E preciso discutir os sinais de A.
a) A < 1. Neste caso, existem 2 raizes reais distintas. Faca
1-A=k*>0,
1-k%=2,
Vi—a=vVkz =k

As raizes sao
re = 1+ k,

e a solucdo geral € do tipo
y(x) = €* [Acosh(kx) + Bsenh(kx)] .

A imposi¢do das condigdes de contorno produz
1 0
y(0)=0 = Acosh{0)+Bsenh(0)=0 =  A=0,
y(m) =0 = e"Bsenh(km) =0 = B=0,

e portanto A < 1 ndo pode ser autovalor.
b) A = 1. Neste caso hd umaraizduplar =1e

y(x) = Ae* + Bxe®
A imposi¢do das condi¢gdes de contorno produz

y(0) =0 = A=0,
y(n) =0 = Bre™ =0 = B=0,

e novamente A = 1 ndo pode ser autovalor.
¢) A > 1. Neste caso hd duas raizes complexas conjugadas. Faga

1-A=-k% k>0,

A=1+k,
V1-21=V-k? =ik.
As raizes sdo
I, = 1+ lk,

e a solugdo geral € do tipo
y(x) = e* [Acos(kx) + Bsen(kx)] .

Continue a solu¢do no verso =



A imposi¢do das condi¢gdes de contorno produz

y(0) =0 = Acos(0) =0 = A=0,
y(m) =0 = e"Bsen(km) =0 = sen(km) =0,
km = nm, n=12...,

k, =n.
Portanto, os autovalores e as autofung(”)es sao

An=1+n

Yn(x) = e* sen(nnx) m

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Utilizando obrigatoriamente o método das caracteristicas, resolva

u du
— 4+xt— =1,
ot ox
u(x,0) = f(x).

SOLUCAO DA QUESTAO:
Suponha que t = T(s), x = X(s). Entdo,

u(x, 1) = u(X(s), T(s)) =U(s),
W _udX  oudr
ds oxds ot ds
Comparando termo a termo com a equacao diferencial parcial, impomos:

T,
ds 7
& X106
ds
w_,
ds '

Integrando,

dT =ds,

T s
/ dr = / do,
Ty 0

T= To +S.
O problema possui condi¢ao inicial em ¢ = 0. Faga, portanto, T = 0.

% = X(s)s,

— =sds,
X

X(s) dx s
/ — = odo,
x@©) X 0

X(s)| 1
In (m) = 532,

1
X(s) =X(0) exp (Esz) .
Finalmente,
du
ds
dU = ds,
U(s) s
[
U(0) 0

U(s) —U(0) =s.

1,

Agora,
U(s) = u(x,t),

U(0) = u(X(0),T(0)) = u(X(0),0) = f(X(0)),

X(0) = X(s) exp (—%sz)
= xexp (—%tz) =
u(x,t) —f(xexp (—%tz)) =t,

u(x,t) = t+f(xexp (—%tz)) "

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Considere a EDP

ou  ,du

—=a—+

ot ox?
u(x,0) = ug,
u(0,t) =0,

u(L,t) =0.

a’uy
T

a) [05] Este problema possui uma solu¢do em regime permanente us(x): quando ¢ — oo, du/dt — 0. Substitua
ou/dt = 0 na EDP, e obtenha uma equacio diferencial ordinaria em . (x). Resolva a EDO e mostre que

as duas constantes de integracdo podem ser obtidas impondo ue(0) = 0 € U (L) = 0.

b) [10] Faca a substituicdo de varidvel v(x,t) = u(x,t) — us(x). Obtenha uma EDP em v; quem sdo v(x, 0), 0(0,¢) e
o(L,t)?

¢) [05] Finalmente, faca v(x, t) = X (x)T(t), separe as variaveis, e obtenha um problema de Sturm-Liouville em X (x).
Atenciio: ndo € necessirio encontrar autovalores e autofuncdes, nem é necessario resolver a EDP em v!

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)
QPue Uy
_dxz L3x 0,
QPues  up
2 B
duco m
oSt e
u
Uoo(x) = —6—;3x3 +c1x + ¢y,
U (0) =0 = ¢y =0,
u
uw(L)=0$—ZO+clL=O,
Up
c1 = —,
'L
M U 3
uoo(x)—éLx il
b)
u(x,t) = 0(x,t) + teo;
8u_8v_
at ot
ou v due
— =+ —
ox ox dx
Pu v . KT
a2 ax?  dx?
_620 Uy
EPCR R
du &
L L
ot ox? L3
W _ o|Fe _w uo
ot oxz L3 L37)
dw 0%
ot  ox?
1 1,
0(x,0) =u(x,0) —Uo(x) =up [1 — —x+ —7x"|,
(500) =40 = o) = [1- Lt 1o
0(0,8) =u(0,1) —us(0) =0—0=0,
U Uy 3
Lit)=u(L,t) — us(L =0—[—L——L]=0.
o(L0) = u(l,t) —ue(D) =0 - [0 - 20

Continue a solug¢do no verso =



c)

o 5%

Z 222

ot ox2
o(x,t) = X(x)T(t),

dar , d*X
X =T
1 dT  1d%X

PTd - X dx?
d2x

— 2 X
dx? AX,
X(0) =0,
X(L)=0m

Continue a solug¢do no verso =



5120

Dada a equagao diferencial de transporte de umidade (sem difusdo)

0 0
u—q + w—q =0,
ox 0z
q(O, Z) = qa,

q(x,0) = qo > qa,

onde u é uma velocidade horizontal, w uma velocidade vertical, e q(x,z) é uma concentracdo madssica de umidade,
considere as seguintes dimensdes:

[x] =X [=] =z
[u] =XT~! [w] =zT"",
lqll = [9all = [ g0l = MM,

onde X e Z sdao dimensdes distintas de comprimento ao longo de cada eixo, T € tempo, e My, M sdo massa de vapor d’dgua
e massa total de ar,

a) [10] Mostre que
9~ 4a
qO - qa

o~
1]

€|:
PER

sdo duas variaveis adimensionais.

b) [10] Supondo que { e y sdo as duas Unicas varidveis adimensionais governando o problema, entdo devemos ter
x = x(). Obtenha uma equacao diferencial ordindria de y em . Determine os valores de y(0) e y(o0). Nao tente
resolver a EDO!!!

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)
uz XT~ 'z
= e = — = 1’
[<1 [[wx]l ZT-1X
q-q MM
[[X]] = l[ a :|l = 3 = 1
90 — 9a MM

Continue a solug¢do no verso =



b)

0 0
u—q+w—q =0,
ox Jz
_ 979
9~ qa

q=qa+ x(q0 — qa),

ax y

~Ya) T —{Ya)—/— = O;
u(qo — q )8x +w(qo—q )az
ax ax

u—+w— =0,
ox 0z
uz
{="
x=x(0),
oy dyaor dy uz 1 {dy
ox dlox A wx?  xdl’
or & _dru
9z dl oz  dl wx’
o . 9x gdy . udy
u—=+w—==-u>—=+w——=
ox 0z x d¢ wx df
u dy dy
—_ 2 |_rA —Z | =o:
x §d§+dg] ’
dx
d—§(1—§)_0.

As condicdes de contorno sao:
*Emz=0,{=0,9g=qq x=0: y(0) =0.

'me=0,§=°°,q:CI0,X:1: X(OO):] u

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
F, 17 Dez 2025

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO

Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.

SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS

COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Para a fun¢do incégnita G(t, ), resolva a EDO
dG 1
dr

onde &(+) € a delta de Dirac.

TH7G=8(-1. Gt =0,

SOLUCAO DA QUESTAO:

G(t, 1) = u(t,t)o(t, 1),

[u%+v% +%uv=5(r—t),

u %+%v +v%=5(r—t),
do 1
a1
do dr
YT

u(t,r)d 1 T
[bei
o(t0) U T Je=o

o(t, 1) T

N0 T T
o(t,7) = o(t,0) exp [—%] .

Prosseguimos para u(t, 7):

o(t,0) exp [—%] —du((;; i

du(t,t)
dr

u(t,r)
/ du =
u(t,0)

u(t, ) —u(t,0) =

u(t,7) =
Reunindo u(t, 7) e v(t, 7):

G(t,7) = u(t, r)o(t, 1)

= {u(t, 0) + !

v(t,0)

S(r—1),
v(th) exp [ﬂ o(r=1),

1 4 T
0(£,0) Jeo OF [T] 8(r—-1)d¢

1 t
o(ro) fF - Dexp [T]

1 t

u(t,0) + o, O)H(T —t)exp [T] .

H(r —t)exp [%”v(t, 0) exp [—%]

=G(t,0) exp [—%] +H(r —t)exp [H exp [_%]

= {G(t, 0)+H(r—t)exp [%] } exp [——

T

T



Se n6s prescrevermos G(t,0) = 0,

G(t,7) = H(r — ) exp [LTT] .



2 [20] Equivaléncia das desigualdades do tridangulo e de Schwarz
para vetores do R?. Para o tridngulo de lados |x|, |y| e |z| da figura, onde 2
x = (x1,%2), Yy = (y1,y2) € z = y — x, a desigualdade do triangulo é

|z| < |x] +[yl.

a) [10] Escreva a desigualdade do tridngulo em termos das coordena-
das (x1, x2) e (y1, y2) mostradas na figura. Elevando sucessivamente z
ao quadrado, mostre que

(x1y1 +x212)% < (3 +x5) (yF +y3).

(Y1, Y2)

b) [10] Utilizando o produto escalar candnico para vetores do RZ,
escreva a desigualdade de Schwarz para os vetores x = (x1,x2) €
y = (y1,y2). Elevando sucessivamente ao quadrado, mostre que,
novamente,

(x1y1 +x22)* < (xf +x3) (45 +13).

Atencao: é obrigatorio justificar todos os passos.

SOLUCAO DA QUESTAO:

a) Na figura, a desigualdade do tridngulo é

2| = V(Y1 = x1)2 + (y2 — x2)%,

lyl = \Jvi + 93,

2
1

V(1 = x1)? + (y2 — x2)? < \/X12 + x5 + \/yf + Y3
(Y1 —x1)% + (Y2 — x2)% < x5 + x5 + 24/x% +x2y? + 2 + yf + 15,
yf = 2X1Y1 +xf + yg — 2x213 +x§ < xf +x§ + Z,Ixf +x§,/yf + yg +yf + y§,
=2x1Y1 — 2x2Y2 < 2‘/xf + x%,/yf + y%,
—(x1ys +x212) < X + X34y + 45,

(x111 +xzy2)2 < (xf +x§)(yf + y§)~

2

|x| = 7/x7 +x3,

b) Mas isso € o mesmo que a desigualdade de Schwarz:
| (x.y) | < V(x.x)V(y.y).
[xays + xoya| < ([x7 + XS\/yf +y;

(x1y1 + x2y2)* < (x12 +x§)(yf +15).



3 [20] Obtenha a série de Fourier de

SOLUCAO DA QUESTAO:

A = 2mtnx 2mtnx
f(x):70+;A”COS( T )+anen( T )

L=b-q,

2 [P 2nnx
A"_Z,L f(x)cos( I )dx,

b
A, = %‘/a f(x) sen (Zrthx) dx.

Aplicando as férmulas,

a=0,
b=1,
L=1,

1
A0=2/ (1-x)dx=1,
0

1
An=2/ (1 —=x) cos (2rmtnx) dx =0,
0

1
1

Bn=2/ (1 —x)sen (2mnx) dx = —.

0 n

Portanto,

N | -

fx) =

[ee)
1
+ ; p— sen (27tnx) m



4 [20] Calcule a transformada de Fourier de

para —co < x < +00,

) = {|x|, Il < 1,

0, |x|>1,

SOLUCAO DA QUESTAO:

F =5 [ peoeas

1 +1 )
=— [ |xle?™dx

B 27 -1
1

= — |x| [cos(kx) +isen(kx)] dx
27 -1

9 [
= —/ x cos(kx) dx
27m 0

ksen(k) + cos(k) — 1
- mk? .




5 [20] Resolva obrigatoriamente pelo método se separacdo de varidveis. Voc€ pode deixar todas as integrais indicadas.

9 _ ¢
A i
ot ox?
$(x,0) = f(x),
a
p0.0 _
ox
p(LY) (LY _,
L ox
SOLUCAO DA QUESTAO:
Faga §(x, t) = X(x)T(1);
ar . d°X
XE =a TE,
dr_1dx
a?T dt X dx?2 ™
d2x
@ =M
d?x
— —AX =0;
dx?
dx(0)
T =0
dx ’
TX(L) dX(L)
——+T———==0.
I T
Temos portanto um problema de Sturm-Liouville em X (x):
(D¢
E - AX = 0,
dx(©) _
dx - Y
X
L, X _,
L dx

Para A < 0:

ex o,
@ +k‘X = 0;
X(x) = Acos(kx) + Bsen(kx),
dx
I k [-Asen(kx) + Bcos(kx)],
x
X = Acos(kx),
d—X = —kAsen(kx),
dx
X + dx(x) = ACOS(kL) — kAsen(kL) =0,
L dx L
COSEkL) — ksen(kL) =0,
L
ksen(kL) = —COS(Lk ),

kL = cotg(kL).

Portanto os autovalores sdo .

kn = an,
onde x, € a n-ésima raiz positiva da equacgdo transcedental

x = cotg(x),



20.00

botg(kL) ———
15.00 | kKL

10.00

N N NN
3 000
E [ T A
S -5.00 \
—-10.00
—15.00
—20.00
Orn 1n 21 3n 4n S5n

kL

Figura 1: 5 primeiros valores de k para o caso A = —k?.

como mostrado na figura 1. Os autovalores 4,, < 0 sdo dados por
An = —k2.

As autofungdes sao
Xn(x) = cos(kpx).

Para A =0,
d?x
PRy
X(x) = Ax + B,
dx
= _A
o ,
dX(0)
—— =0 A=0;
&x —Aa=h
X(x) =B,
X(L) dX(L) _
L T Y
B

e A = 0 ndo pode ser autovalor.
Para A > 0,

2
A=K, k>0,3x—)2(—k2X=0,
X(x) = Acosh(kx) + Bsenh(kx),
dx

o k [Asenh(kx) + Bcosh(kx)],
x

m=0:>k320, B=0;

X(x) = Acosh(kx),

X(L) N dX (L) _ Acosh(kL)
L dx L

+ kAsenh(kL) = 0,

A C()S}Zﬂ+ksenh(kL) —0=>A=0,

#0

e portanto A > 0 ndo pode ser autovalor.



Para T,,(T),

= k2,
a?T, dt "
dT,
T_ = —k,zlazdt,
n
T,(t
I§ L = k,zlazt,
T.(0)

To(t) = T,(0)e <"t

A solucgdo deve ser da forma

d(x,t) = Z B, cos(knx)e_kleazt.
n=1
Emt =0,
P(x,0) = f(x),
Fx) =D By cos(kyx),
n=1

f(x) cos(kmx) = Z By, cos(kux) cos(k,x),
n=1
L 0 L
/ f(x) cos(kmx) dx = Z B, / cos(k;,x) cos(k,x) dx,
0 oy 0
sen(2Lky,) + 2Lk,
4k,
4k,

L
B, = sen(2Lk,,) + 2Lk, [) f(x) cos(kmx) dx m

s

/Lf(x) cos(kpx) dx = By,




TEAO13 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
S, 15 Dez 2025

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO

Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.

SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS

COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Calcule, por integragdo a partir da defini¢do,

4 {te_'},

onde .Z{-} € a transformada de Laplace.

SOLUCAO DA QUESTAO:
<z {te_'} =/ e Stre”t dt
t=0
=/mte’(”s”dt
t=0
_ 1
T (s+1)? "
Em detalhe,
1 [ee)
L te”t) = / t e (1 dt
ftet = gy |, e 4]
u do
Entao
u= t, du = dt,
do = e ) (1 4+5)] dr v=e (1),
Agora,
<z {te_t} = ! uv ) - /oo vdu]
_(1 + S) 0 0

= ey et e [ e
_(1 +S) 0
1 (o)

— e—(1+s)t di
1+s 0

:(11—13)2/0 e” I (1+5)] dt

-1 e 0 o]
- g et s
1

CEDE



2 [20] Utilizando obrigatoriamente o Teorema da Convolugao, encontre a transformada de Laplace inversa

_ 1
o 1{3(32+4>}'

SOLUCAO DA QUESTAO:

Pelo teorema da convolucio,

— _ t
217291 =50 = 27 {65} = [ g -nar

Mas . (21)
sen( 2t
= ¢g(t) =
s2+4 9(t) 2

P { 1 } _ ‘/t sen(2(t — 1)) dr = 1 — cos(2t) .

s(s2+4) -0 2 4

fe) =< = f =1 55 =

5

donde



3 [20] Verifique se as fungdes sen(x) e sen(2x) sdo ortogonais no intervalo [0, 27t] debaixo do produto interno candnico
p
para funcdes reais f(x) e g(x):

2m
9= | f(x)g(x) dx.

Observagao: vocé pode usar

2m
/ sen(ax) sen(bx) dx = (b+a)sen(2n(b—a)) — (b—a)sen(2x(b + a)) '
0 2b? — 2a?
SOLUCAO DA QUESTAO:
Facab=2,a=1:
/2“ sen(x) sen(2x) dx = (2+ 1) sen(2m(2 - 1)) — (2 - 1) sen(2m(2 + 1))
o 2x4-2x1

_ 3sen2m) ™ senkom)
_ - _o.

portanto, sen(x) e sen(2x) sdo ortogonais m



4 [20] Obtenha os autovalores e as autofungdes do problema de Sturm-Liouville

d?y

@+Ay=0, 0<x<m,
ay(0) _
dx

y(m) = 0.

0,

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) Faca A = -k < 0 com k > 0:

2
% -k*=0,
rP—k* =0,
= k2
r = +k,

y(x) = Acosh(kx) + Bsenh(kx),
y'(x) = k [Asenh(x) + Bcosh(x)],
y'(0)=kB=0= B=0,

y(m) = Acos(km) =0 = A=0.

Portanto, A < 0 ndo pode ser autovalor.
b) Faga A = 0:

d*y
dx? 7
dy
2 A
dx
y(x) = Ax + B,
y'(0)=A=0,

y(mt) =B=0.

Portanto, A = 0 ndo pode ser autovalor.
c) Faca A = k% com k > 0:

dzy 2
@ +k =0,
rr+k?=o,
rt=—k?
r = xik,

y(x) = Acos(kx) + Bsen(kx),
y'(x) = k [-Asen(x) + Bcos(x)],
y'(0)=kB=0=B=0,

y(m) = Acos(km) =0,

cos(km) =0,

018

kn=5+nn, n=0,1,23,...,
1 2n+1

kn=—-+n= .
2 2

Os autovalores sdo )
2n+1
An:%, n=0,1,2,3,...

As autofungdes sao

(2n+1)
Tx n=0123...m

oo



5 [20] Calcule a transformada de Fourier de

0, |x| > 1;
f(x)=4{x+1, -1<x<0;
1-x, 0<x<1.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Note que f € par.

T} = 5 / " Flx)e i dx

1 +00

= f(x) [cos(kx) —isen(kx)] dx

2 J_

1 +00
= f(x) cos(kx) dx

1 [t 1—cosk
= — k' d =

- ‘/0 f(x) cos(kx) dx 2



