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AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.

SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS

COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Para a fun¢do incégnita G(t, ), resolva a EDO
dG 1
dr

onde &(+) € a delta de Dirac.

TH7G=8(-1. Gt =0,

SOLUCAO DA QUESTAO:

G(t, 1) = u(t,t)o(t, 1),

[u%+v% +%uv=5(r—t),

u %+%v +v%=5(r—t),
do 1
a1
do dr
YT

u(t,r)d 1 T
[bei
o(t0) U T Je=o

o(t, 1) T

N0 T T
o(t,7) = o(t,0) exp [—%] .

Prosseguimos para u(t, 7):

o(t,0) exp [—%] —du((;; i

du(t,t)
dr

u(t,r)
/ du =
u(t,0)

u(t, ) —u(t,0) =

u(t,7) =
Reunindo u(t, 7) e v(t, 7):

G(t,7) = u(t, r)o(t, 1)

= {u(t, 0) + !

v(t,0)

S(r—1),
v(th) exp [ﬂ o(r=1),

1 4 T
0(£,0) Jeo OF [T] 8(r—-1)d¢

1 t
o(ro) fF - Dexp [T]

1 t

u(t,0) + o, O)H(T —t)exp [T] .

H(r —t)exp [%”v(t, 0) exp [—%]

=G(t,0) exp [—%] +H(r —t)exp [H exp [_%]

= {G(t, 0)+H(r—t)exp [%] } exp [——

T

T



Se n6s prescrevermos G(t,0) = 0,

G(t,7) = H(r — ) exp [LTT] .



2 [20] Equivaléncia das desigualdades do tridangulo e de Schwarz
para vetores do R?. Para o tridngulo de lados |x|, |y| e |z| da figura, onde 2
x = (x1,%2), Yy = (y1,y2) € z = y — x, a desigualdade do triangulo é

|z| < |x] +[yl.

a) [10] Escreva a desigualdade do tridngulo em termos das coordena-
das (x1, x2) e (y1, y2) mostradas na figura. Elevando sucessivamente z
ao quadrado, mostre que

(x1y1 +x212)% < (3 +x5) (yF +y3).

(Y1, Y2)

b) [10] Utilizando o produto escalar candnico para vetores do RZ,
escreva a desigualdade de Schwarz para os vetores x = (x1,x2) €
y = (y1,y2). Elevando sucessivamente ao quadrado, mostre que,
novamente,

(x1y1 +x22)* < (xf +x3) (45 +13).

Atencao: é obrigatorio justificar todos os passos.

SOLUCAO DA QUESTAO:

a) Na figura, a desigualdade do tridngulo é

2| = V(Y1 = x1)2 + (y2 — x2)%,

lyl = \Jvi + 93,

2
1

V(1 = x1)? + (y2 — x2)? < \/X12 + x5 + \/yf + Y3
(Y1 —x1)% + (Y2 — x2)% < x5 + x5 + 24/x% +x2y? + 2 + yf + 15,
yf = 2X1Y1 +xf + yg — 2x213 +x§ < xf +x§ + Z,Ixf +x§,/yf + yg +yf + y§,
=2x1Y1 — 2x2Y2 < 2‘/xf + x%,/yf + y%,
—(x1ys +x212) < X + X34y + 45,

(x111 +xzy2)2 < (xf +x§)(yf + y§)~

2

|x| = 7/x7 +x3,

b) Mas isso € o mesmo que a desigualdade de Schwarz:
| (x.y) | < V(x.x)V(y.y).
[xays + xoya| < ([x7 + XS\/yf +y;

(x1y1 + x2y2)* < (x12 +x§)(yf +15).



3 [20] Obtenha a série de Fourier de

SOLUCAO DA QUESTAO:

A = 2mtnx 2mtnx
f(x):70+;A”COS( T )+anen( T )

L=b-q,

2 [P 2nnx
A"_Z,L f(x)cos( I )dx,

b
A, = %‘/a f(x) sen (Zrthx) dx.

Aplicando as férmulas,

a=0,
b=1,
L=1,

1
A0=2/ (1-x)dx=1,
0

1
An=2/ (1 —=x) cos (2rmtnx) dx =0,
0

1
1

Bn=2/ (1 —x)sen (2mnx) dx = —.

0 n

Portanto,

N | -

fx) =

[ee)
1
+ ; p— sen (27tnx) m



4 [20] Calcule a transformada de Fourier de

para —co < x < +00,

) = {|x|, Il < 1,

0, |x|>1,

SOLUCAO DA QUESTAO:

F =5 [ peoeas

1 +1 )
=— [ |xle?™dx

B 27 -1
1

= — |x| [cos(kx) +isen(kx)] dx
27 -1

9 [
= —/ x cos(kx) dx
27m 0

ksen(k) + cos(k) — 1
- mk? .




5 [20] Resolva obrigatoriamente pelo método se separacdo de varidveis. Voc€ pode deixar todas as integrais indicadas.

9 _ ¢
A i
ot ox?
$(x,0) = f(x),
a
p0.0 _
ox
p(LY) (LY _,
L ox
SOLUCAO DA QUESTAO:
Faga §(x, t) = X(x)T(1);
ar . d°X
XE =a TE,
dr_1dx
a?T dt X dx?2 ™
d2x
@ =M
d?x
— —AX =0;
dx?
dx(0)
T =0
dx ’
TX(L) dX(L)
——+T———==0.
I T
Temos portanto um problema de Sturm-Liouville em X (x):
(D¢
E - AX = 0,
dx(©) _
dx - Y
X
L, X _,
L dx

Para A < 0:

ex o,
@ +k‘X = 0;
X(x) = Acos(kx) + Bsen(kx),
dx
I k [-Asen(kx) + Bcos(kx)],
x
X = Acos(kx),
d—X = —kAsen(kx),
dx
X + dx(x) = ACOS(kL) — kAsen(kL) =0,
L dx L
COSEkL) — ksen(kL) =0,
L
ksen(kL) = —COS(Lk ),

kL = cotg(kL).

Portanto os autovalores sdo .

kn = an,
onde x, € a n-ésima raiz positiva da equacgdo transcedental

x = cotg(x),
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Figura 1: 5 primeiros valores de k para o caso A = —k?.

como mostrado na figura 1. Os autovalores 4,, < 0 sdo dados por
An = —k2.

As autofungdes sao
Xn(x) = cos(kpx).

Para A =0,
d?x
PRy
X(x) = Ax + B,
dx
= _A
o ,
dX(0)
—— =0 A=0;
&x —Aa=h
X(x) =B,
X(L) dX(L) _
L T Y
B

e A = 0 ndo pode ser autovalor.
Para A > 0,

2
A=K, k>0,3x—)2(—k2X=0,
X(x) = Acosh(kx) + Bsenh(kx),
dx

o k [Asenh(kx) + Bcosh(kx)],
x

m=0:>k320, B=0;

X(x) = Acosh(kx),

X(L) N dX (L) _ Acosh(kL)
L dx L

+ kAsenh(kL) = 0,

A C()S}Zﬂ+ksenh(kL) —0=>A=0,

#0

e portanto A > 0 ndo pode ser autovalor.



Para T,,(T),

= k2,
a?T, dt "
dT,
T_ = —k,zlazdt,
n
T,(t
I§ L = k,zlazt,
T.(0)

To(t) = T,(0)e <"t

A solucgdo deve ser da forma

d(x,t) = Z B, cos(knx)e_kleazt.
n=1
Emt =0,
P(x,0) = f(x),
Fx) =D By cos(kyx),
n=1

f(x) cos(kmx) = Z By, cos(kux) cos(k,x),
n=1
L 0 L
/ f(x) cos(kmx) dx = Z B, / cos(k;,x) cos(k,x) dx,
0 oy 0
sen(2Lky,) + 2Lk,
4k,
4k,

L
B, = sen(2Lk,,) + 2Lk, [) f(x) cos(kmx) dx m

s

/Lf(x) cos(kpx) dx = By,




