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Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] (COM CALCULADORA) [White, 2016, Ex 5.1]: A figura ao
lado mostra um copépode. Copépodes sdo pequenos crustdceos presen-
tes em quase todos os habitats de dgua doce ou salgada. Desejamos
saber a forga de arrasto da dgua F, (massa especifica p = 998kgm™,
viscosidade cinemdtica v = 1.0020 x 10~°m?s™!) sobre um copépode
com didmetro de 1 mm (D, = 1 mm) e a velocidade correspondente V),
com que ele se movimenta. Para isso, construimos um modelo 100 ve-
zes maior (D, = 100 mm) e o testamos com glicerina (massa especifica
p = 1263kgm™3, viscosidade cinemdtica v = 1.1876 X 10°m?s™!) em
um canal com velocidade V,, = 30cms™!, encontrando uma forca de
arrasto no modelo F,, = 1,3N. Usando andlise dimensional,

a) [15] Obtenha os dois grupos adimensionais do problema, utili-
zando como variaveis comuns p, v, e D.

b) [5] Igualando os parametros adimensionais do modelo e do proté-
tipo, calcule F, e Vj,.

White, F. M. (2016). Fluid Mechanics. McGraw Hill Education, New
York

SOLUCAO DA QUESTAO:
Ha 5 varidveis dimensionais, com as seguintes dimensdes correspondentes:

p ML
v L2777
D L

vV LT

F MLT?

Os dois grupos que desejamos podem ser obtidos da seguinte forma:
II, = V,o“vbDC

[ ] = [vILel“1vl° [D]¢
1=LT ' [ML3eL2 T "P L)
— MaL1—3a+2b+cT—1—b.

Obtemos o sistema

a=0,
-3a+2b+c=-1
-b=1
dondea=0,b=-1,c=1e¢
VD
I, = —.
1%

Continue a solu¢do no verso =



Observe que I1; € o niimero de Reynolds.
Em seguida,

I, = Fp®v* D¢

[T = [F1[p1° [v]° [D1°
L= MLT 2 ML TP L
— M1+a L1—3a+2b+c-|-—2—b.

Obtemos o sistema

a=-1,
—3a+2b+c=-1
-b=2
dondea=-1,b=-2,c=0e
F
H2 = —2
pVv
No modelo,
p=1263kgm™>,
v=1.1876 X 10> m? s},
D=0.1m,
V= 0.3ms_1,
F=13N,
donde
0.3 % 0.1
I, =—— " =252610,
1.1876 x 10~3
I, = 1.3 =729.7929
27 1263 x (1.1876 x 10-3)2 70T
No protétipo,
p =998 kgm_S,
v=1.0020 X 10~ ° m? s},
D =0.001 m.

Agora fazemos esses dois grupos terem os mesmos valores no protétipo (no copépode):

V, X 0.001 25.2610 X 1.0020 X 107° 1
M= —————=2520610=2V, = =0.0253ms
1.0020 x 10~6 0.001
Fp F

7 = 598X (10020 X 10072 729.7929 = Fj, = 729.7924 X 998 X (1.0020 X 10™°)* = 7.312x 107’ N m
pv .

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] (SEM CALCULADORA) Utilizando a férmula de Euler com dois sinais,
e = cos(x) +1isen(x),
e ¥ = cos(x) — isen(x),
a) [10] obtenha sen(x) em funcdo de e™* e e ™*;

b) [10] use (a) para encontrar uma expressio (puramente real) para sen?(x) (Sugestfio: eleve ao quadrado o lado direito
de sen(x) = ... obtido acima).

SOLUCAO DA QUESTAO:

1. .
sen(x) = % (e‘x - e_lx) ;
i

; (eZix — 24+ 672ix)
4i2

sen’(x)

—i (2cos(2x) — 2)

% (1—cos(2x)) m

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] (SEM CALCULADORA) Sabemos que o produto escalar de dois vetores u e v do R* é dado por
u-v= Z u;v;,
i=1
onde u; e v; sdo os elementos de u e v. Considere agora uma base E = (ey, e, €3) nao ortonormal, ou seja,
Gij = (e; - €j) # Jjj.
Nessa base,

U = ug;e;,

U = Ugjej,

onde ug; e vg; sdo as coordenadas de u e v na base E. Utilizando as expressdes acima, e usando obrigatoriamente
notacio indicial, calcule u - » em termos de ug;, vg; e Gj.

SOLUCAO DA QUESTAO:

U-0U = Ug;e; * Vgj;e;
= ugivg;j(e; - €;)

= ugiGi;vg;.

Note que podemos escrever matricialmente
u-v=[u][G]lv] =

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] (SEM CALCULADORA) Seja E = (ey, e5, e3) uma base nfio-ortonormal do R®, com

e =(1,21),
e; =(0,1,2),
es = (1,0,1).

Obtenha uma base ortonormal a partir de E utilizando o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmmidt.

SOLUCAO DA QUESTAO:
fi=en
1 1
=—f =—(1,21);
9= =%

fo=e—(e2-91)g;

= (=2/3,-1/3,4/3);

_ LB s I PP
gZ_ |f2|f2_\/7( 2/3’ 1/3’4/3)_\/5( 2’ 1’4)5
fi=es—(es-g,)g, — (es-9,)9,

= (6/7,-4/7,2/7)

1 V7

1
gs = WJ% = 237(6/7, -4/7,2/7) = \ﬁ(&—& Dm

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] (SEM CALCULADORA) Usando a base candnica E = (e, ez, e3), se u, v, a, b, ¢ sdo vetores do R3, escreva em
notacdo indicial (ou seja: escreva em termos dos elementos u;, v;, etc.)

([luxov] X [axb])-c

e simplifique ao maximo.

SOLUCAO DA QUESTAO:

U X0 = €jilUivje;
axb=e¢mpabney;
[u X v] X [a X b] = €;jxuvjer X €mnaibme,
= €jkUiVjEImnaibmer X ep
= 6ijkuivjelnmalbmeknpep
= 6knpeijkelmnuivjalbmep;
([u xv] X [a X b]) - ¢ = €knp€ijk€imnttivjarbme, « cqeq
= €knpEijk€ElmnUiVjaibmeg(ep - €q)
= €knp€ijk Elmnti0jA1bmCqOpg
= eknpeijkelmnuivjalbmcp
= €npk€ijkElmnlhi0;A1bmCy
= [5ni5pj - 5nj5pi:| elmnuivjalbmcp
= €1millivjar1bmc; — €mjuivjaiby,c;
= €miabmui(vjc;) — €1mjarbmo;(uic;)
det(a,b,u)(v - c) — det(a,b,v)(u-c) m

Continue a solug¢do no verso =
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Curso de Engenharia Ambiental
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NOME: GABARITO

Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Dada a matriz

1 1 2
1 0 1f,
2 1 1
a) [10] Prove que A = —1 é um dos autovalores.
b) [10] Obtenha o autovetor associado a A = —1.
SOLUCAO DA QUESTAO:
a) A equacdo caracteristica é
1-4 1 2
1 =1 1 |=o,
2 1 1-2

ou

(1= )[-A(1=2) =1] = 1[(1 = A) — 2] +2[1+2A] = 0,
(1=-D[A2=A=1]+[A+1]+[41+2] =0,
A+ A2 A —1+A+1+41+2=0,

A +2)2+51+2=0.

Este dltimo polindmio tem raiz —1; de fato,

b) Agora precisamos resolver

para o autovetor (xp, x2, X3):

Um autovetor possivel, portanto,

1+2-5+2=0.

1 1 2 X1, X1,
1 0 1 X2, = — | X2,
1 X3 X3

X1 + X2 + 2x3 = —Xx1,
X1+ X3 = —Xo,

2x1 + X9 + X3 = —X3;

2x1 + x93 + 2x3 =0,
X1+ x2+x3 =0,

2x1 + x93 + 2x3 = 0;

x1+x3 =0,

X1 = —X3,

xp = 0.

€ (x1,x2,x3) = (1,0,—1) m

Continue a solug¢do no verso =




2 [20] Dadas as funcdes

calcule o jacobiano d(f, g)/d(u, v).

flx,yu,0) =x+y+u+o,

g(x,y,u,0) = x* + y2 +u? + 0%

SOLUCAO DA QUESTAO:

o of
% %
du
_9fag dgof
Toudw dud
=20—-2um

a(f.g9)/o(u,0)

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Calcule a érea da superficie do paraboléide hiperbélico z = x2 — y? que se projeta sobre a regido y/x2 + y2 < 1do
plano Oxy.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Se z = f(x,y), entdo a féormula para o célculo da area da superficie ndo-plana (em geral) é

oo A 5 o

Portanto, Ry, = {(x, y) i yx?+y? < 1} e

— 2 _924)2
S //R y V1 4+ (2x)% + (—2y)? dydx,
=/ V1+4(x? +y?) dydx,
Ryy

21 1
= / / V1 + 4r2 rdrdé,
6=0 Jr=0
5v5 — 1
= Tm
6

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Em um fluido, o campo de velocidade
u = 2xi+2yj — 4zk

atravessa regido esférica do espago
x%+ yz +22 < 1.

j{y(n -u)ds,

onde . € a superficie da esfera, e n é o vetor unitario normal apontando para fora da superficie em cada ponto de .&.

Calcule

SOLUCAO DA QUESTAO:
Usamos o teorema da divergéncia:

j{(n-u)dS:/ (V-u)dv
7 v
/(614 dv 8w)
= —+—+—|dV
v \ox dy Oz

:/ (2+2—-4)dv
v
=0m

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Encontre a solug¢do geral de

d
Ey +x%y = x%
SOLUCAO DA QUESTAO:
y = uv,
d
uav m +x%y = x%,
d
u| & 45 +v% =x2
dx
N ——
=0
® =0
— +x°v =0,
dx
do 9
a =-—=X0,
d
L —x?dx,
v
0 dV X
S| -ga
o 14 0
In 2 —1x3,
() 3
o(x) = er_%xs.
_1,3 du 2
0 _—=
0€ dx X7,
du 1 5 1.3
_— = — 3
dx U()x € ’
u 143
dv=— 2e3¢ dé¢
Ug Yo Jo

Continue a solug¢do no verso =
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NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Utilizando obrigatoriamente a regra de Leibnitz, calcule

d X
a/{) cos(t?) dt
SOLUCAO DA QUESTAO:
A regra é
d (bW db da b af(t,x)
— t,x)dt = f(b,x)— — f(a,x)— ~— dt.
5[ sewa=reog - sange [F0
Entao,

0
d /b(x) * 9| cos
— (t,x) dt = cos(x?) X 1 — cos(0?) x 0 +/ dt
dx Jax) / o — dx

=cos(x)) m

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Calcule a integra de linha
I= /(x+y+z)d{’
T

sobre a curva
x=1,
12
r- YT
: V2 t €[0,1].
£2
z=—,
V2
SOLUCAO DA QUESTAO:
2 12
r=(1,—,—),
V2 V2
dr © 2 , 2 0
dt RVZER

4 4
[o] = 1[0+ =12 + =12,
2 2
= V0 +2t% + 212 = V412,

df = |o| dt = 2tdt,

! 2 2 1+2
I= 1+ —+—|2tdt =
[:0( V2 \/E) V2

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Um campo de velocidade é dado por
u=(y"2"x%);

calcule a vorticidade V X u.

SOLUCAO DA QUESTAO:

VXxu=

Qw = |°-’ ~
N Qo
¥

=—2zi—2xj—2ykn

Continue a solug¢do no verso =



4 20]

Calcule a série de Laurent de

em torno de z = 0 na regido |z| > 1.

SOLUCAO DA QUESTAO: Note que

Entéo,

lz| > 1,
1 |1
ERRE

1 1
(z+1)(z—l)_§[z—1_z+l

Y 1

Y 1\ 1

2|z(1-3) z(1+3)

~ 1[ 1 1

5, 1 1

2z (1-3) (1+3)

-2 1+1 1+1+1+

T2z z z2 ¢
1 1 1 1 1

z z2 2

_ 12,2 2,

T2z |lz 2B 5

11

—; ; + . [ ]

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Sabemos que a solugdo geral de
dzy +y=0
PR

[¢N

y(x) = Acos(x) + Bsen(x).

Obtenha esse resultado fazendo

(o]
y(x) = Z anx",
n=0
derivando duas vezes, e substituindo na EDO. Note que isso nao ¢ o método de Frobenius (ndo ha pontos singulares), mas
o procedimento ¢ similar (e mais simples: nao ha nenhuma equacao indicial neste problema!).

SOLUCAO DA QUESTAO:
(e8]
n=0
(9]
y, — Z nanx"_ll,
n=0
Yy’ = Z(n — 1)na,x" 2.
n=0
Substituindo na EDO:
Z(n — Dna,x™ % + Z apx" =0;
n=0 n=0
n—2=m,
n=m+2,
Z (m+1)(m+2)a,px™ + Z apx" =0.
m=-2 n=0
Os primeiros dois termos do 12 somatério sdo nulos (m = —2 e m = —1); portanto, o somatério efetivamente comeca de
0. Entao,

Z(m +1)(m+2)ampx™ + Z apx" =0,
m=0 n=0

[o0]

Z(n +1)(n+ 2)apx" + Z apx" =0,

n=0 n=0

i [(n+1)(n+2)ape +an] x" =0,

n=0
an

T+ (n+2)

Any2 =

A relacdo de recorréncia varre os pares partindo de n = 0, ou os impares partindo de n = 1. Sem perda de generalidade,
faga ap = 1; entdo,

1 1
=35
. 1
as = —_— = —,
S Y T
_ 1 1
7 720 6l
1 1
ag = +——— = —,
40320 8!
etc., e a primeira solucio €
1 1
_ .2 - _ .6 .8
y1(x) =1 2!x +4' 6!x +8!x
= cos(x)

Continue a solug¢do no verso =



Analogamente, faca a; = 1 e obtenha

etc., e a segunda solugdo é

y1(x)

1 1
as=-—-=—,
T 6 3l
as =+—=_,
120 5!
1 1
7= —— =,
5040 7!
1 1
as =+ ==,
362880 9!
1 1 1
=X — =X+ —x>— —x +
3! 5! 7!
=sen(x) m

Continue a solug¢do no verso =
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ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Para a figura ao lado, prove que
la +b|* = |a|* + |b|* + 2|a||b| cos(0).

Sugestao: aplique o teorema dos cossenos ao tridngulo com um lado
tracejado (paralelo a a) na figura, observando que « + 0 = 7.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Temos que
a=mn—0 = cos(a) = —cos(h).

Pelo teorema dos cossenos, o tridngulo com lado tracejado da figura possui lados com comprimentos |a|, |b| e |a + b|, de
forma que

la +b|? = |a|* + |b|* - 2|a]|b]| cos(a)

= |a|® + |b|* + 2|a||b| cos(6) =

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Numa base ortonormal, a contracdo de dois tensores A, B € definida por
A:B=A;jeie;: Bipee, = A;jBim(e; - er)(e; - en).
Se S é um tensor simétrico de ordem 2, e A € um tensor anti-simétrico de ordem 2:
S =Sjeiej, Sij =Sji; A =Ameem, Aim =—Anml,

mostre que
S:A=0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

S:A= SijAlm(ej . el)(ei . em).
= 5ijAimb;10im
= SijAji

1 1
= Esi]’Aﬁ + ESﬁAU

1
= 55” (Ajl +Aij) =0m

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] A expansdo em série de Taylor de uma fungdo f(x,y) até a ordem 2 em torno de (0, 0) € dada por

aféo, 0 _, o, O)y
X

flxy) = £(0,0) +

Iy
1 [8%f(0,0 *£(0,0 3*£(0,0
1 f( )x2+2 f( )x + f( )yz +
2! ax? Ixdy ay?

Obtenha a série de Taylor de f(x,y) = exp ((x + y)?) até a ordem 2.
Obs: A notagdo
af(0,0)

ox

significa a derivada de f(x,y) em relacdo a x avaliada em (0, 0), e de forma anédloga para as demais.

SOLUCAO DA QUESTAO:
f0.0 =1,

afg;’ 9 e Y)Y o) =0,

TOD _ p+ )] g0
821;5602, 9 _, (r+y)? 0 L gy g
82(]9‘;2;0) =4 (x+y)? W Lol oy
—82(];;2;(0) =4 (x+y)° e 4 2 e(x+y)2|(o,o) =2

Y(

2 2
Wz =4 (X + y)2 e(x+y) + Ze(x+y) i(0,0) =2;

f(x,y)=1+(x2+2xy+y2)+... L]

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Obtenha a solugao geral de

d
Ey+xy=x2.

Obs: nesta questdo, vocé pode (e deve) usar o seguinte resultado:

1 1
/Xz exp (—xz) dx = X exp (_xZ) — ﬂ erfi (i) +C,
2 2 2 V2

onde erfi(x) é (neste caso) uma funcdo real e impar cuja série de Taylor é conhecida:

2—n—1/2x2n+1

x 2
)= % &

SOLUCAO DA QUESTAO:
Y = uo,
d
% +x[uv] = x%,
do du 2
udx de Xuv = x°,
u| 2L s x0| 40 =52
dx dx ~ 7
do o0
ax T
do
— = —xv
dx ’
d
L —xdx,
v

(o dvl /x
- [ —ea
L% [ e

ln@— L

= ——x°,
[0 2
Lo
v(x) = vy exp 55
1 du
0o €Xp (—Exz) a = xz,
du 1 , 1,
a = ax CXP(EX ),
1 1
du = —x%exp (—xz) dx,
() 2
1

u—uO:l [xexp 1x2 —ﬁ i =] - 0 exp l0 —ﬂerﬁ L ,
Vo 2 2 V2 2 2 vz
=0 =0
u—u L X ex 1x2 —ﬂerﬁ il
0= o Pl p ik
1
u=uy+— xexp(—xz)—ﬂ rﬁ(i)];
[0 2 2 \/E
y:uv—{u0+% X exp (%x2 —gerﬁ(%)]}voexp (—lxz)

= Uy €Xp —Ex +

- 1, +
= Yoexp | —oX

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Obtenha uma solugao LI de

d?y
xzw -xy=0
SOLUCAO DA QUESTAO:
y= Z anxn+r’
n=0
Y =) (nr)a™
n=0
Yy’ = Z(n +r=1)(n+r)a,x"" 2
n=0
Substituindo na EDO:
Z(n +r—1(n+r)ax"™" - Z apx™ = 0.
n=0 n=0
Faca
m+r=n+r+1,
m=n+1,
n=m-1.
Entéo,

00

Z(n +r—1)(n+r)a,x"" - Z Am_1x™7 =0,
n=0

m=1

[(r=Dr]ax” + Z [(n+r—-1D(n+7r)a, —a,_1] x™" = 0;

n=1

A equacdo indicial €

(r—=Dr=0,
ri=1
r2=0.

As raizes diferem por um inteiro. Mas o enunciado sé pede uma solugdo LI, e sabemos que a maior raiz sempre produz
uma solugdo. Entdo, ry =1e

n(n+1)a, —an_1 =0,

a4 = an—-1
" nn+1)
Fazendo qy = 1,
Lo 1 5 1 4 L o5
y1(x) =x+=x"+—=x"+—x"+ —x"+... =
2 12 144 2880

Continue a solug¢do no verso =



