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AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Para a figura ao lado, prove que
la +b|* = |a|* + |b|* + 2|a||b| cos(0).

Sugestao: aplique o teorema dos cossenos ao tridngulo com um lado
tracejado (paralelo a a) na figura, observando que « + 0 = 7.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Temos que
a=mn—0 = cos(a) = —cos(h).

Pelo teorema dos cossenos, o tridngulo com lado tracejado da figura possui lados com comprimentos |a|, |b| e |a + b|, de
forma que

la +b|? = |a|* + |b|* - 2|a]|b]| cos(a)

= |a|® + |b|* + 2|a||b| cos(6) =

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Numa base ortonormal, a contracdo de dois tensores A, B € definida por
A:B=A;jeie;: Bipee, = A;jBim(e; - er)(e; - en).
Se S é um tensor simétrico de ordem 2, e A € um tensor anti-simétrico de ordem 2:
S =Sjeiej, Sij =Sji; A =Ameem, Aim =—Anml,

mostre que
S:A=0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

S:A= SijAlm(ej . el)(ei . em).
= 5ijAimb;10im
= SijAji

1 1
= Esi]’Aﬁ + ESﬁAU

1
= 55” (Ajl +Aij) =0m

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] A expansdo em série de Taylor de uma fungdo f(x,y) até a ordem 2 em torno de (0, 0) € dada por

aféo, 0 _, o, O)y
X

flxy) = £(0,0) +

Iy
1 [8%f(0,0 *£(0,0 3*£(0,0
1 f( )x2+2 f( )x + f( )yz +
2! ax? Ixdy ay?

Obtenha a série de Taylor de f(x,y) = exp ((x + y)?) até a ordem 2.
Obs: A notagdo
af(0,0)

ox

significa a derivada de f(x,y) em relacdo a x avaliada em (0, 0), e de forma anédloga para as demais.

SOLUCAO DA QUESTAO:
f0.0 =1,

afg;’ 9 e Y)Y o) =0,

TOD _ p+ )] g0
821;5602, 9 _, (r+y)? 0 L gy g
82(]9‘;2;0) =4 (x+y)? W Lol oy
—82(];;2;(0) =4 (x+y)° e 4 2 e(x+y)2|(o,o) =2

Y(

2 2
Wz =4 (X + y)2 e(x+y) + Ze(x+y) i(0,0) =2;

f(x,y)=1+(x2+2xy+y2)+... L]

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Obtenha a solugao geral de

d
Ey+xy=x2.

Obs: nesta questdo, vocé pode (e deve) usar o seguinte resultado:

1 1
/Xz exp (—xz) dx = X exp (_xZ) — ﬂ erfi (i) +C,
2 2 2 V2

onde erfi(x) é (neste caso) uma funcdo real e impar cuja série de Taylor é conhecida:

2—n—1/2x2n+1

x 2
)= % &

SOLUCAO DA QUESTAO:
Y = uo,
d
% +x[uv] = x%,
do du 2
udx de Xuv = x°,
u| 2L s x0| 40 =52
dx dx ~ 7
do o0
ax T
do
— = —xv
dx ’
d
L —xdx,
v

(o dvl /x
- [ —ea
L% [ e

ln@— L

= ——x°,
[0 2
Lo
v(x) = vy exp 55
1 du
0o €Xp (—Exz) a = xz,
du 1 , 1,
a = ax CXP(EX ),
1 1
du = —x%exp (—xz) dx,
() 2
1

u—uO:l [xexp 1x2 —ﬁ i =] - 0 exp l0 —ﬂerﬁ L ,
Vo 2 2 V2 2 2 vz
=0 =0
u—u L X ex 1x2 —ﬂerﬁ il
0= o Pl p ik
1
u=uy+— xexp(—xz)—ﬂ rﬁ(i)];
[0 2 2 \/E
y:uv—{u0+% X exp (%x2 —gerﬁ(%)]}voexp (—lxz)

= Uy €Xp —Ex +

- 1, +
= Yoexp | —oX

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Obtenha uma solugao LI de

d?y
xzw -xy=0
SOLUCAO DA QUESTAO:
y= Z anxn+r’
n=0
Y =) (nr)a™
n=0
Yy’ = Z(n +r=1)(n+r)a,x"" 2
n=0
Substituindo na EDO:
Z(n +r—1(n+r)ax"™" - Z apx™ = 0.
n=0 n=0
Faca
m+r=n+r+1,
m=n+1,
n=m-1.
Entéo,

00

Z(n +r—1)(n+r)a,x"" - Z Am_1x™7 =0,
n=0

m=1

[(r=Dr]ax” + Z [(n+r—-1D(n+7r)a, —a,_1] x™" = 0;

n=1

A equacdo indicial €

(r—=Dr=0,
ri=1
r2=0.

As raizes diferem por um inteiro. Mas o enunciado sé pede uma solugdo LI, e sabemos que a maior raiz sempre produz
uma solugdo. Entdo, ry =1e

n(n+1)a, —an_1 =0,

a4 = an—-1
" nn+1)
Fazendo qy = 1,
Lo 1 5 1 4 L o5
y1(x) =x+=x"+—=x"+—x"+ —x"+... =
2 12 144 2880

Continue a solug¢do no verso =



