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NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCÊ DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTÃO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MÁXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENÇÃO PARA A NOTAÇÃO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO 𝑣

∼
; TENSORES DE ORDEM 2 COMO 𝐴

≈
.

1 [20] Utilizando obrigatoriamente a regra de Leibnitz, calcule

d
d𝑥

∫ 𝑥

0
cos(𝑡2) d𝑡

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
A regra é

d
d𝑥

∫ 𝑏 (𝑥 )

𝑎 (𝑥 )
𝑓 (𝑡, 𝑥) d𝑡 = 𝑓 (𝑏, 𝑥) d𝑏

d𝑥
− 𝑓 (𝑎, 𝑥) d𝑎

d𝑥
+
∫ 𝑏

𝑎

𝜕𝑓 (𝑡, 𝑥)
𝜕𝑥

d𝑡 .

Então,

d
d𝑥

∫ 𝑏 (𝑥 )

𝑎 (𝑥 )
𝑓 (𝑡, 𝑥) d𝑡 = cos(𝑥2) × 1 − cos(02) × 0 +

∫ 𝑥

0 ���
��*0

𝜕[cos(𝑡2)]
𝜕𝑥

d𝑡

= cos(𝑥2)

Continue a solução no verso =⇒



2 [20] Calcule a integra de linha

𝐼 =

∫
Γ
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) dℓ

sobre a curva

Γ :

𝑥 = 1,

𝑦 =
𝑡2
√
2
,

𝑧 =
𝑡2
√
2
,

𝑡 ∈ [0, 1] .

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝒓 = (1, 𝑡
2

√
2
,
𝑡2
√
2
),

d𝒓
d𝑡

= (0, 2
√
2
𝑡,

2
√
2
𝑡),

|𝒗 | =
√︂
0 + 4

2
𝑡2 + 4

2
𝑡2 ,

=
√
0 + 2𝑡2 + 2𝑡2 =

√
4𝑡2 ,

dℓ = |𝒗 | d𝑡 = 2𝑡d𝑡 ,

𝐼 =

∫ 1

𝑡=0

(
1 + 𝑡2

√
2
+ 𝑡2
√
2

)
2𝑡 d𝑡 =

1 +
√
2

√
2

Continue a solução no verso =⇒



3 [20] Um campo de velocidade é dado por
𝒖 = (𝑦2, 𝑧2, 𝑥2);

calcule a vorticidade ∇ × 𝒖.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

∇ × 𝒖 =

������
𝒊 𝒋 𝒌
𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝑦2 𝑧2 𝑥2

������
= −2𝑧 𝒊 − 2𝑥𝒋 − 2𝑦𝒌

Continue a solução no verso =⇒



4 [20]
Calcule a série de Laurent de

𝑓 (𝑧) = 1
(𝑧 + 1) (𝑧 − 1)

em torno de 𝑧 = 0 na região |𝑧 | > 1.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO: Note que

|𝑧 | > 1,
1
|𝑧 | =

����1𝑧 ���� < 1.

Então,

1
(𝑧 + 1) (𝑧 − 1) =

1
2

[
1

𝑧 − 1
− 1
𝑧 + 1

]
=
1
2

[
1

𝑧
(
1 − 1

𝑧

) − 1
𝑧
(
1 + 1

𝑧

) ]
=

1
2𝑧

[
1(

1 − 1
𝑧

) − 1(
1 + 1

𝑧

) ]
=

1
2𝑧

[(
1 + 1

𝑧
+ 1
𝑧2

+ 1
𝑧3

+ 1
𝑧4

+ . . .

)
−

(
1 − 1

𝑧
+ 1
𝑧2

− 1
𝑧3

+ 1
𝑧4

− . . .

)]
=

1
2𝑧

[
2
𝑧
+ 2
𝑧3

+ 2
𝑧5

+ . . .

]
=

1
𝑧2

+ 1
𝑧4

+ 1
𝑧6

+ . . .

Continue a solução no verso =⇒



5 [20] Sabemos que a solução geral de
d2𝑦
d𝑥2

+ 𝑦 = 0

é
𝑦 (𝑥) = 𝐴 cos(𝑥) + 𝐵 sen(𝑥).

Obtenha esse resultado fazendo

𝑦 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛,

derivando duas vezes, e substituindo na EDO. Note que isso não é o método de Frobenius (não há pontos singulares), mas
o procedimento é similar (e mais simples: não há nenhuma equação indicial neste problema!).

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝑦 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛,

𝑦′ =
∞∑︁
𝑛=0

𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛−11,

𝑦′′ =
∞∑︁
𝑛=0

(𝑛 − 1)𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛−2.

Substituindo na EDO:
∞∑︁
𝑛=0

(𝑛 − 1)𝑛𝑎𝑛𝑥𝑛−2 +
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 = 0;

𝑛 − 2 =𝑚,

𝑛 =𝑚 + 2,
∞∑︁

𝑚=−2
(𝑚 + 1) (𝑚 + 2)𝑎𝑚+2𝑥

𝑚 +
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 = 0.

Os primeiros dois termos do 1o somatório são nulos (𝑚 = −2 e 𝑚 = −1); portanto, o somatório efetivamente começa de
0. Então,

∞∑︁
𝑚=0

(𝑚 + 1) (𝑚 + 2)𝑎𝑚+2𝑥
𝑚 +

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 = 0,

∞∑︁
𝑛=0

(𝑛 + 1) (𝑛 + 2)𝑎𝑛+2𝑥𝑛 +
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 = 0,

∞∑︁
𝑛=0

[(𝑛 + 1) (𝑛 + 2)𝑎𝑛+2 + 𝑎𝑛] 𝑥𝑛 = 0,

𝑎𝑛+2 = − 𝑎𝑛

(𝑛 + 1) (𝑛 + 2) .

A relação de recorrência varre os pares partindo de 𝑛 = 0, ou os ímpares partindo de 𝑛 = 1. Sem perda de generalidade,
faça 𝑎0 = 1; então,

𝑎2 = −1
2
=

1
2!
,

𝑎4 = + 1
24

=
1
4!
,

𝑎6 = − 1
720

= − 1
6!
,

𝑎8 = + 1
40320

=
1
8!
,

etc., e a primeira solução é

𝑦1 (𝑥) = 1 − 1
2!
𝑥2 + 1

4!
𝑥4 − 1

6!
𝑥6 + 1

8!
𝑥8

= cos(𝑥).

Continue a solução no verso =⇒



Analogamente, faça 𝑎1 = 1 e obtenha

𝑎3 = −1
6
=

1
3!
,

𝑎5 = + 1
120

=
1
5!
,

𝑎7 = − 1
5040

= − 1
7!
,

𝑎8 = + 1
362880

=
1
9!
,

etc., e a segunda solução é

𝑦1 (𝑥) = 𝑥 − 1
3!
𝑥3 + 1

5!
𝑥5 − 1

7!
𝑥7 + 1

9!
𝑥9

= sen(𝑥)

Continue a solução no verso =⇒


