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NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCÊ DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTÃO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MÁXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENÇÃO PARA A NOTAÇÃO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO 𝑣

∼
; TENSORES DE ORDEM 2 COMO 𝐴

≈
.

1 [20] Dada a matriz 
1 1 2
1 0 1
2 1 1

 ,
a) [10] Prove que 𝜆 = −1 é um dos autovalores.

b) [10] Obtenha o autovetor associado a 𝜆 = −1.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
a) A equação característica é ������1 − 𝜆 1 2

1 −𝜆 1
2 1 1 − 𝜆

������ = 0,

ou

(1 − 𝜆) [−𝜆(1 − 𝜆) − 1] − 1[(1 − 𝜆) − 2] + 2[1 + 2𝜆] = 0,
(1 − 𝜆) [𝜆2 − 𝜆 − 1] + [𝜆 + 1] + [4𝜆 + 2] = 0,

−𝜆3 + 𝜆2 + 𝜆 + 𝜆2 − 𝜆 − 1 + 𝜆 + 1 + 4𝜆 + 2 = 0,
−𝜆3 + 2𝜆2 + 5𝜆 + 2 = 0.

Este último polinômio tem raiz −1; de fato,
1 + 2 − 5 + 2 = 0.

b) Agora precisamos resolver 
1 1 2
1 0 1
2 1 1



𝑥1,

𝑥2,

𝑥3

 = −

𝑥1,

𝑥2,

𝑥3


para o autovetor (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3):

𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 = −𝑥1,
𝑥1 + 𝑥3 = −𝑥2,

2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = −𝑥3;

2𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 = 0,
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0,

2𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 = 0;

𝑥1 + 𝑥3 = 0,

𝑥1 = −𝑥3,
𝑥2 = 0.

Um autovetor possível, portanto, é (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (1, 0,−1)

Continue a solução no verso =⇒



2 [20] Dadas as funções

𝑓 (𝑥,𝑦,𝑢, 𝑣) = 𝑥 + 𝑦 + 𝑢 + 𝑣,

𝑔(𝑥,𝑦,𝑢, 𝑣) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑢2 + 𝑣2,

calcule o jacobiano 𝜕(𝑓 , 𝑔)/𝜕(𝑢, 𝑣).

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝜕(𝑓 , 𝑔)/𝜕(𝑢, 𝑣) =
����� 𝜕𝑓𝜕𝑢 𝜕𝑓

𝜕𝑣
𝜕𝑔

𝜕𝑢

𝜕𝑔

𝜕𝑣

�����
=

𝜕𝑓

𝜕𝑢

𝜕𝑔

𝜕𝑣
− 𝜕𝑔

𝜕𝑢

𝜕𝑓

𝜕𝑣

= 2𝑣 − 2𝑢

Continue a solução no verso =⇒



3 [20] Calcule a área da superfície do parabolóide hiperbólico 𝑧 = 𝑥2 − 𝑦2 que se projeta sobre a região
√︁
𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1 do

plano 𝑂𝑥𝑦.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Se 𝑧 = 𝑓 (𝑥,𝑦), então a fórmula para o cálculo da área da superfície não-plana (em geral) é

𝑆 =

∬
𝑅𝑥𝑦

√︄
1 +

(
𝜕𝑓

𝜕𝑥

)2
+
(
𝜕𝑓

𝜕𝑦

)2
d𝑦d𝑥 .

Portanto, 𝑅𝑥,𝑦 =

{
(𝑥,𝑦) :

√︁
𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1

}
e

𝑆 =

∬
𝑅𝑥,𝑦

√︁
1 + (2𝑥)2 + (−2𝑦)2 d𝑦d𝑥,

=

∬
𝑅𝑥,𝑦

√︁
1 + 4(𝑥2 + 𝑦2) d𝑦d𝑥,

=

∫ 2𝜋

𝜃=0

∫ 1

𝑟=0

√
1 + 4𝑟 2 𝑟d𝑟d𝜃,

=
5
√
5 − 1
6

π

Continue a solução no verso =⇒



4 [20] Em um fluido, o campo de velocidade
𝒖 = 2𝑥 𝒊 + 2𝑦𝒋 − 4𝑧𝒌

atravessa região esférica do espaço
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1.

Calcule ∮
S
(𝒏 · 𝒖) d𝑆,

onde S é a superfície da esfera, e 𝒏 é o vetor unitário normal apontando para fora da superfície em cada ponto de S .

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Usamos o teorema da divergência: ∮

S
(𝒏 · 𝒖) d𝑆 =

∫
V
(∇ · 𝒖) d𝑉

=

∫
V

(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜕𝑤

𝜕𝑧

)
d𝑉

=

∫
V
(2 + 2 − 4) d𝑉

= 0

Continue a solução no verso =⇒



5 [20] Encontre a solução geral de
d𝑦
d𝑥

+ 𝑥2𝑦 = 𝑥2.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝑦 = 𝑢𝑣,

𝑢
d𝑣
d𝑥

+ 𝑣
d𝑢
d𝑥

+ 𝑥2𝑦 = 𝑥2,

𝑢

[
d𝑣
d𝑥

+ 𝑥2𝑣

]
︸        ︷︷        ︸

=0

+𝑣 d𝑢
d𝑥

= 𝑥2,

d𝑣
d𝑥

+ 𝑥2𝑣 = 0,

d𝑣
d𝑥

= −𝑥2𝑣,

d𝑣
𝑣

= −𝑥2d𝑥,∫ 𝑣

𝑣0

d𝜈
𝜈

=

∫ 𝑥

0
−𝜉2d𝜉,

ln
𝑣

𝑣0
= −1

3
𝑥3,

𝑣 (𝑥) = 𝑣0e−
1
3𝑥

3
.

𝑣0e−
1
3𝑥

3 d𝑢
d𝑥

= 𝑥2,

d𝑢
d𝑥

=
1
𝑣0
𝑥2e

1
3𝑥

3
,∫ 𝑢

𝑢0

d𝜐 =
1
𝑣0

∫ 𝑥

0
𝜉2e

1
3 𝜉

3
d𝜉,

𝑢 − 𝑢0 =
1
𝑣0

[
e

𝑥3
3 − 1

]
,

𝑢 = 𝑢0 +
1
𝑣0

[
e

𝑥3
3 − 1

]
,

𝑦 =

{
𝑢0 +

1
𝑣0

[
e

𝑥3
3 − 1

]}
𝑣0e−

1
3𝑥

3

= 𝑢0𝑣0e−
1
3𝑥

3 +
[
1 − e−

1
3𝑥

3
]

= [𝑢0𝑣0 − 1]e− 1
3𝑥

3 + 1

= 𝐶e−
1
3𝑥

3 + 1

Continue a solução no verso =⇒


