
TEA013 Matemática Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P01, 27 set 2024
Prof. Nelson Luís Dias

0

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCÊ DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTÃO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MÁXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENÇÃO PARA A NOTAÇÃO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO 𝑣

∼
; TENSORES DE ORDEM 2 COMO 𝐴

≈
.

1 [20] Utilizando a fórmula usual para a derivada numérica de ordem 2,

𝛿2𝜙

𝛿𝑥2
=
𝜙𝑖−1 − 2𝜙𝑖 + 𝜙𝑖+1

Δ𝑥2
+O(Δ𝑥2),

discretize o problema de valor de contorno

d2𝜙
d𝑥2

= 0, 𝜙 (0) = 1, 𝜙 (1) = 2,

para 𝑥 ∈ [0, 1] com
Δ𝑥 = 1/4, 𝑥𝑖 = 𝑖Δ𝑥, 𝑖 = 0, . . . , 4.

O resultado é um sistema de 3 equações nas incógnitas 𝜙1, 𝜙2, 𝜙3 (note que 𝜙0 = 1 e 𝜙4 = 2 são conhecidos) com a forma

[𝑨][𝝓] = [𝒃].

Obtenha as matrizes [𝑨]3×3 e [𝒃]3×1.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝛿2𝜙

𝛿𝑥2
=
𝜙𝑖−1 − 2𝜙𝑖 + 𝜙𝑖+1

Δ𝑥2
= 0,

𝜙𝑖−1 − 2𝜙𝑖 + 𝜙𝑖+1 = 0;
𝜙0 − 2𝜙1 + 𝜙2 = 0;
𝜙1 − 2𝜙2 + 𝜙3 = 0;
𝜙2 − 2𝜙3 + 𝜙4 = 0.

mas 𝜙0 = 1, 𝜙4 = 2:

− 2𝜙1 + 𝜙2 = −1;
𝜙1 − 2𝜙2 + 𝜙3 = 0;
𝜙2 − 2𝜙3 = −2.

Donde 
−2 1 0
1 −2 1
0 1 −2

︸             ︷︷             ︸
[𝑨]


𝜙1
𝜙2
𝜙3

 =

−1
0

−2

︸︷︷︸
[𝒃]

Continue a solução no verso =⇒



2 [20] Um esquema regressivo (upwind) de ordem 2. Expanda em série de Taylor 𝑢 (𝑥, 𝑡) desde 𝑥𝑖 até 𝑥𝑖−1 e 𝑥𝑖−2
(igualmente espaçados), elimine 𝜕2𝑢/𝜕𝑥2 e encontre uma aproximação de diferenças finitas para 𝜕𝑢/𝜕𝑥 |𝑥𝑖 cujo erro é
O(Δ𝑥2). Nota: a expansão de série de Taylor de uma função 𝑓 (𝑥) em torno de 𝑥0 é

𝑓 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑓 (𝑛) (𝑥0)
𝑛!

(𝑥 − 𝑥0)𝑛 .

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝑢𝑖−1 = 𝑢𝑖 −
𝜕𝑢

𝜕𝑥

����
𝑖

Δ𝑥 + 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

����
𝑖

Δ𝑥2

2
+O(Δ𝑥3),

𝑢𝑖−2 = 𝑢𝑖 −
𝜕𝑢

𝜕𝑥

����
𝑖

2Δ𝑥 + 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

����
𝑖

(2Δ𝑥)2
2

+O(Δ𝑥3).

Para eliminar 𝜕2𝑢/𝜕𝑥2, multiplicamos a primeira equação acima por 4, e subtraímos:

4𝑢𝑖−1 = 4𝑢𝑖 −
𝜕𝑢

𝜕𝑥

����
𝑖

4Δ𝑥 + 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

����
𝑖

2Δ𝑥2 +O(Δ𝑥3),

𝑢𝑖−2 = 𝑢𝑖 −
𝜕𝑢

𝜕𝑥

����
𝑖

2Δ𝑥 + 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

����
𝑖

2Δ𝑥2 +O(Δ𝑥3),

4𝑢𝑖−1 − 𝑢𝑖−2 = 3𝑢𝑖 − 2
𝜕𝑢

𝜕𝑥

����
𝑖

Δ𝑥 +O(Δ𝑥3);

𝜕𝑢

𝜕𝑥

����
𝑖

=
3𝑢𝑖 − 4𝑢𝑖−1 + 𝑢𝑖−2

2Δ𝑥
+O(Δ𝑥2)

Continue a solução no verso =⇒



3 [20] Faça a análise de estabilidade para o esquema explícito que tenta resolver a equação da onda cinemática:

𝑢𝑛+1𝑖 = 𝑢𝑛𝑖 − 𝑐Δ𝑡

2Δ𝑥
(
𝑢𝑛𝑖+1 − 𝑢𝑛𝑖−1

)
.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝜖𝑛+1𝑖 = 𝜖𝑛𝑖 − Co
2
(𝜖𝑛𝑖+1 − 𝜖𝑛𝑖−1),

𝑡𝑛 = 𝑛Δ𝑡,

𝑥𝑖 = 𝑖Δ𝑥,

𝜉𝑙e𝑎 (𝑡𝑛+Δ𝑡 )ei𝑘𝑙 𝑖Δ𝑥 = 𝜉𝑙e𝑎𝑡𝑛ei𝑘𝑙 𝑖Δ𝑥 − Co
2

(
𝜉𝑙e𝑎𝑡𝑛ei𝑘𝑙 (𝑖+1)Δ𝑥 − 𝜉𝑙e𝑎𝑡𝑛ei𝑘𝑙 (𝑖−1)Δ𝑥

)
;

eliminando o fator comum 𝜉𝑙e𝑎𝑡𝑛+i𝑘𝑙 𝑖Δ𝑥 ,

e𝑎Δ𝑡 = 1 − Co
2

(
e+i𝑘𝑙Δ𝑥 − e−i𝑘𝑙Δ𝑥

)
= 1 − iCo sen𝑘𝑙Δ𝑥 .

Mas |e𝑎Δ𝑡 | > 1, ∀Co, e o esquema é incondicionalmente instável

Continue a solução no verso =⇒



4 [20] Calcule
L {cosh(𝑎𝑡)}

obrigatoriamente a partir de
L

{
e𝑎𝑡

}
=

1
𝑠 − 𝑎

.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

L {cosh(𝑎𝑡)} = L

{
e𝑎𝑡 + e−𝑎𝑡

2

}
=
1
2

[
1

𝑠 − 𝑎
+ 1
𝑠 + 𝑎

]
=
1
2
𝑠 + 𝑎 + 𝑠 − 𝑎

𝑠2 − 𝑎2

=
1
2

2𝑠
𝑠2 − 𝑎2

=
𝑠

𝑠2 − 𝑎2

Continue a solução no verso =⇒



5 [20] Sabendo que
L {𝑡𝑛} = 𝑛!

𝑠𝑛+1
,

resolva a equação diferencial
𝑦′′ + 𝑦 = 𝑡, 𝑦 (0) = 1, 𝑦′ (0) = 1.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

L {𝑦′′ + 𝑦} = L {𝑡}

𝑠2𝑦 − 𝑠𝑦 (0) − 𝑦′ (0) + 𝑦 =
1
𝑠2
,

𝑠2𝑦 − 𝑠 − 1 + 𝑦 =
1
𝑠2
,

𝑦 (𝑠2 + 1) − (𝑠 + 1) = 1
𝑠2
,

𝑦 (𝑠2 + 1) = (𝑠 + 1) + 1
𝑠2

=
𝑠3 + 𝑠2 + 1

𝑠2
,

𝑦 =
𝑠3 + 𝑠2 + 1
𝑠2 (𝑠2 + 1) ,

𝑦 =
𝐴

𝑠
+ 𝐵

𝑠2
+ 𝐶𝑠 + 𝐷

𝑠2 + 1
.

Resolvendo para as frações parciais,
𝐴 = 0, 𝐵 = 1, 𝐶 = 1, 𝐷 = 0

ou

𝑦 =
𝑠

𝑠2 + 1
+ 1
𝑠2
,

𝑦 (𝑡) = cos(𝑡) + 𝑡

Continue a solução no verso =⇒



TEA013 Matemática Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P02, 01 Nov 2024
Prof. Nelson Luís Dias

0

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCÊ DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTÃO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MÁXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENÇÃO PARA A NOTAÇÃO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO 𝑣

∼
; TENSORES DE ORDEM 2 COMO 𝐴

≈
.

1 [20] Utilizando-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz, é possível mostrar que∫ +∞

−∞

√
e−|𝑥 |

√
1 + 𝑥2

d𝑥 ≤ 𝛼,

onde 𝛼 é um número real positivo. Encontre 𝛼 . Note que

d arctg(𝑥)
d𝑥

=
1

1 + 𝑥2
.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
A desigualdade de Cauchy-Schwarz é

|⟨𝑓 , 𝑔⟩| ≤ ∥ 𝑓 ∥∥𝑔∥

Admitindo-se que 𝑓 e 𝑔 sejam reais e integráveis de −∞ a +∞, a desigualdade de Cauchy-Schwarz fica����∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥

���� ≤ √︄∫ +∞

−∞
[𝑓 (𝑥)]2 d𝑥

√︄∫ +∞

−∞
[𝑔(𝑥)]2 d𝑥 .

Agora basta escolher

𝑓 (𝑥) = 1
√
1 + 𝑥2

,

𝑔(𝑥) =
√︁
𝑒−|𝑥 | :

∫ +∞

−∞

√
e−|𝑥 |

√
1 + 𝑥2

d𝑥 ≤

√︄∫ +∞

−∞

1
1 + 𝑥2

d𝑥

√︄∫ +∞

−∞
e−|𝑥 | d𝑥

=

√︄
4
∫ +∞

0

1
1 + 𝑥2

d𝑥
∫ +∞

0
e−𝑥 d𝑥

=

√︂
4 × π

2
× 1

=
√
2π

Continue a solução no verso =⇒



2 [20] Obtenha a série de Fourier trigonométrica de 𝑓 (𝑥) = 1, −π ≤ 𝑥 ≤ +π. Justifique.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

A resposta curta é: a série de Fourier de 1 é 1! A resposta um pouco mais longa é: a série de Fourier é

𝑓 (𝑥) = 1 =
𝐴0

2
+

∞∑︁
𝑛=1

[𝐴𝑛 cos𝑛𝑥 + 𝐵𝑛 sen𝑛𝑥] .

Compare: como 1 é par e os senos são ímpares, 𝐵𝑛 = 0,∀𝑛; 𝐴0 é necessariamente igual a 2, e todos os outros 𝐴𝑛s são
nulos:

𝐴𝑛 =
1
π

∫ +π

−π
cos𝑛𝑥 d𝑥 = 0,∀𝑛 > 0.

Fim da questão

Continue a solução no verso =⇒



3 [20] Para a função 𝑓 (𝑥) = 2 − 𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 2, obtenha a série de Fourier de sua extensão ímpar em [−2, +2].

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

Seja 𝑓𝐼 (𝑥) a extensão ímpar de 𝑓 (𝑥), definida por

𝑓𝐼 (𝑥) =

𝑓 (𝑥), 0 < 𝑥 ≥ 2,
0, 𝑥 = 0,
−𝑓 (−𝑥), −2 ≤ 𝑥 < 0.

A série de Fourier de 𝑓𝐼 (𝑥) contém apenas senos:

𝑓𝐼 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛 sen
2π𝑛𝑥
𝐿

onde 𝐿 = 4, e

𝐵𝑛 =
2
𝐿

∫ 𝐿/2

−𝐿/2
𝑓𝐼 (𝑥) sen

2π𝑛𝑥
𝐿

d𝑥

=
1
2

∫ 2

−2
𝑓𝐼 (𝑥) sen

π𝑛𝑥

2
d𝑥

=

∫ 2

0
𝑓 (𝑥) sen π𝑛𝑥

2
d𝑥 .

Mas 𝑓 (𝑥) = 2 − 𝑥 , e portanto

𝐵𝑛 =

∫ 2

0
(2 − 𝑥) sen π𝑛𝑥

2
d𝑥 =

4
π𝑛

.

Portanto, a série de fourier da extensão ímpar de 𝑓 (𝑥) é

𝑓𝐼 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

4
π𝑛

sen
π𝑛𝑥

2

Continue a solução no verso =⇒



4 [20]

a) Seja

𝑓 (𝑥) =
{
1, |𝑥 | ≤ 1,
0, |𝑥 | > 1.

Calcule 𝑓 (𝑘).

b) Usando o resultado de a) e escrevendo 𝑓 (0) em função de 𝑓 (𝑘), calcule∫ ∞

0

sen(𝑘)
𝑘

d𝑘.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
O cálculo de 𝑓 (𝑘) é quase imediato:

𝑓 (𝑘) = 1
2π

∫ 1

−1
e−i𝑘𝑥 d𝑥

=
1

2πi𝑘
[
−e−i𝑘𝑥

]𝑥=+1
𝑥=−1

=
1

2πi𝑘
[
ei𝑘 − e−i𝑘

]
=

1
2πi𝑘

[2i sen(𝑘)]

=
sen(𝑘)
π𝑘

.

Prosseguindo,

𝑓 (𝑥) =
∫ ∞

−∞

sen(𝑘)
π𝑘

ei𝑘𝑥 d𝑘

𝑓 (0) =
∫ ∞

−∞

sen(𝑘)
π𝑘

d𝑘

1 =
∫ ∞

−∞

sen(𝑘)
π𝑘

d𝑘

1 = 2
∫ ∞

0

sen(𝑘)
π𝑘

d𝑘 (pois o integrando é uma função par)

π

2
=

∫ ∞

0

sen(𝑘)
𝑘

d𝑘

Continue a solução no verso =⇒



5 [20] Resolva parcialmente a equação da difusão-advecção

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ 𝑢 𝜕𝐶

𝜕𝑥
= 𝑎2

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2

sujeita apenas à condição inicial de um lançamento instantâneo de massa 𝑀 em uma seção transversal de área 𝐴:

𝐶 (𝑥, 0) = 𝑀

𝐴
𝛿 (𝑥),

onde 𝛿 (𝑥) é a distribuição Delta de Dirac:

a) [10] Calcule a transformada de Fourier da equação diferencial parcial,

𝐶 (𝑘, 𝑡) ≡ 1
2π

∫ ∞

−∞
𝐶 (𝑥, 𝑡) exp(−i𝑘𝑥) 𝑑𝑥,

e obtenha uma equação diferencial ordinária de 𝐶 em 𝑡 .

b) [10] Faça a transformada de Fourier de 𝐶 (𝑥, 0), e obtenha 𝐶 (𝑘, 0).

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
a) A transformada de Fourier da equação diferencial é

d𝐶
d𝑡

+ i𝑘𝑢𝐶 = −𝑎2𝑘2𝐶

d𝐶
d𝑡

+
(
i𝑘𝑢 + 𝑎2𝑘2

)
𝐶 = 0

Note que, de acordo com o enunciado, não era necessário fazer mais nada neste item.
b) A transformada de Fourier da condição inicial é

𝐶 (𝑘, 0) = 1
2π

∫ +∞

𝑥=−∞

𝑀

𝐴
𝛿 (𝑥)e−i𝑘𝑥 𝑑𝑥

=
𝑀

2𝐴π

Continue a solução no verso =⇒



TEA013 Matemática Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P03, 11 Dez 2024
Prof. Nelson Luís Dias

0

NOME: GABARITO Assinatura:
AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCÊ DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTÃO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MÁXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENÇÃO PARA A NOTAÇÃO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO 𝑣

∼
; TENSORES DE ORDEM 2 COMO 𝐴

≈
.

1 [20] Sabendo que

𝑓 (𝑥) = e−|𝑥 | ↔ 𝑓 (𝑘) = 1
π(1 + 𝑘2) ,

𝑔(𝑥) = e−𝑥
2 ↔ 𝑔(𝑘) = 1

2
√
π
e−

𝑘2
4 ,

são pares de transformadas de Fourier, calcule

F

{∫ +∞

𝜉=−∞
e−𝜉

2
e−|𝑥−𝜉 | d𝜉

}
.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
A expressão acima é a transformada de Fourier da convolução [𝑓 ∗ 𝑔] (𝑥); pelo Teorema da Convolução,

F {[𝑓 ∗ 𝑔] (𝑥)} = 2π𝑓 (𝑘)𝑔(𝑘)

= 2π
1

π(1 + 𝑘2)
1

2
√
π
e−

𝑘2
4 ,

=
1

√
π(1 + 𝑘2)

e−
𝑘2
4

Continue a solução no verso =⇒



2 [20] Utilizando o Teorema de Parseval,∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥 = 2π

∫ +∞

−∞
𝑓 (−𝑘)𝑔(𝑘) d𝑘,

e sabendo que ∫ ∞

0

e− 𝑘2
4

1 + 𝑘2 d𝑘 =
1
2

4√e π erfc
(
1
2

)
,

Obtenha ∫ +∞

−∞
e−|𝑥 |e−𝑥

2
d𝑥 .

Obs: para os pares de transformadas, use o enunciado da questão 1.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝑓 (𝑥) = e−|𝑥 | ↔ 𝑓 (𝑘) = 1
π(1 + 𝑘2) ,

𝑔(𝑥) = e−𝑥
2 ↔ 𝑔(𝑘) = 1

2
√
π
e−

𝑘2
4 ,

Agora, ∫ +∞

−∞
e−|𝑥 |e−𝑥

2
d𝑥 = 2π

∫ +∞

−∞

1
π(1 + 𝑘2)

1
2
√
π
e−

𝑘2
4 d𝑘

=
1
√
π

∫ +∞

−∞

e− 𝑘2
4

1 + 𝑘2 d𝑘

=
2
√
π

∫ +∞

0

e− 𝑘2
4

1 + 𝑘2 d𝑘

=
2
√
π

1
2

4√e π erfc
(
1
2

)
= 4√e

√
π erfc

(
1
2

)

Continue a solução no verso =⇒



3 [20] Obtenha a função de Green da equação diferencial

d𝑦
d𝑥

+ 𝑥𝑦 = 𝑓 (𝑥),

𝑦 (0) = 0.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

d𝑦
d𝜉

+ 𝜉𝑦 = 𝑓 (𝜉),

𝐺 (𝑥, 𝜉) d𝑦
d𝜉

+𝐺 (𝑥, 𝜉)𝜉𝑦 = 𝐺 (𝑥, 𝜉) 𝑓 (𝜉),∫ ∞

𝜉=0
𝐺 (𝑥, 𝜉) d𝑦

d𝜉
d𝜉 +

∫ ∞

𝜉=0
𝐺 (𝑥, 𝜉)𝜉𝑦 d𝜉 =

∫ ∞

𝜉=0
𝐺 (𝑥, 𝜉) 𝑓 (𝜉) d𝜉,

𝐺 (𝑥, 𝜉)𝑦 (𝜉)
����𝜉=∞
𝜉=0

−
∫ ∞

𝜉=0
𝑦
d𝐺 (𝑥, 𝜉)

d𝜉
d𝜉 +

∫ ∞

𝜉=0
𝐺 (𝑥, 𝜉)𝜉𝑦 d𝜉 =

∫ ∞

𝜉=0
𝐺 (𝑥, 𝜉) 𝑓 (𝜉) d𝜉,

𝐺 (𝑥,∞)𝑦 (∞) +
∫ ∞

𝜉=0

[
−d𝐺 (𝑥, 𝜉)

d𝜉
+ 𝜉𝐺 (𝑥, 𝜉)

]
𝑦 (𝜉) d𝜉 =

∫ ∞

𝜉=0
𝐺 (𝑥, 𝜉) 𝑓 (𝜉) d𝜉 .

Impomos

𝐺 (𝑥,∞) = 0,

−d𝐺 (𝑥, 𝜉)
d𝜉

+ 𝜉𝐺 (𝑥, 𝜉) = 𝛿 (𝜉 − 𝑥),
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e resolvemos para 𝐺 :

𝐺 (𝑥, 𝜉) = 𝑢 (𝑥, 𝜉)𝑣 (𝑥, 𝜉),

−d(𝑢𝑣)
d𝜉

+ 𝜉𝑢𝑣 = 𝛿 (𝜉 − 𝑥),

𝑢

[
−d𝑣
d𝜉

+ 𝜉𝑣

]
− 𝑣

d𝑢
d𝜉

= 𝛿 (𝜉 − 𝑥),

−d𝑣
d𝜉

= −𝜉𝑣

d𝑣
𝑣

= 𝜉d𝜉∫ 𝑣 (𝑥,𝜉 )

𝑣 (𝑥,0)

d𝑣
𝑣

=

∫ 𝜉

𝜂=0
𝜂d𝜂

ln
(
𝑣 (𝑥, 𝜉)
𝑣 (𝑥, 0)

)
=
1
2
𝜉2

𝑣 (𝑥, 𝜉) = 𝑣 (𝑥, 0) exp
(
1
2
𝜉2
)
;

−𝑣 (𝑥, 0) exp
(
1
2
𝜉2
)
d𝑢
d𝜉

= 𝛿 (𝜉 − 𝑥),

d𝑢
d𝜉

= − 1
𝑣 (𝑥, 0) exp

(
−1
2
𝜉2
)
𝛿 (𝜉 − 𝑥),

d𝑢 = − 1
𝑣 (𝑥, 0) exp

(
−1
2
𝜂2
)
𝛿 (𝜂 − 𝑥) d𝜂,

𝑢 (𝑥, 𝜉) − 𝑢 (𝑥, 0) = − 1
𝑣 (𝑥, 0)

∫ 𝜉

𝜂=0
exp

(
−1
2
𝜂2
)
𝛿 (𝜂 − 𝑥) d𝜂

= − 1
𝑣 (𝑥, 0)𝐻 (𝜉 − 𝑥) exp

(
−1
2
𝑥2
)
,

𝑢 (𝑥, 𝜉) = 𝑢 (𝑥, 0) − 1
𝑣 (𝑥, 0)𝐻 (𝜉 − 𝑥) exp

(
−1
2
𝑥2
)
,

𝐺 (𝑥, 𝜉) =
[
𝑢 (𝑥, 0) − 1

𝑣 (𝑥, 0)𝐻 (𝜉 − 𝑥) exp
(
−1
2
𝑥2
)]

𝑣 (𝑥, 0) exp
(
1
2
𝜉2
)
;

= exp
(
1
2
𝜉2
) [

𝐺 (𝑥, 0) − 𝐻 (𝜉 − 𝑥) exp
(
−1
2
𝑥2
)]

.

Para impor a condição de contorno,

𝐺 (𝑥,∞) = 0,

𝐺 (𝑥, 0) − 𝐻 (∞ − 𝑥) exp
(
−1
2
𝑥2
)
= 0,

𝐺 (𝑥, 0) − exp
(
−1
2
𝑥2
)
= 0,

𝐺 (𝑥, 0) = exp
(
−1
2
𝑥2
)
.

Portanto,

𝐺 (𝑥, 𝜉) = [1 − 𝐻 (𝜉 − 𝑥)] exp
(
1
2
(
𝜉2 − 𝑥2

) )
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4 [20] Encontre os autovalores e as autofunções do problema de Sturm-Liouville

𝑦′′ + 4𝑦′ + (4 − 9𝜆)𝑦 = 0, 𝑦 (0) = 𝑦 (1) = 0.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Se 𝜆 = 𝑘2 > 0, 𝑘 > 0,

𝑟 2 + 4𝑟 + (4 − 9𝑘2) = 0,

𝑟 =
−4 ±

√︁
16 − 4(4 − 9𝑘2)

2
,

=
−4 ±

√
36𝑘2

2
= −2 ± 3𝑘.

Neste caso a solução geral é

𝑦 (𝑥) = exp(−2𝑥) [𝐴 cosh(3𝑘𝑥) + 𝐵 senh(3𝑘𝑥)] ,
𝑦 (0) = 𝐴 = 0,
𝑦 (1) = exp(−2)𝐵 senh(3𝑘) = 0 ⇒ 𝐵 = 0.

Portanto, 𝜆 > 0 não é autovalor.
Se 𝜆 = 0,

𝑟 2 + 4𝑟 + 4 = 0,

𝑟 =
−4 ±

√
16 − 16
2

= −2.

Só há uma raiz, e a solução geral agora é

𝑦 (𝑥) = (𝐴 + 𝐵𝑥)e−2𝑥 ,
𝑦 (0) = 𝐴 = 0,
𝑦 (1) = 𝐵e−2 = 0 ⇒ 𝐵 = 0,

e novamente 𝜆 = 0 não é autovalor.
Se 𝜆 = −𝑘2 < 0, 𝑘 > 0,

𝑟 2 + 4𝑟 + (4 + 9𝑘2) = 0,

𝑟 =
−4 ±

√︁
16 − 4(4 + 9𝑘2)

2
,

=
−4 ±

√
−36𝑘2
2

,

= −2 ± 3𝑘i.

A solução geral é

𝑦 (𝑥) = e−2𝑥 [𝐴 cos(3𝑘𝑥) + 𝐵 sen(3𝑘𝑥)] ,
𝑦 (0) = 𝐴 = 0,
𝑦 (1) = e−2𝐵 sen(3𝑘𝑥) = 0;

sen(3𝑘) = 0,
3𝑘𝑛 = 𝑛π, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

𝑘𝑛 =
𝑛π

3
,

𝑦𝑛 (𝑥) = e−2𝑥 sen (𝑛π𝑥) ,

𝜆𝑛 = −𝑛
2π2

9
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5 [20] Resolva
𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼2 𝜕

2𝜙

𝜕𝑥2
; 𝜙 (0, 𝑡) = 0, 𝜙 (1, 𝑡) = 1, 𝜙 (𝑥, 0) = 0.

Sugestão: As condições de contorno em𝜙 não são homogêneas! Faça𝜙 (𝑥, 𝑡) = 𝑢 (𝑥, 𝑡)+𝑥 . Obtenha a EDP correspondente
em 𝑢 com condições de contorno homogêneas. Resolva para 𝑢 (𝑥, 𝑡) utilizando o método de separação de variáveis.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝜙 (𝑥, 𝑡) = 𝑢 (𝑥, 𝑡) + 𝑥,

𝜕𝜙

𝜕𝑡
=

𝜕𝑢

𝜕𝑡
,

𝜕𝜙

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 1,

𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
.

A equação diferencial em 𝑢 não muda:
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝛼2 𝜕

2𝑢

𝜕𝑥2
.

As condições de contorno correspondentes são

𝑢 (0, 𝑡) = 𝜙 (0, 𝑡) − 0 = 0 − 0 = 0,
𝑢 (1, 𝑡) = 𝜙 (1, 𝑡) − 1 = 1 − 1 = 0.

A condição inicial é
𝑢 (𝑥, 0) = 𝜙 (𝑥, 0) − 𝑥 = −𝑥 .

Temos portanto condições de contorno homogêneas e prosseguimos.

𝑢 (𝑥, 𝑡) = 𝑋 (𝑥)𝑇 (𝑡),

𝑋
d𝑇
d𝑡

= 𝛼2𝑇
d2𝑋
d𝑥2

,

1
𝛼2𝑇

d𝑇
d𝑡

=
1
𝑋

d2𝑋
d𝑥2

= 𝜆.

A solução em termos de autofunções e autovalores é

𝜆𝑛 = −𝑛2π2, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .
𝑋𝑛 (𝑥) = sen(𝑛π𝑥).

Procuramos portanto

𝑢 (𝑥, 0) = −𝑥,

𝑢 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛e−𝑛
2π2𝛼2𝑡 sen(𝑛π𝑥),

−𝑥 =

∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 sen(𝑛π𝑥),

−𝑥 sen(𝑚π𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 sen(𝑚π𝑥) sen(𝑛π𝑥)

−
∫ 1

0
𝑥 sen(𝑚π𝑥) d𝑥 =

∞∑︁
𝑛=1

∫ 1

0
𝐴𝑛 sen(𝑚π𝑥) sen(𝑛π𝑥) d𝑥

−
∫ 1

0
𝑥 sen(𝑚π𝑥) d𝑥 =

∫ 1

0
𝐴𝑚 sen2 (𝑚π𝑥) d𝑥 = 𝐴𝑚

1
2
,

(−1)𝑚
𝑚π

= 𝐴𝑚

1
2
,

𝐴𝑚 = 2
(−1)𝑚
𝑚π
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TEA013 Matemática Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
F, 20 Dez 2024
Prof. Nelson Luís Dias

0

NOME: GABARITO Assinatura:
AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCÊ DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTÃO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MÁXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENÇÃO PARA A NOTAÇÃO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO 𝑣

∼
; TENSORES DE ORDEM 2 COMO 𝐴

≈
.

1 [20] Sem utilizar frações parciais, encontre a transformada de Laplace inversa

L −1
{

𝑠

(𝑠 − 3) (𝑠2 + 1)

}
.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
A expressão acima é o produto de duas transformadas de Laplace conhecidas:

L
{
e3𝑡

}
=

1
𝑠 − 3

,

L {cos(𝑡)} = 𝑠

𝑠2 + 1
.

Pelo Teorema da Convolução,

L {[𝑓 ∗ 𝑔] (𝑡)} = 𝑓 (𝑠)𝑔(𝑠),

=
1

𝑠 − 3
× 𝑠

𝑠2 + 1
⇒

L −1
{

𝑠

(𝑠 − 3) (𝑠2 + 1)

}
= e3𝑡 ∗ cos(𝑡)

=

∫ 𝑡

𝜏=0
e3(𝑡−𝜏 ) cos(𝜏) d𝜏

= Re
[
e3𝑡

∫ 𝑡

𝜏=0
e−3𝜏ei𝜏 d𝜏

]
= Re

[
e3𝑡

∫ 𝑡

𝜏=0
e(i−3)𝜏 d𝜏

]
= Re

[
e3𝑡

1
i − 3

∫ 𝑡

𝜏=0
e(i−3)𝜏 d(i − 3)𝜏

]
= Re

{
e3𝑡

i − 3
e(i−3)𝜏

����𝑡
𝜏=0

}
= Re

{
e3𝑡

i − 3
[
e(i−3)𝑡 − 1

]}
= Re

{
1

i − 3
[
ei𝑡 − e3𝑡

]}
= Re

{
−i − 3
10

[
ei𝑡 − e3𝑡

]}
=

1
10

Re
{
−iei𝑡 + ie3𝑡 − 3ei𝑡 + 3e3𝑡

}
=

1
10

[
sen(𝑡) + 0 − 3 cos(𝑡) + 3e3𝑡

]
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2 [20] Obtenha ∫ 𝑥

−∞
𝐻 (𝜉 − 𝑎) cos(𝜉) d𝜉

onde 𝐻 (𝑥) é a função de Heaviside.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

∫ 𝑥

−∞
𝐻 (𝜉 − 𝑎)︸    ︷︷    ︸

𝑢

cos(𝜉) d𝜉︸     ︷︷     ︸
d𝑣

= 𝐻 (𝜉 − 𝑎) sen(𝜉)
����𝑥
−∞

−
∫ 𝑥

−∞
sen(𝜉)𝛿 (𝜉 − 𝑎) d𝜉

= 𝐻 (𝑥 − 𝑎) sen(𝑥) − 𝐻 (𝑥 − 𝑎) sen(𝑎)
= 𝐻 (𝑥 − 𝑎) [sen(𝑥) − sen(𝑎)]
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3 [20] Aplique a desigualdade de Schwarz para dois vetores 𝒖, 𝒗 do R3 tais que

𝒖 = (𝑥,𝑦, 𝑧), onde 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1,
𝒗 = (1, 2, 3),

utilizando o produto escalar padrão. Simplifique ao máximo.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

(𝒖 · 𝒗)2 ≤ (𝒖 · 𝒖) (𝒗 · 𝒗)
(𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧)2 ≤ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2) (1 + 4 + 9)
(𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧)2 ≤ 14
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4 [20] Obtenha a série de Fourier complexa de

𝑓 (𝑥) = e−𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 1.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝑓 (𝑥) =
+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑐𝑛e

2𝑛iπ𝑥
𝐿 ;

𝑐𝑛 =
1
𝐿

∫ 𝑏

𝑎

e−
2𝑛iπ𝑥
𝐿 𝑓 (𝑥) d𝑥 ;

𝑎 = 0,
𝑏 = 1,
𝐿 = 𝑏 − 𝑎 = 1;

𝑐𝑛 =

∫ 1

0
e−𝑥e−2𝑛iπ𝑥 d𝑥

= −1
e
(e − 1) (2iπ𝑛 − 1)

4π2𝑛2 + 1
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5 [20] Obtenha a função de Green da equação diferencial

d𝑦
d𝑥

− 𝑥2𝑦 = 𝑓 (𝑥), 𝑦 (0) = 1.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

d𝑦
d𝜉

− 𝜉2𝑦 = 𝑓 (𝜉),

𝐺 (𝑥, 𝜉) d𝑦
d𝜉

−𝐺 (𝑥, 𝜉)𝜉2𝑦 = 𝐺 (𝑥, 𝜉) 𝑓 (𝜉),∫ ∞

0
𝐺 (𝑥, 𝜉) d𝑦

d𝜉
d𝜉 −

∫ ∞

0
𝐺 (𝑥, 𝜉)𝜉2𝑦 d𝜉 =

∫ ∞

0
𝐺 (𝑥, 𝜉) 𝑓 (𝜉) d𝜉,

[𝐺 (𝑥, 𝜉)𝑦 (𝜉)]∞0 −
∫ ∞

0
𝑦
d𝐺 (𝑥, 𝜉)

d𝜉
−
∫ ∞

0
𝐺 (𝑥, 𝜉)𝜉2𝑦 d𝜉 =

∫ ∞

0
𝐺 (𝑥, 𝜉) 𝑓 (𝜉) d𝜉,

[𝐺 (𝑥,∞)𝑦 (∞) −𝐺 (𝑥, 0)𝑦 (0)] −
∫ ∞

0
𝑦
d𝐺 (𝑥, 𝜉)

d𝜉
−
∫ ∞

0
𝐺 (𝑥, 𝜉)𝜉2𝑦 d𝜉 =

∫ ∞

0
𝐺 (𝑥, 𝜉) 𝑓 (𝜉) d𝜉,

faça

𝐺 (𝑥,∞) = 0;⇒

−𝐺 (𝑥, 0) +
∫ ∞

𝜉=0

[
−d𝐺 (𝑥, 𝜉)

d𝜉
− 𝜉2𝐺 (𝑥, 𝜉)

]
𝑦 (𝜉) d𝜉 =

∫ ∞

0
𝐺 (𝑥, 𝜉) 𝑓 (𝜉) d𝜉 .

A equação diferencial em 𝐺 é

−d𝐺 (𝑥, 𝜉)
d𝜉

− 𝜉2𝐺 (𝑥, 𝜉)𝑦 (𝜉) = 𝛿 (𝜉 − 𝑥),

d𝐺 (𝑥, 𝜉)
d𝜉

+ 𝜉2𝐺 (𝑥, 𝜉)𝑦 (𝜉) = −𝛿 (𝜉 − 𝑥),

𝐺 (𝑥, 𝜉) = 𝑢 (𝑥, 𝜉)𝑣 (𝑥, 𝜉),

𝑢
d𝑣
d𝜉

+ 𝑣
d𝑢
d𝜉

+ 𝜉2𝑢𝑣 = −𝛿 (𝜉 − 𝑥),

𝑢

[
d𝑣
d𝜉

+ 𝜉2𝑣

]
+ 𝑣

d𝑢
d𝜉

= −𝛿 (𝜉 − 𝑥),

d𝑣
𝑣

= −𝜉2 d𝜉,∫ 𝑣 (𝑥,𝜉 )

𝑣 (𝑥,0)

d𝑣
𝑣

= −
∫ 𝜉

𝜂=0
𝜂2 d𝜂

ln
(
𝑣 (𝑥, 𝜉)
𝑣 (𝑥, 0)

)
= −𝜉

3

3

𝑣 (𝑥, 𝜉) = 𝑣 (𝑥, 0) exp
(
−𝜉

3

3

)
;

𝑣 (𝑥, 0) exp
(
−𝜉

3

3

)
d𝑢
d𝜉

= −𝛿 (𝜉 − 𝑥),

d𝑢
d𝜂

= − 1
𝑣 (𝑥, 0) exp

(
𝜂3

3

)
𝛿 (𝜂 − 𝑥),∫ 𝑢 (𝑥,𝜉 )

𝑢 (𝑥,0)
d𝑢 = −

∫ 𝜉

𝜂=0

1
𝑣 (𝑥, 0) exp

(
𝜂3

3

)
𝛿 (𝜂 − 𝑥) d𝜂,

𝑢 (𝑥, 𝜉) = 𝑢 (𝑥, 0) − 1
𝑣 (𝑥, 0)𝐻 (𝜉 − 𝑥) exp

(
𝑥3

3

)
.
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Obtemos, para 𝐺 (𝑥, 𝜉),

𝐺 (𝑥, 𝜉) = 𝑢 (𝑥, 𝜉)𝑣 (𝑥, 𝜉)

=

[
𝑢 (𝑥, 0) − 1

𝑣 (𝑥, 0)𝐻 (𝜉 − 𝑥) exp
(
𝑥3

3

)]
𝑣 (𝑥, 0) exp

(
−𝜉

3

3

)
= 𝐺 (𝑥, 0) exp

(
−𝜉

3

3

)
− 𝐻 (𝜉 − 𝑥) exp

(
𝑥3

3

)
exp

(
−𝜉

3

3

)
= exp

(
−𝜉

3

3

) [
𝐺 (𝑥, 0) − 𝐻 (𝜉 − 𝑥) exp

(
𝑥3

3

)]
.

Mas

𝐺 (𝑥,∞) = 0,

𝐺 (𝑥, 0) − exp
(
𝑥3

3

)
= 0,

𝐺 (𝑥, 0) = exp
(
𝑥3

3

)
;

finalmente,

𝐺 (𝑥, 𝜉) = [1 − 𝐻 (𝜉 − 𝑥)] exp
(
𝑥3

3

)
exp

(
−𝜉

3

3

)
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0

NOME: GABARITO Assinatura:
AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCÊ DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTÃO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MÁXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENÇÃO PARA A NOTAÇÃO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO 𝑣

∼
; TENSORES DE ORDEM 2 COMO 𝐴

≈
.

1 [20] Considere a equação diferencial
𝜕𝜙

𝜕𝜏
=
1
2
𝜕2𝜙

𝜕𝜁 2
− i(𝜙 − 1),

com i =
√
−1, onde 𝜏 e 𝜁 são quantidades adimensionais reais e 𝜙 é complexo. Discretize a equação utilizando um esquema

totalmente implícito para 𝜕2𝜙
𝜕𝜁 2 e 𝜙 , e obtenha uma equação na forma

𝐴𝜙𝑛+1
𝑖+1 + 𝐵𝜙𝑛+1

𝑖 +𝐶𝜙𝑛+1
𝑖−1 = 𝜙𝑛

𝑖 + 𝐷.

Obtenha cada um dos 𝐴, 𝐵, 𝐶 e 𝐷 em função de Fo = Δ𝜏/Δ𝜁 2 e/ou Cr = Δ𝜏 .

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Discretiza-se em 𝜁 : 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑀 .

𝜙𝑛+1
𝑖 − 𝜙𝑛

𝑖

Δ𝜏
=
1
2
𝜙𝑛+1
𝑖+1 − 2𝜙𝑛+1

𝑖 + 𝜙𝑛+1
𝑖−1

Δ𝜁 2
− i(𝜙𝑛+1

𝑖 − 1)

𝜙𝑛+1
𝑖 − 𝜙𝑛

𝑖 =
Fo
2

[
𝜙𝑛+1
𝑖+1 − 2𝜙𝑛+1

𝑖 + 𝜙𝑛+1
𝑖−1

]
− iCr(𝜙𝑛+1

𝑖 − 1).

Passando todos os termos em (𝑛 + 1) para o lado esquerdo, e todos os termos em 𝑛 para o lado direito, tem-se

−Fo
2︸︷︷︸
𝐴

𝜙𝑛+1
𝑖+1 + (1 + iCr + Fo)︸           ︷︷           ︸

𝐵

𝜙𝑛+1
𝑖 −Fo

2︸︷︷︸
𝐶

𝜙𝑛+1
𝑖−1 = 𝜙𝑛

𝑖 + iCr︸︷︷︸
𝐷
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2 [20] Utilizando obrigatoriamente transformada de Laplace, resolva o problema de valor inicial

3
d𝑥
d𝑡

+ 𝑥 = 6e2𝑡 , 𝑥 (0) = 0.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
A transformada de Laplace da equação diferencial é

3𝑠𝑥 + 𝑥 =
6

𝑠 − 2
,

𝑥 (3𝑠 + 1) = 6
𝑠 − 2

,

𝑥 =
6

3(𝑠 − 2) (𝑠 + 1/3) =
2

(𝑠 − 2) (𝑠 + 1/3) .

Separando em frações parciais,

2
(𝑠 − 2) (𝑠 + 1/3) =

𝐴

𝑠 − 2
+ 𝐵

𝑠 + 1/3 ,

𝐴 = 6/7,
𝐵 = −6/7.

Invertendo,

𝑥 (𝑠) = 6/7
𝑠 − 2

− 6/7
𝑠 + 1/3 ,

𝑥 (𝑡) = 6
7
e2𝑡 − 6

7
e−𝑡/3 .
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3 [20] Se V = C3 (ou seja: se V é o conjunto das triplas de números complexos (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)), defina

𝒙 =
1
3
(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3).

Sejam agora 𝒙, 𝒚 ∈ V e defina

[𝒙,𝒚] ≡
3∑︁

𝑖=1
(𝑥𝑖 − 𝑥)∗ (𝑦𝑖 − 𝑦).

Verifique se [𝒙,𝒚] é um produto interno legítimo

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
(i)

[𝒙,𝒚] =
3∑︁

𝑖=1
(𝑥𝑖 − 𝑥)∗ (𝑦𝑖 − 𝑦) =

[
3∑︁

𝑖=1
(𝑦𝑖 − 𝑦)∗ (𝑥𝑖 − 𝑥)

]∗
= [𝒚, 𝒙]∗ . ✓

(ii)

[𝒙,𝒚 + 𝒛] =
3∑︁

𝑖=1
(𝑥𝑖 − 𝑥)∗ ((𝑦𝑖 + 𝑧𝑖 ) − (𝑦 + 𝑧))

=

3∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥)∗ (𝑦𝑖 − 𝑦) +
3∑︁

𝑖=1
(𝑥𝑖 − 𝑥)∗ (𝑧𝑖 − 𝑧)

= [𝒙,𝒚] + [𝒙, 𝒛] . ✓

(iii)

[𝒙, 𝛼𝒚] =
3∑︁

𝑖=1
(𝑥𝑖 − 𝑥)∗ (𝛼𝑦𝑖 − 𝛼𝑦)

= 𝛼

3∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥)∗ (𝑦𝑖 − 𝑦) = 𝛼 [𝒙,𝒚] . ✓.

Considere entretanto 𝒙 = (1, 1, 1) ≠ 0; então 𝑥 = 1 e

[𝒙, 𝒙] =
3∑︁

𝑖=1
(𝑥𝑖 − 𝑥)∗ (𝑥𝑖 − 𝑥) =

3∑︁
𝑖=1

(1 − 1)∗ (1 − 1) = 0;

existe portanto um vetor 𝒙 ≠ 0 tal que [𝒙, 𝒙] = 0 e, portanto, [𝒙,𝒚] não é um produto interno legítimo
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4 [20] Obtenha a série de Fourier complexa de

𝑓 (𝑥) = 𝑥 + i, −π ≤ 𝑥 ≤ π, i =
√
−1.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝑓 (𝑥) =
+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑐𝑛e

2𝑛iπ𝑥
𝐿 ;

𝑐𝑛 =
1
𝐿

∫ 𝑏

𝑎

e−
2𝑛iπ𝑥
𝐿 𝑓 (𝑥) d𝑥 ;

𝑎 = −π,
𝑏 = +π,
𝐿 = 𝑏 − 𝑎 = 2π;

𝑐𝑛 =
1
2π

∫ +π

−π
e−

2𝑛iπ𝑥
2π [𝑥 + i] d𝑥

=
1
2π

∫ +π

−π
e−i𝑛𝑥 [𝑥 + i] d𝑥 ;

=
1
2π

∫ +π

−π
[cos(𝑛𝑥) − i sen(𝑛𝑥)] [𝑥 + i] d𝑥

=
1
2π

{
i
∫ +π

−π
cos(𝑛𝑥) d𝑥 − i

∫ +π

−π
𝑥 sen(𝑛𝑥) d𝑥

}
;∫ +π

−π
cos(𝑛𝑥) d𝑥 = 0,∫ +π

−π
𝑥 sen(𝑛𝑥) d𝑥 = −2π(−1)𝑛

𝑛
,

𝑐𝑛 =
−i
2π

× −2π(−1)𝑛
𝑛

= i
(−1)𝑛
𝑛

, 𝑛 ≠ 0.

O cálculo de 𝑐0 precisa ser feito separadamente:

𝑐0 =
1
2π

∫ +π

−π
[𝑥 + i] d𝑥 = i.

Portanto,

(𝑥 + i) = i
1 +

+∞∑︁
𝑛=−∞
𝑛≠0

(−1)𝑛
𝑛

ei𝑛𝑥

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5 [20] Utilizando obrigatoriamente o método de separação de variáveis, 𝜙 (𝑥, 𝑡) = 𝑋 (𝑥)𝑇 (𝑡), resolva

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝛼2 𝜕

2𝜙

𝜕𝑥2
; 𝜙 (0, 𝑡) = 0, 𝜙 (1, 𝑡) = 0, 𝜙 (𝑥, 0) = 1.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝜙 (𝑥, 𝑡) = 𝑋 (𝑥)𝑇 (𝑡),

𝑋
d𝑇
d𝑡

= 𝛼2𝑇
d2𝑋
d𝑥2

,

1
𝛼2𝑇

d𝑇
d𝑡

=
1
𝑋

d2𝑋
d𝑥2

= 𝜆.

A solução em termos de autofunções e autovalores é

𝜆𝑛 = −𝑛2π2, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .
𝑋𝑛 (𝑥) = sen(𝑛π𝑥).

Procuramos portanto

𝜙 (𝑥, 0) = 1,

𝜙 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛e−𝑛
2π2𝛼2𝑡 sen(𝑛π𝑥),

1 =
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 sen(𝑛π𝑥),

1 sen(𝑚π𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛 sen(𝑚π𝑥) sen(𝑛π𝑥)∫ 1

0
sen(𝑚π𝑥) d𝑥 =

∞∑︁
𝑛=1

∫ 1

0
𝐴𝑛 sen(𝑚π𝑥) sen(𝑛π𝑥) d𝑥∫ 1

0
sen(𝑚π𝑥) d𝑥 =

∫ 1

0
𝐴𝑚 sen2 (𝑚π𝑥) d𝑥 = 𝐴𝑚

1
2
,

1 − (−1)𝑚
𝑚π

= 𝐴𝑚

1
2
,

𝐴𝑚 =
2(1 − (−1)𝑚)

𝑚π
.

Note que 𝐴𝑚 = 0 se𝑚 é par. Apenas os valores ímpares sobrevivem. Redefina portanto

𝐵𝑛 =
2

(2𝑛 − 1)π , 𝑛 = 1, 2, 3, . . . ,

𝜙 (𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝐵𝑛e−(2𝑛−1)2π2𝛼2𝑡 sen((2𝑛 − 1)π𝑥)
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