TEAO13 Matematica Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P01, 27 set 2024
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Utilizando a férmula usual para a derivada numérica de ordem 2,

8¢ dii1— 2¢i + Pina 9
@ = —sz + @(AX ),

discretize o problema de valor de contorno

2
&9 =0, $(0) =1, $(1) =2,

dx?

para x € [0,1] com
Ax = 1/4, x;=iAx, i=0,...,4.

O resultado € um sistema de 3 equacdes nas incognitas ¢q, @2, @3 (note que ¢ = 1 e ¢4 = 2 sdo conhecidos) com a forma

[All¢] = [b].

Obtenha as matrizes [A]sy3 € [blsy;-

SOLUCAO DA QUESTAO:

8¢ _ b= 2it i _
Sx? Ax? ’

Gi-1 = 2¢; + Piy1 = 0;
Po — 2¢1 + 2 = 0;
P1 = 2¢s + 3 = 0;
P2 —2¢3 + ¢y = 0.

mas ¢y =1, ¢pg = 2:
=201+ P2 =15

h1— 20, +¢3=0;
P2 — 203 =-2.

Donde
1

-2 1 0] [¢s -
1 -2 1||¢|=]| 0| =
0 1 =2f|ss]| |-2
N
[4]

[5]

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Um esquema regressivo (upwind) de ordem 2. Expanda em série de Taylor u(x, t) desde x; até x;_; e x;_»
(igualmente espagados), elimine ¢*u/dx* e encontre uma aproximagdo de diferengas finitas para du/dx|y, cujo erro é
O(Ax?). Nota: a expansdo de série de Taylor de uma fungdo f(x) em torno de xo é

® £(n)
flx) = Z fn—fXO)(x - xo)".
n=0 :

SOLUCAO DA QUESTAO:

ou o*ul| Ax?
Ui = Uj — — — | = +06(Ax>),
i—-1 i I axz . 2 ( )
d du| (2Ax)?
Ui_g = U; — des 2Ax + 7u (2Ax) +O0(Ax®).
ox|; ox%|, 2

Para eliminar 9?u/dx?, multiplicamos a primeira equagfio acima por 4, e subtraimos:

2
2Ax% + O(Ax®),

1

ou ou
duj_1 =4u; — —| 4Ax + Pl
9x |; ox

2

du ‘u
Ui_y = Uj — —' 2Ax + — | 2Ax% + O(Ax®),
) 2
X |; 0x* |

du
4u; 1 —uj—2 =3u; —2—| Ax + @(AXB);
ox |
du 3u; —4u;—1 +u;—
— =221 0(Ax) .
ox|; 2Ax

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Faca a anélise de estabilidade para o esquema explicito que tenta resolver a equacdo da onda cinemdtica:

n n CAt n n
U; = up — Ax (”i+1 - ui—l) :
SOLUCAO DA QUESTAO:
n n CO n n
€i = € - 7(6141 —€1),
t, = nAt,
x; = iAx,

. - Co s e
§lea(t,1+At) elklle — §leat"elklle _ 7 (gleatnelkl(Hl)Ax _ é_/leat,,elkl(l l)Ax) .

eliminando o fator comum §1e‘”ﬂ+lkl thx

Q@M g Co (e+ik1Ax _ e—ik,Ax)
2
=1-iCosenk;Ax.

Mas [e??| > 1, VCo, e 0 esquema & incondicionalmente instavel m

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Calcule

% {cosh(at)}
obrigatoriamente a partir de
1
Z e} = .
==
SOLUCAO DA QUESTAO:
at + —at
% {cosh(at)} = & {%}
1 1 1
= — + —
2 [s —a s+a
_ls+a+s—a
2 s2-g?
1 2
S 2s2—g?
_ S
T2 _zZ"

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Sabendo que

n!
LA{t"} = ey
resolva a equagao diferencial
y'+y=t  y(0)=1

y'(0) = 1.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Ly +yt =2 {1}

_ L1
s’y —sy(0) -y 0+y= 3

sy—s—1+y=512,
y(sz+1)—(s+1)=slz,
y(sz+1)=(s+1)+12= -
s s
__s3+s2+1
y_sz(sz+l)’
__A B Cs+D
vt er

Resolvendo para as fragdes parciais,

A=0,B=1,C=1,D=0

ou

s +1
s2+1 2
y(t) =cos(t) +tm

y:

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P02, 01 Nov 2024
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Utilizando-se a desigualdade de Cauchy-Schwarz, € possivel mostrar que

+0o \/m
\/1+x2

onde a € um nimero real positivo. Encontre . Note que

darctg(x) 1
dx T

SOLUCAO DA QUESTAO:
A desigualdade de Cauchy-Schwarz é

IFpl < 1IfIllgll

Admitindo-se que f e g sejam reais e integraveis de —oco a +o0, a desigualdade de Cauchy-Schwarz fica

< \/ / :o[f(x)]de\/ / :o[g(x)]de‘

’ / F(x)g(x) dx

Agora basta escolher

===
g(x) = Vel

+00 e|x
|x]
[oYE \// szdx\// et de
\// 1+x2 ,/0 e dx
4><—><1
V 2

=V2nm

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Obtenha a série de Fourier trigonométrica de f(x) = 1, —n < x < +n. Justifique.

SOLUCAO DA QUESTAO:

A resposta curta é: a série de Fourier de 1 € 1! A resposta um pouco mais longa é: a série de Fourier é

A (o)
f(x)=1=?0+ [A, cosnx + B, sennx] .

n=1

Compare: como 1 € par e os senos s@o impares, B, = 0,Vn; Ay € necessariamente igual a 2, e todos os outros A,s sao
nulos:

+7T
A, = / cosnxdx =0,Vn > 0.

Fim da questdo m

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Para a fungdo f(x) =2 —x, 0 < x < 2, obtenha a série de Fourier de sua extensio impar em [-2, +2].

SOLUCAO DA QUESTAO:

Seja f(x) a extensdo impar de f(x), definida por

f(x), 0<x2>2
fi(x) =40, x =0,
—f(—x), -2<x<0.

A série de Fourier de fi(x) contém apenas senos:

= 2nnx
fi(x) = Z B, sen I
n=1

onde L =4, ¢

2 L2 2
B, =— fi(x) sen X
LJ 1y

1 [
E/_Zﬁ(x)sen%dx

2
/ f(x) sen X .
0 2

dx

Mas f(x) = 2 — x, e portanto
2
X 4
B, =/ (2-x)sen — dx = —.
0 2 mn
Portanto, a série de fourier da extensdo fmpar de f(x) é

nx

filx) = Z ﬁ sen

Continue a solug¢do no verso =



4 20]

a) Seja
) = {1, x| <1,

0, |x|>1.

Calcule f (k).

b) Usando o resultado de a) e escrevendo f(0) em fungdo de f(k), calcule

* sen(k)
‘/o p dk.

SOLUCAO DA QUESTAO:
O cilculo de f(k) é quase imediato:

—~ 1 o
Fo =gz [ et
21 J_

1

_ _ —ikx x=+1

T 2mik [ ¢ ]X=‘1

R S O

T 2mik [e € ]

= m[m sen(k)]
sen(k)

ok

Prosseguindo,

Flx) = ‘[‘” sen(k) ok g

o Tk
* sen(k)
0) = ——dk
ro- [ =
= / sen(k) dk
e Tk
* sen(k) . . =
1=2 p dk (pois o integrando € uma funcao par)
0 T
T _ /°° sen(k) dkm

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Resolva parcialmente a equagdo da difusdo-adveccao

aC  aC 2*C

—tu— =d*—
ot ox ox?

sujeita apenas a condi¢do inicial de um lancamento instantdneo de massa M em uma secdo transversal de drea A:

C(x,0) = %5(30,

onde &(x) € a distribuicdo Delta de Dirac:

a) [10] Calcule a transformada de Fourier da equacdo diferencial parcial,
~ 1 o0 )
C(k,t) = 2—/ C(x, t) exp(—ikx) dx,
T J-c0

e obtenha uma equag@o diferencial ordindria de Cemt.

b) [10] Faca a transformada de Fourier de C(x, 0), e obtenha C (k,0).

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) A transformada de Fourier da equacdo diferencial é

dC ~ ~
— +ikuC = -d*k*C
dt

dC ~

E'l- (iku+a2k2)C=0l

Note que, de acordo com o enunciado, ndo era necessdrio fazer mais nada neste item.
b) A transformada de Fourier da condicao inicial é

~ 1 M —ikx
C(k,0) = g/x‘ K(S(x)e dx

=—00

M
=—an
2Am

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P03, 11 Dez 2024
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO o; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Sabendo que

— oIl o k) = ——
o= = ——

(1+k%)°
-x? > al = L 772
g(x) =e g9(k) = WA

sao pares de transformadas de Fourier, calcule

SOLUCAO DA QUESTAO:
A expressdo acima € a transformada de Fourier da convolucéo [f * g](x); pelo Teorema da Convolugéo,

FALf * g](x)} = 2nf (k)g(k)

) 1 1 &
=44 ——— —¢€ 4,
n(1+k?) 241

1 <

VRa+k)

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Utilizando o Teorema de Parseval,

/_ F(x)g(x) dx = 2 / F-b)gik) dk,

e sabendo que

© e~ 1, 1
L dk == fe | =
£ T dk zx/Enerc(z),

+00 5
/ e 1¥le™" dx.
— 00

Obs: para os pares de transformadas, use o enunciado da questao 1.

Obtenha

SOLUCAO DA QUESTAO:
— Il k) =
flx)=e A f(k) T+
2 —~ 1 _&
= k = — 4 N
g(x) =e o g(k) . \/Ee
Agora,

/+00 *‘X| *xzdx_z /+°0 1 1 7%(1](
L T ) m(1+ k) 2y
+00 —ﬁ
_L/ £ * dk
Ve 14K
+00 —ﬁ
_i/ £ Gk
Ve Jo  14k?
2 1, e
= ——vemerfc| -
NCE 2
1
=&‘/€ﬁerfc(§)-

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Obtenha a fungdo de Green da equagao diferencial

d
o +xy = f(x)
X

y(0) = 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

dy
d_§+§y

d
G(x, 5)—y +G(x,HEy = G(x, &) f (D),

¢

/5_ G(x, f)—é, dE+ / Glx, &)y dé = / Glx O (8) dé

G(x, O)y(é)

£=0

a [ dG(x 9)

G(x, 00)y(o0) +/ iz

£=0
Impomos

G(x,00) =0,

- 6 = 06— )

o e dG(x £)
- dé + G d G d
. / y £+ / (x, Oy dE = / (. O (D) dé,

+EG(x 5)}y(§)d§ / G(x, ) f (&) dE.

Continue a solu¢do no verso =



e resolvemos para G:

G(x,§) = u(x, §o(x, §),
d(uv)

- iz + &uv = 6(¢ —x),
do du
u[—d—§+§v —vd—S( =6(&—x),
do
_d_§ =&
@
v
o(x$) ¢ ¢
/ == ndn
0(x,0) o n=0
() 1
(v(x,O)) B 5,;:2

o(x,8) = 0(x,0) exp (252);
—ov(x,0) exp (%fz) (cil_l; =0(&—x),
du 1 1

1 1,
== —— -x)d
du 2(x.0) exp ( 217 ) é(n —x) dn,

3
u(x, &) —u(x,0) =—ﬁ/oe><p (—%nz)é(ﬂ—x)dn
,0) Jy=

1

= "o 0) H(& - x)exp (—%xz) ,

1
0(x,0)

G(x, &) = [u(x, 0) — v(xl ) H(& - x)exp (—%xz)] v(x,0) exp (%52) ;

u(x, &) = u(x,0) —

i =) exp (-3)

1 1
= exp (Efz) [G(x, 0) — H(¢ —x) exp (—Exz)] .
Para impor a condicdo de contorno,
G(x,00) =0,

G(x,0) — H(co — x) exp (—%xz) =0,
G(x,0) — exp (—%xz) =0,

G(x,0) = exp (—%xz) .

Portanto,

G(x,) = [1 - H(E - )] exp (% % —xz)) .

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Encontre os autovalores e as autofunc¢des do problema de Sturm-Liouville

Y’ +4y + (4 -9y =0, y(0) = y(1) = 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Sel=k%>0, k>0,

rP+4r+(4-9k%) =0,

_ —4x416-4(4 - 9k?)
"= 2
4+ V36k?

2
= -2+ 3k.

El

Neste caso a solucdo geral é

y(x) = exp(—2x) [A cosh(3kx) + Bsenh(3kx)],
y(0) =A=0,
y(1) = exp(—2)Bsenh(3k) =0 = B=0.

Portanto, A > 0 ndo € autovalor.
SeA=0,

rP+4r+4=0,

-4+ V16 — 16
yr ="

2

S6 ha uma raiz, e a solugdo geral agora é

y(x) = (A +Bx)e ™,
y(0) =A=0,
y(1)=Be =0 = B=0,

e novamente A = 0 ndo é autovalor.
Sel=-k*<0, k>o,

rP+4r+ (449K =0,

—4 +4/16 — 4(4 + 9k?)
2
—4 + V-36k?
2
= —2 + 3ki.

5

5

A solucgdo geral é

y(x) = e ¥ [Acos(3kx) + Bsen(3kx)],

y(0) =A=0,
y(1) = e 2Bsen(3kx) = 0;
sen(3k) =0,
3k, = nm, n=123,...
kn = E>
3
Yn(x) = e"* sen (nmx),
Anz—”%ﬁ.
9

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Resolva

ot

pwcE $(0,t) =0, #(1,t) =1, $(x,0) = 0.

Sugestao: As condi¢des de contorno em ¢ nio sdo homogéneas! Faca ¢(x, t) = u(x, t)+x. Obtenha a EDP correspondente
em u com condigdes de contorno homogéneas. Resolva para u(x, t) utilizando o método de separacdo de varidveis.

SOLUCAO DA QUESTAO:

d(x,t) =u(xt)+x,

A equacio diferencial em u ndo muda:

¢ ou

ot ot

17 d

% o,
Jx  oJx
¢ Fu
ax?  ox?
u  ,du
— = —.
ot ox2

As condigdes de contorno correspondentes sdo

A condicdo inicial é

u(0,8) = $(0,£) —0=0-0=0,
u(Lt) =¢(Lt)—1=1-1=0.

u(x,0) = #(x,0) —x = —x.

Temos portanto condi¢des de contorno homogéneas e prosseguimos.

u(x,t) = X(x)T(t),

Xd_TzaZsz_X

dt dx?’
1 dr_idx
a?T dt X dx? '

A solucdo em termos de autofuncdes e autovalores é

Procuramos portanto

Ay = —n?n?, n=123,...

Xn(x) = sen(nnx).

u(x,0) = —x,

[oe]
u(x,t) = ZAne_”Z“Z“Zt sen(nmx),

n=1

o0
—x = ZA" sen(nmx),
n=1

—x sen(mmnx) = Z A, sen(mmnx) sen(nmx)

n=1

1 © a1
—/ x sen(mmnx) dx = Z / A, sen(mmnx) sen(nmnx) dx
0 = Jo

1 1
1
—/ x sen(mmx) dx = / Ap, sen®(mmnx) dx = Amg,
0 0

-1Hm 1
(-1) _a L
mm 2
—1)™
Am=2( ) =
mm

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

F, 20 Dez 2024

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:
AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO o; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Sem utilizar fracdes parciais, encontre a transformada de Laplace inversa

. s
<z {(s—3)(sz+1)}'

SOLUCAO DA QUESTAO:
A expressao acima € o produto de duas transformadas de Laplace conhecidas:
2y =
s—3
s
Z B} = .
{eos()} = 5

Pelo Teorema da Convolugdo,

ZAIf *gl()} = F(9)5(s),
1 y s
s—3 s2+1

= /t =7 cos(7) dr

t t
=Re [e”/ e 37el? dr] =Re [e“/ eli=3)7 dr]
=0 =0

1 I
=Re [e“,— / 374 - 3)‘[’]
1i—-3 =0

=Re{,e3t e(i_3)rt }:Re{.ei [e(i_S)t—l]}
=0 i—3

_ 1 it 3t — -i-3 it _ 3t

=Re{ - 3[e e ]}—Re{ 0 [e e ]}

Re {—ie” +ie* — 3¢ + 3e3t}

[sen(t) +0—3cos(t) + 363t] n

Sl=3l~

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Obtenha .
/_ H(E — a) cos(&) dé

onde H(x) é a fungdo de Heaviside.

SOLUCAO DA QUESTAO:

H(§ - a) cos(§) df = H(§ — a) sen(¢)
— 00 N N——_——
u do

X

- / sen()S(¢ - a) A

oo —

= H(x — a) sen(x) — H(x — a) sen(a)
= H(x —a)[sen(x) —sen(a)] m

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Aplique a desigualdade de Schwarz para dois vetores u, v do R tais que
pliq g p q

u=(x1,2), onde x*+ y2 +z22=1,
v=(1,23),

utilizando o produto escalar padrdo. Simplifique ao maximo.

SOLUCAO DA QUESTAO:

(u-v)? < (u-u)(v-v)

(x+2y+32)° < 14m

(x+2y+32)2 < (X*+ " +25)(1+4+9)

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Obtenha a série de Fourier complexa de

f(x)=e™%, 0<x<1.

SOLUCAO DA QUESTAO:
+00 oni
)= ) e
1 b 2ninx
cp = —/ e L f(x)dx;
LJa
a=0,
b=1,
L=b-a=1;
1
cp = e—xe—2ninx dx

1(e—-1)(2itn—1)
S S S A
e 472n? + 1

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Obtenha a fungdo de Green da equagao diferencial

R (O

SOLUCAO DA QUESTAO:
d—g—gﬂy £@,
G(x, §>d—§ G(x, Oy = Gx. O (E),
ay 2
/0 Gx 0 Yag- / Glx, )Py dE = / G O (5) dé,

© dG(x 9)

@l - [ v - [Temagya= [ owar@a

(GG () - G 0w - [y - [T emagae= [ owor@e
faca
G(x,0) =0;=>
o [LAOED g, .
6o+ [ |-E et n| v se= [Tomare i
A equacdo diferencial em G €
- - g6t ye = 5 -,
T+ £60x Hy(©) = -0(¢ )
G(x,2) = u(x, Ho(x,),
do

u— +v— + Euv = —5(¢ — x),

dg " dE

u j—z+§zv +vj—lg =-0(&-x)
Lo g
o(x8) gy £
—=- d
./u(xo) (4 ‘/n:o’7 1
o(x b)) &
v(x,0) 3
§3
v(x, &) = 0(x,0) exp (-;);
v(x,0) exp (_5_) j—lg =-0(&-x),
du 1 n?
T eXp(§)5(n—X),

/u<x,§> £ 7
du:—/ ex (—)5( —x)dn,
u(x,0) n=0 U(x’ O) P 3 1 1

3
u(x, &) =u(x,0) — H(& - x)exp (?) .

1
u(x,0)

Continue a solug¢do no verso =



Obtemos, para G(x, &),
G(x, &) = u(x, §o(x, &)
1
= [u(x, 0) —

v(x,0)
3

x3 3
e ) e 5

x3 §3
-0 aen )

3 3

= exp (—%) [G(x, 0) —H(¢ —x)exp (%)] .

Mas
G(x,00) =0,
3
G(x,0) — exp (%) =0,
3
G(x,0) = exp (%) ;
finalmente,

3 3
G(xs g) = [1 - H(f— X)] exp (%) exp (_%) ™

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
S, 13 Dez 2024

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:
AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO o; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Considere a equacdo diferencial
ap 1%
== 2l i,
or  29¢
comi= V-1, onde r e { sdo quantidades adimensionais reais e ¢ € complexo. Discretize a equacdo utilizando um esquema
2
totalmente implicito para 3—;25 e ¢, e obtenha uma equag@o na forma
AP+ BE + ity = ¢ + D.

1

Obtenha cada um dos A, B, C e D em fung¢ao de Fo = AT/A{2 e/ou Cr = Ar.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Discretiza-seem {: i =0,1,..., M.

n+l n n+l n+l n+l
P; ¢F 1PN — 207 + =1 _jgm g

At 2 NG (g; )

F
B = gr = = (91— 29 + 1] —iCr(gp - ).

Passando todos os termos em (n + 1) para o lado esquerdo, e todos os termos em n para o lado direito, tem-se

Fo Fo
- ¢! + (1 +iCr + Fo) ¢! - m - ¢?+£L -
|
—— 5 ~—— D
A c

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Utilizando obrigatoriamente transformada de Laplace, resolva o problema de valor inicial

d
3d—’; +x = 6e%, x(0) = 0.
SOLUCAO DA QUESTAO:
A transformada de Laplace da equacdo diferencial €
_ 6
3sx+x = ,
s—2
3s41) = —,
%(3s+1) = —
_ 6 2
X =

Separando em fragdes parciais,

3(s—2)(s+1/3) (s—2)(s+1/3)

2 ~ LB
(s—2)(s+1/3) s—-2 s+1/3
A=6/7,
B=-6/7.
Invertendo,
_ 6/7 6/7
x(s) = — - ——,
s—2 s+1/3
x(t) — gezt _2 —t/3.

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Se V = C3 (ou seja: se V € o conjunto das triplas de niimeros complexos (x1, x, x3)), defina

_ 1
X = §(x1 +x3 + X3).

Sejam agora x, y € V e defina

3
[xyl = D (-0 (1 - 7).

i=1

Verifique se [x,y] é um produto interno legitimo

SOLUCAO DA QUESTAO:
()

3 3 *
[x,y1=Z<xi—f>*<yi—y)=[Z(yi—@*m—f)] =[yx". v
i=1 i=1

(ii)
3
[x.y+z] = Z(xi ~X) (i +2) - (T+2))
1;1 ,
=D E =D G-+ ) (ki —®) (2 - 2)
i=1 i=1
=[x, y] + [x, z]. v
(iii)

3
[x.ayl = )" (xi = %) (ay; - ay)
i=1

3
=a ) (x-% (yi -7 =alxyl. V.

i=1

Considere entretanto x = (1,1,1) # 0;entiox =1 e

3 3
[rx]l = ) (% =0 (=% =) (1-1)"(1-1)=0;
i=1 i=1

existe portanto um vetor x # 0 tal que [x, x] = 0 e, portanto, [x, y] ndo é um produto interno legitimo m

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Obtenha a série de Fourier complexa de

flx) =x+1 -t <x <, i=vV-1.

SOLUCAO DA QUESTAO:
+00 o
GER I
1_ b )
_ 2ninx
C":Z/ e L f(x)dx;
a
a=-m,
b=+m,
L=b-a=2m
1 T ninx
cn=2— e 2 [x+i]dx
Y =7
1 o
= o e " [x +1] dx;
nJ_
n
=0 [cos(nx) —isen(nx)] [x +i] dx
TJ-n

1 +7 +7
— {1/ cos(nx) dx —i/
27[ =7 =7

+7
/ cos(nx) dx = 0,

T

+1 _1\n
/ x sen(nx) dx = —M,

- n
-i 2n(-1)" (-1
Ch=— X~ =i ,
21 n n
O cilculo de ¢, precisa ser feito separadamente:
1 +7
cp=— [x+i]dx =1
2 J_,
Portanto,
+00 _1\n
(x+1) =11+ Z (D7 ginx ]
n=—oo n
n#0

x sen(nx) dx} ;

n#0.

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Utilizando obrigatoriamente o método de separagao de varidveis, @(x, t) = X (x)T(t), resolva

% _a2a2¢. $(0,1) =0, $(1,t) =0, $(x,0) = 1.

ot ox2’

SOLUCAO DA QUESTAO:

$(x. 1) = X(x0)T(2),

ar  , d’°X
— =aT—,
dt dx?
1.dT  1d2°X ;
T dt X dx?
A solucdo em termos de autofungdes e autovalores é
A, = —n’n?, n=123,...

Xy (x) = sen(nnx).

Procuramos portanto

$(x,0) =1,
d(x,t) = ZA,,e_”Z“Z“Zt sen(nmx),
n=1

1= ZA" sen(nmx),
n=1

1sen(mmx) = Z A, sen(mmx) sen(nmx)

n=1
1 0 1
/ sen(mnx) dx = Z/ A, sen(mmnx) sen(nnx) dx
0 = Jo
1 1 1
/ sen(mmnx) dx = / Ap, sen” (mnx) dx = Amé,
0 0
1- ()™ _ al
m 2
_20-(=Dm

Am
mi

Note que A,,, = 0 se m € par. Apenas os valores impares sobrevivem. Redefina portanto

B = 2
" @2n-1rn

o(x,t) = ZBne_<zn_l)2”2a2t sen((2n — 1)7tx) m
n=1

n=123,...,

Continue a solug¢do no verso =



