TEAO10 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P01, 27 mar 2024

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.

SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS

COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] A figura ao lado mostra um viscosimetro de cone. O cone invertido
gira com velocidade angular Q, for¢ado por um torque M (lembre-se de
que torque € momento de for¢a) no eixo. O adngulo entre o fluido e o cone
€ 0. O fluido sob o cone tem viscosidade dinamica p (Ju]] = ML™'T™),
e o viscosimetro gira com velocidade angular constante Q2. Obtenha os
grupos adimensionais deste problema, sendo que um dos grupos deve
conter p com expoente obrigatoriamente igual a 1.

SOLUCAO DA QUESTAO:
As varidveis do problema e suas dimensdes sdo

0 1
g MLTT
M ML2T 2
R L
Q T

Note que 6 é adimensional, e que portanto o primeiro grupo é o proprio 6:

I, = 6.

As 4 varidveis dimensionais restantes envolvem 3 dimensdes fundamentais M, L e T, e esperamos que formem 4 — 3 = 1

grupo adimensional adicional:
I, = uM*RP Q¢
b
[0 = [ [MD° [R]” [Q]°

=ML T MLAT 2] (L] [T 1]¢

— Ml+aL—l+2a+bT—l—2a—c.

Obtemos o sistema

a=-1,
2a+b=1
2a+c=-1

dondea=-1,b=3,c=1e

Continue a solug¢do no verso =




2 [20] A regra de Simpson para um niimero par de pontos 2n € a seguinte:

h=(b-a)/(2n),

X0 = a,
x2n =b’
x; = a+ih,

b
[ G = 2 17 Go) 447 ) + 26 2) 4 2 Gra) + 4 Ceannt) + £ 2]

Escreva uma funcdo simpson(m,a,b,f) que calcule a integral numérica pela regra de Simpson.
Note que m é obrigatoriamente par, e que n = m/2 nas equacdes acima.

SOLUCAO DA QUESTAO:

def simpson(m,a,b,f):
assert(m % 2 == 0)

h = (b-a)/m
Se = f(a) + £(b)
S4 = 0.0

for i in range(1l,m,2):
xi = a + i*h
S4 += f(xi)

S4 x= 4

S2 =0.0

for i in range(2,m,2):
xi = a + i*h
S2 += f(xi)

S2 *x= 2

I = (h/3.0)*(Se + S4 + 82)

return I

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] A série de Taylor de e em torno de 0 é

[ee)
u un
e’ = E —.
n!

n=0

F(x) = /Oxe“du.

b) [10] Integrando termo a termo a série (*), obtenha a série de F(x).

a) [10] Obtenha analiticamente

)

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)
X
F(x):/ e'du=¢e*-1.
0
b)
X
F(x):/ e du
0
x n
:/ Zu—du
0 =0 n!
s X ,n
=Z/ u—du
oy 0 n!
(o] 1 X
:ZF/ u" du
n=0 70
:il' 11xn+1
—n n+
:i ll‘xn+1
—n+
Faca
m=n+1,

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Seja E = (e, e>, e3) uma base ortonormal do R?. Sabendo que em notacdo indicial um indice repetido sem
parénteses indica soma de 1 a 3, e que um indice repetido entre parénteses suprime a soma, obtenha

a) [10] e -e; =?
b) [10] € € =?

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)
e -e =ey1-ept+eyceyt+ez-es
=1+1+1=3
b)

e cen =1,

para um tinico lentre 1 ¢ 3 =

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Seja V = (v}, v2, v3) uma base nio-ortogonal do R3, onde
A} g

o1 = (2,0,0),
02 = (1,3,0),
v = (2,1,2).

Obtenha uma base ortonormal a partir de V utilizando o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmmidt.

SOLUCAO DA QUESTAO:
fi=oi
e = — f —1(200)—(100)-
TR 2T e

fr=v2—(v2-e1)e
=(1,3,0) - ((1,3,0) - (1,0,0))(1,0,0)
= (1,3,0) = 1(1,0,0) = (0,3,0);
er= 2= 5030 = 010
fi=0v3—(v3-e1)e; — (v3-er)es
=(2,1,2) - ((2,1,2) - (1,0,0))(1,0,0) — ((2,1,2) - (0,1,0))(0,1,0)
— (2,1,2) = 2(1,0,0) — 1(0,1,0) = (0,0,2);
1

Al

1
e3 f3=5(0.02)=(0.0,1)m

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I
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NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] O programa em Python abaixo nao implementa corretamente a operacdo matemdtica de multiplicar um vetor
a = (1,2,3) por um escalar 3:

a = [1,2,3]
b = 3*a
print(b)

Modifique o programa para que ele imprima a resposta certa, [3,6,9].

SOLUCAO DA QUESTAO:

from numpy import array

a = array([1,2,3])
b = 3xa
print (b)

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Sabemos que

kik;

k2’
onde k = |k|, sido os elementos da matriz da transformacgio P, na base candnica, que projeta qualquer vetor a do R? no
plano que passa pela origem e é normal ao vetor k. Aten¢iao: aqui, em geral k nao é o vetor unitario na direciao de

X3, mas sim um vetor qualquer. Para a e k nfo nulos e nfo colineares, calcule, utilizando obrigatoriamente notacao
indicial,

Pij = 6ij ~

[P-a] Xk.

SOLUCAO DA QUESTAO:

P-a= Pijajei = Pila[ei;
[P . a] Xk = eijkPilalkjek
kik
= eijk [51-1 - ]2—21] alkjek
(aiki)

€ijkaik;er — Teijkkikjek

(a-k)
- 5

x k [k x k]
N——

=0
—aXkm

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Calcule os autovalores e autovetores de

[A] = [; ﬂ

SOLUCAO DA QUESTAO:

A equacgdo caracteristica é

2 1-1
(1-D)(1-2)-4=0;
2 -20+1-4=0;

3 2

2 -21-3=0;
2++4-4x%x(-3
1= ( );
2
_Zi\/ﬁ.
===

— _1’
|43
1 2 01 -1 o1 .
2 1 (%) - (%) ’

11)1 + 202 = —0q,

Para A = -1,

20] + 0y = -0y
que produzem uma tnica equagao independente:

01 +0 =0,

Uy = —Uq.

portanto, (1, —1) € um autovetor associado a A = —1.

Para A =3,
1 2 o1 _ o1 .
e | MRS

v] + 202 = 30,

20 1 +0 = 302
que produzem uma tnica equagao independente:

—01 + 0y =0,

Uy =10q.

portanto, (1, 1) é um autovetor associadoa A =3 =

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Calcule o jacobiano d(x,y)/d(u, v) da mudanca de varidveis

x = 3u,
y=u+o.
SOLUCAO DA QUESTAO:
ax, 9x  9x
(x.y) _ 7 ‘U”:ﬁ (1)'=3_
a(u,v) 7

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Sabendo que, para ¢ > 0, tem-se

/ /1 e dy = arcsenh(\/_y) y/1 +cy ’

calcule a area da superficie
feay) =1+x-y

cuja projecdo no plano xy é aregidlo 0 <x < 1,0 <y < 1.

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)

fey) =1l+x-y?
of
ox
af
ay

1 1 af 2 af 2
- /yzo\/u(a) (2] avox
y

=1,

= —Zy,

1l
<
Il —_
(=)
T
(=)
\®}
—_
—
+
[\o}
R
o
~
o
=2
o,
Ny

V3 arcsenh(v/cy) . yv/1 + cy? Y
- 24 2
arcsenh(\/_) V1+
\5[ 2V2 2
3 arcsenh(V2) N ﬁ .
== 5

y=0

Continue a solug¢do no verso =
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Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.

SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS

COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Obtenha a solucdo de

SOLUCAO DA QUESTAO:

Y = uo,

do  du “x
u— +o—+uv=e7%,
dx dx

v du x
— 40| +v— =e7%,
dx

dx

u

do
— 40 =0,
dx ¢

u=up+—;
o

= ugvpe X +xe” %,

=yoe ¥ +xe”

X
uyg + —
00

voe ™

X

X.

s

y(0)=1 = yo=1;

y=e “(1+x)m

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Obtenha a solugao geral de
Y’ =3y +2y = x>,

Observacao:
/ xle Fdx=—-(x*>+2x+2)e * +C,
4
SOLUCAO DA QUESTAO:

A solugdo da equacdo homogénea associada é

yy, =3y, + 2y, =0,

A -31+2=0,
A=1,
A =2,

yn(x) = cre* + cpe®.

Use o método de variag@o de constantes,
y=A(x)e* + B(x)ez",
y = Ae*2Be™ + [A'ex + B’ez"],

———
=0

y" = Ae* +4Be™ + A’e* + 2B'e™
Substituindo na equagao original,

(Aex +4Be™ + A'e + 2B’e2x) -3 (Aex + ZBezx) +2 (Aex + Bezx) =x2,

Agora, a condicdo de controle das derivadas segundas de A e B é A’e* + B’e”* = 0 (ver termo no colchete horizontal
acima); temos portanto o sistema de equagdes diferenciais ordindrias de ordem 1:

dA dB
aex + Zaezx =x?
dA . dB ,,
—e"+—e7 =0
A Tdxt
Eliminando primeiro dB/dx,
dA x 2
dxe -
dA
a = —xze_x,

A(x) = (2 +2x+2)e ™  +C).
Analogamente, eliminando dA/dx,
dB
a — x26—2x,
(x> +2x+1) Zox
-——Ce

B(x) = )

+C2.

A solugdo geral é
y(x) = A(x)e” + B(x)e™,

(x> +2x +1) o2

= [(x* +2x+2)e™ +Cy] e + |- 1 +Co| e,
2x2 +2x+ 1
=Clex+C2e2x+x2+2x+2—(x4—x)
2
X 3x 7
=C X C 2x - e _
1€ +(Cre +2+2+4l

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Obtenha a solugao geral de
Xy +xy —y=0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Trata-se de uma equacgdo de Euler:

y=x,
y =rx

Yy’ =(r- Drx’2;
(r=Drx"+rx" —=x" =0,

rP—r+r-1=0,

A solugdo geral é

1
y(x) =cix+c—m
x

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Calcule a série de Laurent de f(z) = 1/(z — 2) em torno de z = 0 para o disco |z| > 2.

SOLUCAO DA QUESTAO:

1 1 1

z-2 z(1-2/z2)
= % [1+2/2) +(2/2)% + (2/2)* +.. ] (|z] > 2)
12,2 2

z Z2 Z3 24

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Utilizando o método de Frobenius, encontre uma solugdo de

xy" +(1-x)y +y=0.

SOLUCAO DA QUESTAO:
b) Faca

(o]
y= Z apx™
n=0

0o

y = Z(n +r)apx™

n=0

Yy’ = Z(n +r—1D)(n+r)ax"" 2.
n=0

e substitua:
[ee] [ee) [ee)
x Z(n +r=D(n+rax"2+(1-x) Z(n +r)apx™ Z a,x™" =0,
n=0 n=0 =0

(o] (o] (o] [ee)
Z(n +r—D(n+rax"""+ Z(n +r)apx™l - Z(n +7)a,x™" + Z a,x™" = 0.
n=0 n=0 n=0 n=0

Faca

m+r=n+r-1,
m=n-1,

n=m+1.

(o] (o] o0
Z (m+r)(m+7r+1Dapax™" + Z (m+7r+Dapax™" - Z(n +7)apx™ +
n=0

m=-1 m=—1
[oo)

§ anxn+r — 0,

n=0

(o] o0 (o]
n+r n+r n+r
n n - n
Z(n+r)(n+r+1)a+1x +Z(n+r+1)a+1x Z(n+r)ax +

n=-1 n=-1 n=0
[ee)

§ anxn+r — 0’

n=0

(o] (o] o0
Z (n+r1+1)2apx™ - Z(n +1)a,x™" + Z apx™" =0,
n=0 n=0

n=-1

Z (n+7+ 1) a0 x™ + Z[l —(n+r)]a,x™" =0,

n=—1 n=0

rlagx" ! + Z {(n+r+ D2ap +[1 - (n+ rlan}x"" = 0.
n=0

Facga ag # 0; entdo r = 0 € raiz dupla, e estamos no caso ii do teorema 10.1 do livro-texto. A primeira solu¢ido pode ser
obtida a partir de

(n+r+1)2ap +[1-(n+r)]a, =0,
r=0,
n-1

Apnyl = ——H 4
n+ (n+ 1)2 ns

Continue a solug¢do no verso =



Fazendo ap = 1 sem perda de generalidade, encontramos

ap =1,
a; = -1,
a; =0,
az =0,
ap =0, n>2.
Portanto, uma solugéo é
yi(x)=1-xm

Continue a solug¢do no verso =
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NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
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ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Em Python, o operador % aplicado a argumentos inteiros positivos calcula o resto da divisdo. Por exemplo,

10 % 3 ==

Dado o programa em Python abaixo,

def mdc(a, b):
assert (type(a)
assert (type(b)
assert (a > 0);
assert (b > 0);
while b !'= 0 :

int);
int);

t=b

b=a¥%b

a==t
return a

print(mdc(16,4));

faca o algoritmo manualmente e mostre o valor que ele imprime na tela.

SOLUCAO DA QUESTAO:

inicialmente, a == 16, b == 4;b != 0 e um novo par de valores é computado:

t =4
b=16 %4 =0
a=1t =4,

Agoraa == 4, b == 0, e o corpo do while ndo é mais executado. A rotina devolve o valor de a, e o programa imprime
4 m

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Se u, v e w sdo 3 vetores do R>, utilizando obrigatoriamente notacio indicial e a definicio do determinante
com o auxilio do simbolo de permutacao ¢;, mostre que

det(u, v,w) = det(w, u,v).

SOLUCAO DA QUESTAO:

det(u,0,w) = € u;0;wi
= €kijWkUivj

=det(w,u,v) m

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Obtenha os autovalores e autovetores de

S O =
o= N
—

SOLUCAO DA QUESTAO:

1-2 2 1
0 1-2 I |=0
0 2 1-4

(A=) x[(1=2)2=2]=2%[0(1=2)=1(0)] + 1 x [0(2) —0(1 —=2)] =0
(1-)x[1=-21+212-2]=0

0

1

(1-)x[A2=21-1]=0,
A=1,
AP-21-1=0
/1_21\/4+4
B 2
2+2V2
A=
2
A=1+V2,
donde
M=1,
}.2=l+\/§,
A=1-V2.
Agora buscamos os autovetores. Se A = 1,
1 2 U1 (]
0 1 1 Uy = |02
0 2 03 03

ou

0] + 20y +v3 =0y,

0 +03 =0
20y + 03 = 03
e o primeiro autovetor é (qualquer multiplo de)
(1,0,0).
Sed=1+V2,
1 2 1f|o; 1
0 1 1||oa|=01+V2) |0
0 2 1f|os 03
ou

vl +20+03=(1+ \/z)vl,
v +o3 = (1 +\/§)02 = 03 =20,
200 +03 = (1+ \5)03 = 20, = V205
As 22 e 32 equagdes sdo LD; substituindo a 22 na 12
01 + 202 + V20, = (1+ \/5)01,
2+ \5)02 = V2o,
(‘/E*‘ Doy = oy,

Continue a solug¢do no verso =



O 2° autovetor € qualquer multiplo de

((1+ V2)vs, 02, V20,),

(1+V2,1,V2).
SeA=1-v2,
1 2 (3] (4]
0 1 vl =(1-v2) |0
0 2 U3 U3
ou

01 +2Z)2 ‘o3 = (1 - \/5)01,
Uy +03 = (1 - \/5)2)2 = U3 = —\/502
20y +v3 = (1 - \/5)03 = 20y = —\/503
As 22 e 32 equacdes sdo LD; substituindo a 22 na 12
01 +22)2 - ‘/502 = (1 - \/E)U],
2- \6)02 = —\/501
(1-V2)o, =0y,

O 32 autovetor € qualquer multiplo de

(1 = V2)03, 00, ~V20y),
(1-v2,1,-V2) m

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Obtenha a solugao geral de

dy
—= +xy=1y.
e TYEY
SOLUCAO DA QUESTAO:
Esta é uma equagao de ordem 1, linear, homogénea, e separavel.
d
A (x=1y=0,
dx
dy
—~Z = (1-x)y,
ol Sl
d
Y- (1 - x)dx,
y

In |y| *
=x—-—+cy,
) 5 1

2
= eCl _x
ly| = ¢ exp(x 2),

2
|y|=k1exp(x—%),

2
y=i—klexp(x—x?) =kexp(

2
X - —

5]

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Usando obrigatoriamente o método de Frobenius, obtenha a solu¢@o geral de
y' +xy=0

em torno de x = 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Note que [xp(x)] = 0, [x2q(x)] = x> sdo analiticas em x = 0; além disso, na verdade x = 0 é um ponto ordinrio, e nés
antecipamos que haverd uma solugdo em série de poténcias sem expoentes fraciondrios. Mesmo assim, comeco com

(e8]
y= Z apx™"
n=0

y = Z(n +r)a, ™!
n=0

Yy’ = Z(n +r—1D(n+r)ax""?
n=0

[oe)
xy = Z anxn+r+l'

n=0

3

A equacdo diferencial torna-se

00

(o)
Z(n +r—D(n+rax""%+ Z apx™ =0
n=0

n=0

2 o0
Dintr=D(n+rapx™ 2+ 3 [(n+r=1)(n+1r)an+ap3] 2™ 2 =0.
n=0 n=3

Suponho ag # 0, e obtenho a equagdo indicial
(r=1r=0,

donde r = 0 ou r = 1. Sei que neste caso a menor raiz pode levar a solucdo geral. Tento:
(0—-1) % (0) X apx 2+ (0) x (1) x ayx ™'+ (1) X (2) X axx” + Z [(n+r—1)(n+r)a,+a,_3]x""2=0.
n=3

Note que ag € a; estdo livres, e que é forcoso fazer a; = 0. A relagdo de recorréncia para os a,s €

a = __9n3
" (n—Dn’
donde
as =d4dg =4dj1 = ... 0.
A 12 solugdo LI € obtida a partir de ag = 1:
1 1 1
yl(x)zl——x3+ 6 9

6" T180° T T2060" T

A 22 solugdo LI é obtida a partir de a; = 1:

_ I 4. 1 4 L
Ya(x) =x = X7+ 5’ — 5350™

A solucdo geral é
y(x) = Ayi (x) + Byz(x) =

Continue a solug¢do no verso =



