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NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCÊ DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTÃO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MÁXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENÇÃO PARA A NOTAÇÃO VETORIAL E TENSORIAL. VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO 𝑣

∼
; TENSORES DE ORDEM 2 COMO 𝐴

≈
.

1 [20] As variáveis envolvidas na operação de uma bomba centrífuga operando no regime turbulento são a vazão
volumétrica𝑄 (L3 T−1), a diferença de pressão Δ𝑝 produzida pela bomba, a potência da bomba 𝑃 , o diâmetro do rotor 𝐷 , a
velocidade angular de rotação 𝜔 , e a massa específica do fluido 𝜌 . Utilizando obrigatoriamente como variáveis comuns
(no máximo) 𝜔 , 𝐷 e 𝜌 , obtenha os grupos adimensionais deste problema. Dica: dimensionalmente, pressão é força sobre
área e potência é trabalho por unidade de tempo.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

As dimensões fundamentais envolvidas são M, L e T. Eis a matriz dimensional:

𝑄 Δ𝑝 𝑃 𝐷 𝜔 𝜌

M 0 1 1 0 0 1
L 3 −1 2 1 0 −3
T −1 −2 −3 0 −1 0

.

Há 6 variáveis e 3 dimensões fundamentais. Esperamos que o número de grupos adimensionais seja 6− 3 = 3 (neste caso,
isso está certo porque o posto da matriz dimensional é 3; no entanto, é mais fácil supor que o posto é 3 e prosseguir). As
variáveis em comum são 𝐷 , 𝜔 e 𝜌 (note que elas contêm, entre si, todas as 3 dimensões fundamentais). Então,

Π1 = 𝑄𝐷𝑎𝜔𝑏𝜌𝑐 ,

⟦Π1⟧ =
[
L3 T−1

]
[𝐿]𝑎

[
T−1]𝑏 [

ML−3
]𝑐

1 = M𝑐L3+𝑎−3𝑐T−1−𝑏,

𝑐 = 0,
3 + 𝑎 − 3𝑐 = 0,

−1 − 𝑏 = 0,⇒
𝑎 = −3,
𝑏 = −1,

Π1 =
𝑄

𝐷3𝜔
.

Π2 = Δ𝑝𝐷𝑎𝜔𝑏𝜌𝑐 ,

⟦Π2⟧ =
[
ML−1 T−2

]
[𝐿]𝑎

[
T−1]𝑏 [

ML−3
]𝑐

1 = M1+𝑐L−1+𝑎−3𝑐T−2−𝑏,

1 + 𝑐 = 0,
−1 + 𝑎 − 3𝑐 = 0,

−2 − 𝑏 = 0,⇒
𝑎 = −2,
𝑏 = −2,
𝑐 = −1,

Π2 =
Δ𝑝

𝐷2𝜔2𝜌
.
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Π3 = 𝑃𝐷𝑎𝜔𝑏𝜌𝑐 ,

⟦Π3⟧ =
[
ML2 T−3

]
[𝐿]𝑎

[
T−1]𝑏 [

ML−3
]𝑐

1 = M1+𝑐L2+𝑎−3𝑐T−3−𝑏,

1 + 𝑐 = 0,
2 + 𝑎 − 3𝑐 = 0,

−3 − 𝑏 = 0,⇒
𝑎 = −2,
𝑏 = −2,
𝑐 = −1,

Π3 =
𝑃

𝐷5𝜔3𝜌
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2 [20] Seja

𝐹 (𝑥) ≡
∫ 𝑥

0
e−𝑢

3
d𝑢, 𝑥 ≥ 0.

Expanda o integrando em série de Taylor em torno de 𝑥 = 0, integre termo a termo, e obtenha a série de Taylor de 𝐹 (𝑥)
em torno de 𝑥 = 0.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
A série de Taylor de e𝑥 em torno de zero é bem conhecida:

e𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥2

2!
+ 𝑥3

3!
+ . . . + 𝑥𝑛

𝑛!
+ . . .

logo,

e−𝑥
3
= 1 − 𝑥3 + 𝑥6

2!
− 𝑥9

3!
+ . . . + (−1)𝑛𝑥3𝑛

𝑛!
+ . . .

=

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝑥3𝑛

𝑛!
.

Agora,

𝐹 (𝑥) =
∫ 𝑥

0
e−𝑢

3
d𝑢

=

∫ 𝑥

0

[ ∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝑢3𝑛

𝑛!

]
d𝑢

=

∞∑︁
𝑛=0

∫ 𝑥

0

(−1)𝑛𝑢3𝑛

𝑛!
d𝑢

=

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝑥3𝑛+1

(3𝑛 + 1)𝑛!
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3 [20] Encontre a solução geral real de de

𝑥2𝑦′′ + 2𝑥𝑦′ + 5
2
𝑦 = 0.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

Esta é uma equação de Euler.

𝑦 = 𝑥𝑟 ,

𝑦′ = 𝑟𝑥𝑟−1,

𝑦′′ = (𝑟 − 1)𝑟𝑥𝑟−2 .

Levando na EDO,

(𝑟 − 1)𝑟 + 2𝑟 + 5
2
= 0,

𝑟2 − 𝑟 + 2𝑟 + 5
2
= 0,

𝑟2 + 𝑟 + 5
2
= 0,

𝑟 =
−1 ±

√︁
1 − 4 × 5/2

2

=
−1 ±

√
1 − 10

2

=
−1 ±

√
−9

2

= −1
2
± 3i

2
.

A solução portanto é da forma

𝑦 = 𝑐1𝑥
− 1

2+
3i
2 + 𝑐2𝑥

− 1
2 −

3i
2

= 𝑥− 1
2

[
𝑐1𝑥

3i
2 + 𝑐2𝑥

− 3i
2

]
.

Mas

𝑥
3i
2 = exp

(
ln

(
𝑥

3i
2

))
= exp

(
3i
2

ln (𝑥)
)

= cos
(
3
2

ln(𝑥)
)

︸           ︷︷           ︸
𝐶

+ i sen
(
3
2

ln(𝑥)
)

︸           ︷︷           ︸
𝑆

.

Portanto,
𝑦 = 𝑥− 1

2 [𝑐1 (𝐶 + i𝑆) + 𝑐2 (𝐶 − i𝑆)] .

Faça

𝑐1 =
(𝐴 − i𝐵)

2
,

𝑐2 =
(𝐴 + i𝐵)

2
;

então,

𝑦 =
𝑥− 1

2

2
[(𝐴 − i𝐵) (𝐶 + i𝑆) + (𝐴 + i𝐵) (𝐶 − i𝑆)]

=
𝑥− 1

2

2
[(𝐴𝐶 + 𝐵𝑆) + i(𝐴𝑆 − 𝐵𝐶) + (𝐴𝐶 + 𝐵𝑆) + i(𝐵𝐶 −𝐴𝑆)]

= 𝑥− 1
2 [(𝐴𝐶 + 𝐵𝑆)]

= 𝑥− 1
2

[
𝐴 cos

(
3
2

ln(𝑥)
)
+ 𝐵 sen

(
3
2

ln(𝑥)
)]

Continue a solução no verso =⇒



4 [20] Obtenha a solução de
d𝑦
d𝑥

+ 𝑥2𝑦 = 𝑥2, 𝑦 (0) = 𝑦0 .

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Faça 𝑦 = 𝑢𝑣;

d(𝑢𝑣)
d𝑥

+ 𝑥2𝑢𝑣 = 𝑥2,

𝑢
d𝑣
d𝑥

+ 𝑣
d𝑢
d𝑥

+ 𝑥2𝑢𝑣 = 𝑥2,

𝑢

[
d𝑣
d𝑥

+ 𝑥2𝑣

]
+ 𝑣

d𝑢
d𝑥

= 𝑥2,

d𝑣
d𝑥

+ 𝑥2𝑣 = 0;

d𝑣
𝑣

= −𝑥2 d𝑥,∫ 𝑣 (𝑥 )

𝑣0

d𝑣
𝑣

= −
∫ 𝑥

𝜉=0
𝜉2 d𝜉 = −𝑥

3

3
,

ln
(
𝑣 (𝑥)
𝑣0

)
= −𝑥

3

3
,

𝑣 (𝑥) = 𝑣0 exp
(
−𝑥

3

3

)
;

𝑣0 exp
(
−𝑥

3

3

)
d𝑢
d𝑥

= 𝑥2,

d𝑢
d𝑥

=
1
𝑣0
𝑥2 exp

(
𝑥3

3

)
,∫ 𝑢 (𝑥 )

𝑢0

d𝑢 =
1
𝑣0

∫ 𝑥

𝜉=0
𝜉2 exp

(
𝜉3

3

)
d𝜉,

𝑢 (𝑥) − 𝑢0 =
1
𝑣0

[
exp

(
𝑥3

3

)
− 1

]
,

𝑢 (𝑥) = 𝑢0 +
1
𝑣0

[
exp

(
𝑥3

3

)
− 1

]
;

𝑦 (𝑥) = 𝑢 (𝑥)𝑣 (𝑥) =
{
𝑢0 +

1
𝑣0

[
exp

(
𝑥3

3

)
− 1

]}
𝑣0 exp

(
−𝑥

3

3

)
= 𝑢0𝑣0 exp

(
−𝑥

3

3

)
+
[
1 − exp

(
−𝑥

3

3

)]
= 𝑦0 exp

(
−𝑥

3

3

)
+
[
1 − exp

(
−𝑥

3

3

)]
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5 [20] Lembrando que
𝐶

(𝑧 − 𝑎) (𝑧 − 𝑏) =
𝐴

𝑧 − 𝑎
+ 𝐵

𝑧 − 𝑏
,

onde 𝐴 e 𝐵 precisam ser determinados, calcule a série de Laurent de

𝑓 (𝑧) = 2
(𝑧 + 1) (𝑧 − 1)

em torno de 𝑧 = 0 na região |𝑧 | > 1.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Note que

|𝑧 | > 1,
1
|𝑧 | =

����1𝑧 ���� < 1.

Então,

2
(𝑧 + 1) (𝑧 − 1) =

[
1

𝑧 − 1
− 1
𝑧 + 1

]
=


1

𝑧

(
1 − 1

𝑧

) − 1

𝑧

(
1 + 1

𝑧

) 
=

1
𝑧


1(

1 − 1
𝑧

) − 1(
1 + 1

𝑧

) 
=

1
𝑧

[(
1 + 1

𝑧
+ 1
𝑧2 + 1

𝑧3 + 1
𝑧4 + . . .

)
−

(
1 − 1

𝑧
+ 1
𝑧2 − 1

𝑧3 + 1
𝑧4 − . . .

)]
=

1
𝑧

[
2
𝑧
+ 2
𝑧3 + 2

𝑧5 + . . .

]
=

2
𝑧2 + 2

𝑧4 + 2
𝑧6 + . . .
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