TEAO10 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

PO1A, 11 ago 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] O programa ondald-ins. py apresentado em sala de aula calcula 1/0.0005 = 2000 passos de tempo n da solugéo
numérica u da equagdo da onda cinemdtica; no entanto, a linha

u = zeros((2,nx+1),float)

aloca apenas 2 linhas para o tempo. Explique, em Portugués claro e correto, por que apenas 2 sio suficientes.

SOLUCAO DA QUESTAO:

No esquema de diferengas finitas utilizado pelo programa ondald-ins.py, os valores da fungdo u no tempo n + 1
dependem apenas dos valores no tempo n. Portanto, partindo de n = 0, podemos calcular numericamente

passodetempon=1:  u[l] = f(u[0]),

onde f(-) representa genericamente o esquema de diferencas finitas explicito para todos os pontos da malha, e u[1]
guarda os valores de u("=!). Depois que os valores de u[0] foram escritos em disco, eles niio sdo mais necessarios para o
algoritmo, e podem ser sobrescritos. Portanto, no préximo passo de tempo podemos fazer

passode tempon =2:  u[0] = f(u[l]),

e utilizar u[0] para guardar os valores de u("™=2). Agora, ¢ a linha u[1] que ndo é mais necessaria; apés escrevé-la em
disco, podemos reutiliza-la:
passo de tempo n = 3: u[l] = f(u[0]),

e assim sucessivamente. A forma simples de implementar a troca de indices é fazer
(old,new) = (0,1)
inicialmente e depois trocar a cada passo de tempo:

(new,0ld) = (old,new) m

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Desejamos resolver numericamente a equagdo diferencial parcial

%, %

-~ = k¢,
ot ox 9

onde ¢ e k sdo constantes positivas, com o esquema numérico

1 —
0 g
X

Faca uma andlise de estabilidade de von Neumann, e mostre que a condi¢do de estabilidade € do tipo
aCo[Co— (Ka+1)] + f(Ka+1)> < 1

onde Co = cAt/Ax e Ka = kAt, ou seja: encontre « e f. Note que « depende de Cy = cos(k;Ax) na notagdo padrdo
utilizada nesta disciplina.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Sabemos que a mesma equacao de diferencas finitas se aplica para os erros de arredondamento; portanto,

1 n n n
et — ¢ el —e
“ar l+clAllzk6?'
X

Expandimos em série de Fourier,
N/2

6? — Z §leat"elklxi,
i=1
e substituimos na equagdo de diferengas. Cada harmonico agora obedece a

a(ty+At) Likpx; aty, ~ikpx; aty, ~ikpx; aty aiky(x;—Ax)
1€ e 1eine 1e¥ine &e%ne _—
§ § + c§ - = krfle‘””elk’x‘

At Ax
T o c/At o . N o
é;lea(tn+At)elk1x, _ g’le“t"e'klx' + A (fleat"elklx’ _ fle‘”"e‘k’ (x; Ax)) = kAt é;leatnelklxl
X S~
S~—— Ka
Co

e — 1+ Co (1 - e*ik’Ax) =Ka

Portanto devemos ter
e =1-Co (1 - e_ik’Ax) +Ka,
= (1 + Ka — Co) + Cocos(k;Ax) —iCosen(k;Ax);

alt

Desejamos que o médulo do fator de amplificagdo e?* seja menor que 1. O médulo (ao quadrado) é

|e“A’|2 = (1 +Ka — Co + Cocos(k;Ax))* + (Cosen(k;Ax))> .
Para aliviar a notagado, facamos

Cy = cos(k;Ax),
Sk = sen(k;Ax).

Entao,

|e“At|2 = (CoSk)? + (1 + Ka — Co + CoCy)?
=K¥+W—M+M+%—W+Q€Z+W—%+X
= COZS]% + (COZC]% +Co? +Ka? + 1) + 2(=Co?Cy + CoCxKa + CoCy, — CoKa — Co + Ka)
= (2C0% + Ka? + 1) + 2(~Co*Cy + CoCrKa + CoCy — CoKa — Co + Ka)
= Co?(2 - 2Cy) +2Co(CrKa+ Cx — Ka— 1) + Ka? + 2Ka + 1
=2C0%(1 - Cr) +2Co(Cr — 1 +Ka(Cr — 1)) + (Ka+ 1)?
=2C0%(1 = C) +2Co((Cx — 1)(Ka+ 1)) + (Ka+ 1)%.

Continue a solu¢do no verso =



A condicdo para que o esquema de diferencas finitas seja estavel ¢, entdo,

2C0%(1 = Cx) +2Co(Cr — 1)(Ka+1) + (Ka+ 1)2 < 1,
2C0[Co(1=Cy) + (Cx — D(Ka+ 1] + (Ka+ 1)> < 1,
2(1 - Cx)Co[Co — (Ka+ 1)] + (Ka+ 1) < 1,

donde

a=2(1-Cy),
f=1m

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Calcule, por integragdo a partir da definicao,
£ {te™'}.

SOLUCAO DA QUESTAO:

(o)
ZLte} = e Stre™ dt
£=0

— / tef(]+s)t dt
t=0

- (s+1)2 .

—_

Em detalhe,

1 - S
Tl L () [—(1+5)] dt
=0 ~——

u do

ZLAte™"} =

Entao

u=t, du = dt,

do=e I [~(1+5)]dt v =149t

wf - /“’vdu]

—(1+s)t di
1 +s Jo

- (1;15)2/0 e (1 +5)] dt

-1 N 0. ¢ 1
1

(T+s2 "

Agora,

1

ZLAte™"} = g +s)

—(1 +s)

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Calcule a transformada de Laplace de

y” +y = sen(x), y(0) =1, v’ (0) = 1.

Simplifique ao méaximo.

SOLUCAO DA QUESTAO:

ZLA{y" +1} = 2 {sen(x)},

_ , _ 1
[T - sy(0) -y O] +7 = 5
1
s2+1

[sg—s—1]+7=

1
—r 2 _
y(s +1)—(s+1)+s2+1

3 2

_. 9 s +s +s+2
+1 =
y(s ) s2+1

S+s2+s5+2

y(s) = Wl

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

PO1B, 18 ago 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Seja o esquema de diferencas finitas upwind explicito e condicionalmente estdvel para a equacio da onda:

(l+l

U;

=u; —Colu] —ul |].

Considere que a matriz u foi alocada com u = zeros((2,nx+1),float), onde zeros foi importada de numpy, com
nx=1000, e que vocé estd calculando u[new] a partir de ulold], sendo que old refere-se ao passo de tempo n, € new ao
passo de tempo n + 1. Mostre como, utilizando a técnica de slicing, vocé pode calcular u[new,1:nx] em apenas uma
linha de cédigo em Python (usando numpy); suponha que a varidvel Cou, com o nimero de Courant, ja foi calculada e que
ela garante a estabilidade do esquema.

SOLUCAO DA QUESTAO:

ulnew,1:nx] = ulold,1:nx] - Cou*(ulold,1:nx] - ulold,0:nx-1])

Continue a solu¢do no verso =



2 [25] Sem utilizar fragoes parciais, encontre a transformada de Laplace inversa

a1
)

SOLUCAO DA QUESTAO:

Uso o teorema da convolugdo,

— _ t
217291 =505 = 27 o) = [ foge-nar

Mas
1 = (1) = sen 2t
2ya YT ’

2

1 ' sen2(t—1) 1 —cos2t
z*-———-zf sena(t 1) 4, _ Locosat
{s(s2+4)} o 2 ’ s "

Fo)=1= fo=1 5=

donde

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Usando, obrigatoriamente, transformada de Laplace, resolva o problema de valor inicial
x" +4x +3x=¢"3, x(0)=0, x'(0)=0,

ou seja: encontre x(t).

SOLUCAO DA QUESTAO:
Tomando a transformada de Laplace da equacdo diferencial e introduzindo as condi¢des iniciais,
o o 1
X +4sx +3x = ,
s+3
1
=2
+4s+3) = ,
*(s s+3) s+3
1
X(s+3)(s+1) = ,
%(s+3)(s+1) = —
() = 1 A N B N C
T (s+3)2(s+1)  (s+3)2 (s+3) s+1
N 1 1 1 )
S A4(s+1) 4(s+3) 2(s+3)2
1 1
X(t) = Ze_t - ZC_St - zte_St |

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Utilizando obrigatoriamente decomposicao em fracoes parciais, calcule a transformada de Laplace inversa de

- 1
F(5) = 5.

SOLUCAO DA QUESTAO:

1 1

—a®2 (s—a)(s+a)

NN
2a |s—a s+al’

- { 1 } _ % e —e~o]

1 eat _ e—at
Ta [T]

1
= —senh(at) m
a

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO2A, 1 set 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Resolva a equacdo diferencial

dx 1
E+?X—5(t), x(O_) —O,

usando obrigatoriamente transformadas de Laplace. Por causa da presenca da distribui¢do delta de Dirac, € conveniente
definir

L{f()} = /0 f(t)e " dt.
Siga o seguinte roteiro:
a) [05] Monte a tabela de transformadas de que vocé necessitard, na ida ou na volta, calculando .Z{e%} e £{5(t)}.

b) [05] Mostre que
ZL{H(t-a)f(t-a)} = “L{f(H)}.

c¢) [15] De posse dos resultados de a) e de b), resolva o problema.

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)
at ® —st at 1
L%} = e e dt = ;
0_ s—a
2{6(1)} =/ e S15(t)dt = 1.
0-
b)

) H(t-a)f(t —a)e s dt = /wH(t —a)f(t—a)e st"Ve ® dt
0_ 0_

—e [ H(t- a)f(t - e d(t — a)
0-

=e™® / T f(t - @e D d(t - a)

=e™® f(r)e™*"dr
7=0

=e “Z{f(n)}.
©)

X = _1_1 = Z{H()e T} =

T
x(t) = H(t)e /7.

Continue a solu¢do no verso =



2 [25] Sabendo que

/ x sen(x) dx = m,
0

e 3
/ x2dx = ,
0

/ sen’(x) dx =
0

utilize obrigatoriamente a desigualdade de Schwarz para obter uma desigualdade envolvendo = e V6. Simplifique ao
maximo.

a

>

(ST I T

SOLUCAO DA QUESTAO:

Lfog < If gl
b [ pn 1/2 n 1/2
‘/ xsen(x) dx| < / x? dx [/ sen’(x) dx ;
0 LJo 0
< (32 [7[ 1/2
=3 |z
. = 12
T 13x2
< n’ =
T V32
n>V3V2=V6u

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Obtenha a série de Fourier complexa de

fx) =x+i, -1 < x <+, i= V-1

SOLUCAO DA QUESTAO:
+00 i
f)= ) e
n=—oo
1 b ninx
Cp = Z/ e‘sz(x) dx;
a
a=-—m,
b = +m,
L=b-a=2m;
l tr ninx
tn =5 e 5 [x +1] dx
T
1 7-.[4-712 .
=5 e"™ [x +1] dx;
s -7
1 +7T
= o [cos(nx) —isen(nx)] [x +1i] dx
s =7

1 +7 +7
= — {1/ cos(nx) dx —i/
2T[ -7 -7

+1
/ cos(nx) dx =0,

T
+7 2 _1 n
/ x sen(nx) dx = —%,

-1 2n(-D)"  (-D"
— X — =i ,
21 n n

Cp =

O célculo de ¢g precisa ser feito separadamente:
1 +7T

C0=£ [x+i] dx =1.

Portanto,

+00
-n" .
(x+1) =11+ g ( )e"”‘ =
n

n=-—oo

n#0

x sen(nx) dx} ;

n#0.

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] O Engenheiro Ambiental Matt Matcal sabe que duas varidveis ambientais que sempre tém média zero, x’ e v/,
estdo ligadas pela relagdo tedrica y’ = (x’)2. Por isso, ele propde calcular um indice estatistico de dependéncia definido

por
1 n
roar = {2{
[mw_n;u»%
ondex’, y eR" e

1 1 <&
;in:O, ;Zy;=o.
i i=1

Verifique se [x’,y’] € um produto interno legitimo.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Para x’, y’ € R" as propriedades de um produto interno sdo

(*,y') =y, %),
(¥ ay’) = alx'y")
(.Y +2) =(x,y) +(x",2),
(x',x"y >0, x' #0,

(x',x)y =0, x' =0.

Verifiquemos a primeira:
ro 1 C N2 1
[x.y'] = ;Z(xi) Yi
i=1
1 n
AV ’ !
¢;;@Jm=me

e portanto o indice de Matt ndo é um produto interno legitimo m

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P02B, 15 set 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Se f(x) = 1,0 < x < 1, obtenha a série de Fourier da extensdo fmpar de f(x) no intervalo -1 < x < 1.

SOLUCAO DA QUESTAO:

A extensdo fmpar é
I, O0<x<1,
-1, -1<x<0.

fikx) = {

No intervalo [—1, 1], com comprimento L = 2, uma base para as fun¢des impares é formada pelo conjunto

2
{sen nnx}’n: 1,2,3,...
L

Segue-se o de sempre:

fi(x) = Z B, sennmnx,
n=1

(o)

fi(x) sen mnx = Z B,, sen nmtx sen mix,
n=1
1
-1

1 (e8]
/ fi(x) senmmx dx = Z B, / sen nyx sen max dx
-1 n=1
1 1
2/ senmnx dx = By, / [sen mmx]? dx
0 _

1
2 [1-(-D"]=Bpnnu
m

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] O processo de ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt: dado um conjunto de n vetores linearmente independentes em R”,
V ={v1,02,...,0,}, épossivel obter um conjunto F = {f,, f,,..., f,} de vetores ortogonais entre si, e E = {ej,e2,...,€,}
de vetores ortonormais, com o seguinte algoritmo:

1
=0 e =—Jv
fl |f1|fl
1
fr=v2—(v2-er)ey, e, =—Ff,
|f>]
1
fi=v3—(v3-e)e; — (v3-er)ey, e3 = —fs,
| f5]
k-1 {
Jr=ok - Z(vk “ei)e; ex = = fu
-1 |fl

até k = n. Usando a tltima equag@o acima, e o fato de que e; - e; = §;; parai el entre 1 e k — 1, mostre que

fo-er=0Vle (1,2, . k-1}.

SOLUCAO DA QUESTAO:

k-1
(fr-en)= (lvk - Z(Uk . ei)eil . el)

i=1

k-1
= (v - €1) — ;wk -e;) (e - €r)
S

= (vk-e) — (vk-e)=0m

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Sabendo que

/xzekxdxz i [(kz 2—2kx+2) ek"],
K3

a) [10] obtenha a série de Fourier complexa de
flx) =x%,

b) [15] agora utilize a igualdade de Parseval,

b +00
L[ r@pe= Y el

para obter o valor de

0<x<1;

n=-—oo

i 1 .\ 1
— n2n?2  m4nt’
SOLUCAO DA QUESTAO:
+00 i
fe= D e
n=-—o0o
1 b 2ninx
cn—z e” L f(x)dx;
a=0,
b=1,
L=b-a=1;
1! iz
ch=— xze_2 T dx
L' Jo

_(K* =2k +2)ek 2.

k3

k3’

k=-2nin=¢e"=1;
3 (=2mni)? — 2(—2mni)

n

(—2mni)3

4720212 + 4nni

8730313

72n2i? + mni

2m3n3i
i 1

Claramente, o cdlculo de c( precisa ser feito separadamente:

—_— + E—
2nn - 2m2n?’

n#0.

1 ) 1
coz/xdxz—.
0 3

Continue a solu¢do no verso =



Para obter a igualdade de Parseval neste caso,

n#0
4 - 1 1
—_— = —_— + _—
45 n;w 4n’n?  4mtnt
n#0
16 > 1 1
E B n:Z:m nZn?  qtnt
n#0
16 < | 1
45 p n2n2  gnt

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Obtenha a transformada de Fourier de
fla) =xPe ™,

oo 2(3p% - 1)
2 _lxl b dx =
/o x“e” X! cos(bx) D+ 1)

sabendo que

SOLUCAO DA QUESTAO:
Note que f(x) € uma fungdo par.

—~ 1 +00 .
fll=5- / x2e e ikx gy
T J-

1 +0o0

= % .
2 +0o0
=5 x%e Pl cos(kx) dx

T Jo
12(3k2-1)
——
w (k2 +1)3

x2e ¥ [cos(kx) — isen(kx)] dx

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO3A, 29 set 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Sabendo que

2

a @ o~ lkal
x2 + a2 < 2°¢ ’

formam um par de transformada-antitransformada de Fourier, encontre

2
7! {a_e—2|ka|}.
4

Deixe sua resposta na forma de uma integral de convolug@o.

SOLUCAO DA QUESTAO:

FAS = f} = 2nf (k) f(k),

(FP} =5-f+ f

2 +00
a 1
F- ~2lkal | _ /
{ 4 ¢ 21 J o

(12

2 +a2

a2

-0 +a

dém

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Se
1 0 4+3i
Al=1-i 2 3 |,
1+i i 3

obtenha a matriz adjunta [A#].

SOLUCAO DA QUESTAO:

[ 1 0 4-3i]"
[Af1={1+i 2 3
1-i - 3

1 I+i 1-i

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Obtenha a fungdo de Green do problema

dy 'y _ f(x) 3
o tx T vO=0
SOLUCAO DA QUESTAO:
A
@€TET
dy  G(x Oy _ G(xOf ()
GO g+ e
= dy Gway Guaﬂ@
/NG(x;f) d§/ daé = /§0 da
=46 Gu@y Gu@ﬂ@
G(x, - d d
oy@| - [ v =/,

Nesse ponto, como sempre, imponho limg_,., G(x, §) = 0; note que a condigdo inicial € y(0) = 0, o que simplifica um
pouco as coisas. Prosseguindo,

/wﬁgwm@ Gw@] G@@ﬂ@@
=0 dé 5 0 £ ’
dG(x,§)  G(x.§)
- + = (& —x).
dé 3
A forma mais rdpida de obter G é pelo método da variag@o das constantes. Procuro a solu¢do da equacdo homogénea:
dh h
——+-=0,
¢ ¢
dh _h
&
dh dE
h &’
h(§) = AZ,

(onde A € uma constante em relagdo a &), e tento

G(x, §) A(x, )¢,

[E— +A + — —5(§ x),

—‘f—g =4(¢—x),
A S(E-x)

€
4 4 _
/ d—Aduz—/ O(u x)du
u=0 du u=0 u

A8 = A 0) - TEZX),

G(x, &) = [A(x, 0) - @] .

Finalmente,

0=G(x,0) = [A(x,0) = 1/x] o0 =
A(x,0) =1/x,

G(x, &) =[1-H({-x)]

HIV‘N

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] As raizes da equagdo caracteristica de uma EDO de coeficientes constantes, homogénea, de ordem 2, sdao

r=—1+2V2,
rp) = -1 —Zﬁ.

Escreva a EDO na forma de uma equacgdo diferencial de Sturm-Liouville, onde A é o autovalor. Observacdo: por
uma questdo de consisténcia com a Teoria de Sturm-Liouville, a fungdo-peso w(x) que multiplica Ay na Equagdo de
Sturm-Liouville deve ser positiva.

SOLUCAO DA QUESTAO:
A equacgdo caracteristica é

(r=(=142V2)(r = (=1 =2V1) = 2+ 2r + 1 — 4.

A equacdo diferencial é

7’ ’ d d
0=y’ +2 +(1 -4y = T (p(x)d—fj) +q(y + Aw(x)y,

0=9y"+2¢y' + (1 -4y = py” +p'y’ + qu + Awy,

_ 1 7 1 ’ 1 _ P, p, ’ q
O=-gy' -5y —gy+dy= "y '+ Ty +—y+ly
Obtemos um conjunto de 3 equagdes diferenciais:
q 1
w 4
p_ 1
w 2
P _1
w4
donde p =g, e
dp 1 1
a:—zwzzx4p=2p,
d
a = 2dx,
p
p(x) = Ce*.

A constante C € totalmente arbitraria, exceto pelo seu sinal que deve ser escolhido de tal forma que w > 0. Sem perda de
generalidade, portanto, faca C = —1. Entdo, w = 4e>*, e a equagdo de Sturm Liouville é

d

d
_a2x y _ a2 2x 9. —
dx( e _dx) e*y+4e*Ay=0n

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO3B, 06 out 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Mostre que

z {Sen(x)} = Yagery—HE- 1),
x 2

Sugestodes (fatos vocé pode usar sem demonstrar):

a)
+00 +oo
sen(x) épar = L/ Me—ikx dx = i/ sen(x) cos(kx) dx.
X 21 J_ o X 21 x

b)
sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a),

sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a),

% [sen(a + b) + sen(a — b)] = sen(a) cos(b).

Agora faca a = x, b = kx na integral da transformada.

¢) Finalmente,

*+° sen(cx) 0. e=0

/ dx=4+m ¢>0,

o x -1 ¢<0,
= n(2H(c) - 1),

onde H(x) é a funcdo de Heaviside, ¢ H(0) = 1/2.

SOLUCAO DA QUESTAO:

z {sen(x)} 1 /+°° sen(x) eikx gy = 1 /+m ser;(x) cos(kx) dx

x 21 J_ o X 21 J_o
1 +00
= — — [sen(x + kx) + sen(x — kx)] dx
21 J_ o 2x
1 +00

1
= — — [sen(kx + x) — sen(kx — x)] dx
21 J_ o 2x

= S - L [sen((k + 1)x) —sen((k — 1)x)] dx

21 J_ o 2x

1 * sen((k + 1)x) +* sen((k — 1)x)
=E[[M —x dx—[oo —x dx

- ﬁ [r(2H(k+1) - 1) - n(2H(k - 1) = 1)]

1

=5 [H(k+ 1)~ H(k = 1)] =

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Usando a desigualdade de Schwarz e o produto interno usual no espago das fun¢des complexas quadrado-integraveis,
e supondo que todas as integrais convergem, mostre que
2 1/2
dgfl

[ §2|f(§)|2d§]]/2 l [

onde £ € Re f(§) € C. As fungdes que devem ser utilizadas na desigualdade de Schwarz sdo u(x) = |Ef(&)] e
v(x) = |df/d¢|. Mostre todos os passos. Nao omita nenhum detalhe.

+0o df
[ |§|If(§)l'd—§ dt <

o)

df
dg

SOLUCAO DA QUESTAO:

A desigualdade de Schwarz é

[{(x, )| < V(X )V(y. y);
u(é) = 1Ef (O]

_|4f].

o©-| %
+00 r +00 1/2 +00 1/2
"/_ u*(x)o(x)dx| < /_ u* (x)u(x) dx] [/_ o™ (x)o(x) dx] ,

+oo df [ +oo 5 1/2 +00 2 1/2
‘/_m I§f(§)|'d—§ i < »/_w (O dx] [/m dxl ,

+00 ) 1/2
[ ] If(f)l‘j—]g dxl .

) ws| [T eiror clx]l/2 [ [

df
dg

df
dé

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Ache a funcao de Green do problema

d
d_ayc —2xy = sen(x), y(0) =3.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Multiplico por G(x, £) e integro de O a infinito:

/é= G(x, 5)[_5_25] §=£ Glx, ) sen EdE

Integrando por partes,

6|, + [ o) |-5F 20| at = [" Gnpsentat

lim G(x,&)=0=

-G(x,0)y(0) + 0 y(f) - - ZfG} d¢ = /0 G(x, &) sen&dé
oG
T 208G =6(& —x).
dG
d_§ +2EG = -6(¢& - x).
Agora, G = uv, e
:ii_gf +2& +vd—§ =-8(f—x)

do

d§ =-2&

do

0=

I
ln(vo(x)) ¢

0 = 09 (x) exp(~&)
W ep® .,
@& (o T

£ 2
u(® =) - [ EE o000
-
H(E ) exp()
vo(x)

G(x, &) = [uo(x)vo(x) = H(& - x) exp(x*) ] exp(~£)
= [Go(x) = H(¢ = x) exp(x?)] exp(=&).

= up(x) —

Mas
glim G(x, &) =0 = Go(x) = exp(x?)

G(x, &) = [1 - H(E=x)]exp(x’ - &) m

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Encontre os autovalores e as autofunc¢des do problema de Sturm-Liouville

Yy’ +4y" + (4 -9y =0, y(0) = y(L) = 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Se A > 0:
y(x) = Cle(—2+3\ﬁ)x + Cze(—z—wi)x.
As condicdes de contorno levam a
ci+c = O,
Cle(—2+3vﬁ)L +_cze(—2—3vﬁ>L -0,

donde ¢; = ¢; =0, e A > 0 ndo € autovalor.
SeA=0:

y(x) = (c1 + crx)e .

As condicdes de contorno levam a
c1 =0,

CzLe_ZL =0,

donde ¢; = ¢ =0, e A = 0 ndo é autovalor.
Seld<0:

y(x) =e > (c] sen(3V=1x) + ¢, cos(3\/—_/1x)) .

As condicdes de contorno levam a

¢ =0,
e ?Ler sen(3V-AL) = 0.

Portanto,
3V-AL = nm,
2,2
n°n
/‘IHZ—W, n=1,2,3,....

As autofungdes correspondentes sao

nmx

yn(x):e_zxsenT, n=123,... n

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO4A, 17 nov 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [40] Considere o problema de Sturm-Liouville
d

—xdy
dxe

i +e  y(x) + e *y(x) =0, y(0) =0, y(1) =0.

a) [10] Qual é o intervalo dos valores possiveis de A?
b) [10] Obtenha os autovalores A,,.
¢) [10] Obtenha as autofuncdes y,,.

d) [10] Prove que (ym,(x),yn(x)) = 0, m # n, ou seja: que as autofuncdes sdo ortogonais. Observagio: vocé vai
precisar de

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b),

cos(a+b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b).

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) Inicialmente, note que p(x) =e ™, qg(x) =e ™ e w(x) =e™*. AEDOé
d? d
e e (14 D)y = 0;
Py dy
@—a+(l+l)y(x) =0.

A equacgdo caracteristica é
P—r+(1+1) =0;

1= T-4(1+4)

B 2

Inicialmente, suponha r € R; entdo,

1-4(1+21) >0,
4(1+2) <1,

1+A< -,

BlW A=

A< —
Se A = —3/4, temos 2 raizes repetidas r = 1/2, e
y(x) = c1e¥/? + cpxe™/?.

com

y(0)=0 = ¢ =0;
y(1) =0 = ¢ =0.

Continue a solu¢do no verso =



Logo, y(x) =0, e A = —3/4 ndo pode ser autovalor.
Se A < =3/4, faga

a=1/2>0,
NE= TN

3 ;
y(x) = /% [Acosh(fx) + Bsenh(fx)] ;
y(0)=0 = A=0;
y(1)=0 = el/zBsenh(ﬂ) =0=>B=0,
y(x) =0,

e novamente A ndo pode ser autovalor.
Finalmente, suponha A > —3/4; entdo as rafzes sdo complexas:

a=1/2>0,

f- -[1-4(1+2)] 5 0:
2

r=axif;

y(x) = /2 [Acos(fx) + Bsen(fx)] ;
y(0)=0 = A=0;
y(1)=0 = e'/’B sen(f) =0 = sen(f) = 0.
Portanto, o intervalo de valores possiveis de A é
A>-3/4.

b) Como nds supusemos S > 0, devemos ter

T =401+ A]

ﬁn— > = nm, n=123,...
—[ ( )] 7’127'E2

4 -
—[1-4(1+A,)] = 4n*n?,
1-4(1+A,) = —4n*n?,

—4(1+ A) = -1 — 4n*n?,

1 +4n’n?
(142,) = —T
4
=3 +4n’n?
= =R n=123

¢) As autofungdes correspondentes sao
Up = e*/? sen(nnx) m

z

d) Dadas duas autofungdes y,,(x) e y,(x), o produto interno com w(x) = e ™ &
1
) = [y C6n e i

1
= / e*/? sen(mmnx) /% sen(nmnx) e * dx
0
1
= / sen(mmx) sen(nmnx) dx
0

1 1
) /0 [cos((m — n)mtx) — cos((m + n)nx)] dx

1 1
:2(m1_n)./o cos((m — n)mx) (m—n)dx—ﬁ/o cos((m+ n)nx) (m+ n)dx

1 1

- ; sen((m + n)mx)

= ; sen((m — n)mx) T 2mn)

2(m—n)

1 1
- 2(m—-n) sen((m —mm) - 2(m+n)

0

sen((m+n)nt) =0m

Continue a solug¢do no verso =



2 [30] Calcule a transformada de Fourier de

[x], |x] <1,

1-
fx) = {0, x| > 1.

SOLUCAO DA QUESTAO:

PR = 5 / Flr)e d
= % /_:lf(x) [cos(kx) —isen(kx)] dx

+1
= %/ f(x) cos(kx) dx (pois f é par)
0

1 +1
= —/ [1—x] cos(kx) dx
T Jo

l « 1 — cos(k) .

T K2

Continue a solug¢do no verso =



3 [30] Utilizando o método das caracteristicas, resolva

% N et% =x. $(x0) = f(x).

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faca ¢(x,t) = F(s) sobre x = X(s) e t = T(s):

P(X(s),T(s)) = F(s);
dF _0pdr  opax.
ds  atds oxds’

dr

— =1=T(s) = T(0) +s,

ds —_——
=0

dx

etz
ds ¢
X(s) s
/ dé = / e” dr,
X(0) 0

X(s) = X(0) = ¢ — 1 = X(0) = X(s) + 1 — .

Mas
a
% +et% = x,
ot ox
dF
— =X(0) +¢° -1,
ds

F(s) - F(0) = /O [X(0) +e” — 1] dr

F(s) = F(0) + (X(0) = )s+ (e = 1)

F(0) = f(X(0)) = f(x + 1 —¢');
p(x,t) =F(s) = f(x+1—-e)+(x+1—-e —Dt+(e" - 1)
p(x,t) = f(x+1-e)+(x—e)t+(e"=1)m

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P04B, 24 nov 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Mostre que a integral que surge em problemas de Sturm-Liouville,

b
[ rgeomn ax

onde f e g sdo fungdes complexas quadrado-integraveis de uma varidvel real, e w(x) > 0 é uma fung¢ao real, definem um
produto interno legitimo.

SOLUCAO DA QUESTAO:
@)

b
(f.9) = / Frg(x)w(x) dx

M

b
= [/ f(x)g" (x)w(x) dx

, .
:[/ g () f(x)w(x)dx| = (g, f)

(i)
b
(f.g+h) = / £ ) [g(x) + h(x)]w(x) dx

b b
- / (g (Iw() dx + / F(ORGOw(x) dx
() + (.
(iif)
b
(f.ag) = / F*()ag(mw(x) dx

b
—a [ [ rmgeme o
=a(f.g).
(iv)

b
) = / G0 f Gw(x) dx

b
:/ If (x)]*w(x) dx > 0,

a

desde que f(x) sejanula no maximo em um conjunto enumerdvel de pontos dentro de [a, b], ou seja, desde que “f(x) # 0”
em [a,b].

Continue a solug¢do no verso =



v)

b
Fx)=0= / FOfwx) dx=0m

A rigor, esta ultima deve ser lida: se f(x) for nula exceto em um conjunto enumerdvel de pontos dentro de [a, b], entdo a
integral € nula.

Continue a solu¢do no verso =



2 [25] Se f(x) = (x — 1/2)?, 0 < x < 1, entdio pode-se mostrar que

1
: 1
—2minx
dx = , 0.
‘/0 e f(x)dx Y n#

Calcule

o 1
P
n=1

Sugestao: use a igualdade de Parseval para séries de Fourier complexas,

b +00
GRS W

n=—oo

SOLUCAO DA QUESTAO:

Inicialmente, note que a integral ndo vale para n = 0; mas

1
1
co :‘/0 (x—1/2)*dx = T

Em seguida, note também que a integral € na verdade o coeficiente de Fourier complexo de f(x) paran # 0:

_ 2minx

b
cnzl/ e L f(x)dx;

L

>

0
1;
b

| oIS N
1

—a=1,
1 i 1
— e_ TInx d — .
e /0 fl =5

Agora, a identidade de Parseval para os coeficientes da série de Fourier complexa é

b +o0
GRS WS

n=—oo

1 +co
[ ireorac= 3t

n=—oo

1 +00
C1/2212 dy = e
[ te=122P = 3 el

n=-—oo

1 -1 +00
== > leal+3+ ) leal®
80 i

n=—o0o

1 1 2 +00
e 2 2
80 [12 * ; lenl

1 1 +00 1 2
R | -
80 144 ; [2n2n2]

+00

12 1

180  4m4 L pt
n=1

1 1 &1

T80 = 308 2

7[4_+001

90 = Lungt"®

n=1

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Sabendo que

1 ** sen(x) amikx gy —
2n J_o X
1 +00 . l
—|x| ,—ikx _
— e *le dx = ———,
21 J_o (k2 +1)

%[H(k+1)—H(k— i,

onde H(x) é a fungdo de Heaviside, calcule

1 +00 eikx/+w sen(X—ff)e,m dé dx.
3

2 xX=—00 =—00 X =

SOLUCAO DA QUESTAO:

Trata-se da transformada de Fourier da convolugéo de f(x) = ge"xﬂ com g(x) = e™*; mas pelo teorema da convolugio,

F [f *g] (x) = 2nf (k)g(k)
_H(k+1)-H(k-1)
B k2+1 "

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Resolva

Pp P
_f+—¢=0, 0<x<a 0<y<b
oxr  oy?
34 (0,
M:O, 0<y<hb,
ox
a9 (a,
M:O’ 0<y<hb
ox

¢(x,0) =0, 0<x<aq
¢ (x,b) = Po, 0<x<a.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faca ¢(x,y) = X(x)Y(y); entdo,
exX Y
dx? dy?
1d*x  1d%
—_—— =
X dx? Y dy?
1d2X  1d%Y ;
Xdx2  Ydy?

Oa

>

~ oG

Claramente as condi¢des de contorno homogénas que ja estdo “prontas’” sdo

a¢(0,y)_0 0<y<b
o y=5
8¢(a,y)_0 0<u<b
ax - > —y— b

e correspondem a x = 0 e x = a. Mas

29(0.y) _ dX(0)

Y(y),
ox dx ®
9¢(ay) _ dX(a)
59 - 2 yy):
p™ o LW
portanto, devemos resolver o problema de Sturm-Liouville
dx dx(0) dX(a)
— -IX =0, -0, =0.
dx dx dx

Se A = +k? > 0 com k > 0 (sem perda de generalidade),

dx
— —k’X =0
dx ’
rP—k?=0,
r = +k,
X(x) = Acosh(kx) + Bsenh(kx),
dx
e Asenh(kx) + Bcosh(kx),
X
@ =0= Bcosh(0) =0= B=0;
X
X(@ _ 5 Asenh(ka) =0 = A =0,
X

e A > 0 ndo pode ser autovalor.

Continue a solu¢do no verso =



Se =0,

d*x
—= =,
dx?
X(x) =Ax + B,
dx
2 _A
dx ’
dx(0) =0=>A=0;
dx
sz:AzQ
dx

e B pode ser qualquer. Consequentemente, A = 0 é um autovalor da autofun¢io Xy(x) = B, e sem perda de generalidade

podemos usar o caso Xp(x) = 1.

Se A = —k? < 0 com k > 0 (sem perda de generalidade),

4 ex = 0,
dx
r?+k* =0,
r = +ki,
X(x) = Acos(kx) + Bsen(kx),
dx
e k[—Asen(kx) + Bcos(kx)],
X
w=0$kB=O:B=O,
dx
d);(a) =0 = —kAsen(ka) = 0 = sen(ka) =0,
X
ka = nm,
kn = n_T[,

X, (x) = cos (?)

com A = 1 (sem perda de generalidade).
Procuremos as solugdes Y, (y) associadas. Para n > 0,

d?y,

dy2 B

Paran=0,1A=0e¢

A solucdo geral € da forma

d?y,
——— =Y,
dy
d?y, n?mn?
— -y,
dy? a?
2.2
n-m
Y =0,
a2

Y,(y) = A, cosh (ﬂ) + B, senh (M), n> 1.
a a

e
dy?
Yo(y) = Ao + Boy.

>

$(x,y) = Ag +Boy+Zcos (%) [A,, cosh (n%‘ty) + B, senh (%)] .

com

n=1

$(x,0) =0,
¢ (x, b) = o,

Continue a solu¢do no verso =



Entao,

$(x,0) = 0 = A +§:cos (?) [A,] © A, =0,Vn:
o(x, b)—¢o—Bob+Zcos( )[B senh( ab)};
¢Ocos(%) Bobcos( ) ZB senh( ) ( ax)coS(%);
/ gbocos )dx—Bob/ cos(m:x) dx+nZ:;anenh(%)/0 cos (?) cos (%) dx.

Analisemos os valores de m separadamente. Para m > 0,

/g{)ocos dx—Bob/ cos dx+B senh(m:b)_

2’
b
/ ¢o cos —) dx=0 e senh (ﬂ) # 0,
0 a a

donde B,,, = 0. Por outro lado, se m =0,
a a
/ podx = Bob/ dx,
0 0

ngoa = Boba,
By = %

A solucdo final portanto serd

Px.y) = do m

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
FA, 6 dez 2023
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Transformada de Laplace: sabendo que

Z{e"f(1)} = f(s—a),
(s+ a)2 =2 +2as+ad’,

(s+a)® =5 +3a’s +3as® + &,

calcule

. 252 + 4as + 2a° + b?
s3+3as2+3a2s+a’+b2(s+a) )’

E muito 1itil fazer uma decomposicio do tipo

2A2+B* A’ . A? + B?
A(A2+B%)  A(A2+B%)  A(A2+B?)’

SOLUCAO DA QUESTAO:

2(s? +4as +2a%) + b?
+3as? +3a%s +a® + b2(s + a)
B 2(s +a)? + b?
C (s+a)?+b2(s+a)
B 2(s +a)? + b?
C (s+a)[(s+a)?+b?]
B (s+a)? (s+a)>+b?
T GralGra)l+02] " (sta)l(s+a)?+ b
_ (s+a) N 1

(s+a)?+b? s+a
=Z{ecos(bt)} + L {e ¥} =

fo)=5

=e “cos(bt)+e ¥ m

- 2s% + das + 2a* + b*
$3+3as?2+3a%s+ a3 +b%(s+a)

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Calcule por integra¢ao direta a transformada de Laplace de e’8(t — b), onde b > 0 e 5(-) é a delta de Dirac.

SOLUCAO DA QUESTAO:

/ efa(t—b)e—sfdtzf e*tDEs(t — b) dt
0 0

—o(—s+l)b

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Se f(x) e g(x) sdo funcdes reais, quadrado-integraveis, de uma varidvel real x no intervalo [0, 1], verifique se

1
(fo9) = /0 f(x)g(x)x dx

€ um produto interno legitimo.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Neste caso, temos

Y: VXV ->R
(x.y) = (x,y)
com
(x,y) =(y,x),
(x,y+z)=(x,y) +(x,2),
(x,ay) = a{x,y),
(x,x) >0, x#0,
(x,x) =0, x=0.
Agora,

1
(f.9) = /0 Fx)g(0)x dx
1
- /0 () f(x)xdx = (g f) 1 v
1
(fog+h) = /0 £ [g(x) + h(x)]x dx
1 1
- / F)g(x)xdx + / FERGOXdx = (f.g) + (f.h) 5/
0 0
1
<fy0!9>=/0 F(0) [ag(x)]x dx

1
= a./o fx)g(x)xdx =a{f,g);v

Agora devemos ter o cuidado de definir o que f = 0 e f # O signficam em termos do vetor f: dizemos que f = 0 se
f(x) # 0 no maximo em um conjunto enumeravel de pontos em [0, 1]; caso contrario, f # 0. Entéo,

f(x)#0em [0, 1] =

<f’f>:/Olf(x)f(x)de=/01f2(x)xdx>O;/
f(x)=0em [0,1] =

1 1
(o f) = /0 FOOf(oxdx = /0 Poxds =0

e portanto (f, g) € um produto interno legitimo m

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Resolva

Pp P
_f+—¢=0, 0<x<a 0<y<b
oxr  oy?
34 (0,
M:O, 0<y<hb,
ox
a9 (a,
M:O’ 0<y<hb
ox

¢(x,0) =0, 0<x<aq
¢ (x,b) = Po cos (E), 0<x<a
a

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faca ¢(x,y) = X(x)Y(y); entdo,

aex _d’Y
Y- +X— =0,
dx? dy?
1 d’X L] d’y
Xdx?2  Ydy2
1d°X  1dY
Xdx2  Ydyr

P13

Claramente as condi¢des de contorno homogénas que ja estdo “prontas” sdo

30y _,
ox
op(ay) _

0, 0<y<b,
ox y

e correspondem a x = 0 e x = a. Mas

WOy _aXO),

ox dx
p(ay) dX(a) .
T - dx Y(y);

portanto, devemos resolver o problema de Sturm-Liouville

el O dXG@

dx dx dx

0.

Se A = +k? > 0 com k > 0 (sem perda de generalidade),

dx

— —k’X =0,
dx
r’—k*=0,
r = %k,
X(x) = Acosh(kx) + Bsenh(kx),
dx
e Asenh(kx) + Bcosh(kx),
x
dX—(O) =0= Bcosh(0) =0= B=0;
dfl(a) —0= Asenh(ka) = 0 = A =0,
x

e A > 0 ndo pode ser autovalor.

Continue a solu¢do no verso =



Se =0,

d*x
—= =,
dx?
X(x) =Ax + B,
dx
2 _A
dx ’
dx(0) =0=>A=0;
dx
M=O:A=O,
dx

e B pode ser qualquer. Consequentemente, A = 0 é um autovalor da autofun¢io Xy(x) = B, e sem perda de generalidade

podemos usar o caso Xp(x) = 1.
Se A = —k? < 0 com k > 0 (sem perda de generalidade),

4 ex = 0,
dx
r?+k* =0,
r = +ki,
X(x) = Acos(kx) + Bsen(kx),
dx
e k[—Asen(kx) + Bcos(kx)],
X
w=0$kB=O:B=O,
dx
d);(a) =0 = —kAsen(ka) = 0 = sen(ka) =0,
X
ka = nm,
kn = n_T[,

Xn(x) = cos (?)

com A = 1 (sem perda de generalidade).
Procuremos as solugdes Y, (y) associadas. Para n > 0,

d%y,
——— =Y,
dy
d?y, n?mn?
— -y,
dy? a?
d2Yn 2.2
. 0
dy? a?

Y,(y) = A, cosh (ﬂ) + B, senh (M), n> 1.
a a

Paran=0,1A=0e¢
d%y, 0
dy?
Yo(y) = Ao + Boy.

>

A solucdo geral € da forma
$(x,y) = Ao + Boy + Z cos (@) [A,, cosh (@) + B, senh (@)] .
- a a a
com
¢(x,0) =0, 0<x<aq,
¢(x,b)=¢ocos(ﬂ), 0<x<a.
a

Continue a solu¢do no verso =



Entao,

$(x,0) =0:A0+icos(?) [A,] © A, =0,Vn:
d(x,b) = ¢ocos( ) Bob+Zcos( ) [B senh(nzb)] ;
ngocos(%)cos(m:x) Bobcos( ) ZB senh( ) ( ax)cos(%);
‘/O‘a(/J)()COS(T[a ( dx—Bob/ cos d +ZB senh( )/ cos (%)cos (%) dx.

Analisemos os valores de m separadamente. Para m = 0,

/ (j)() COS dx B()b/ dx = Byba; = By =0.

Param =1,
[ e ) o= S ) [ o )
= Bj senh (%b) /aCOS (%x) cos (%x) dx;
0
¢o = By senh (n—b)
a
$o
senh (”7”) -
Param > 1,

/ g{)ocos cos( Zx) dnganenh (%[b)/oacos(%) cos (%) dx
0 = B,, senh (anb)/acos (%) cos(%) dx =
0

0=B,
A solugdo portanto serd
d(xy) = do cos (n_x) senh ( ) m
senh (“—) a

Continue a solug¢do no verso =
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Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO

Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.

SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS

COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Mostre que o esquema de diferencas finitas (para resolver a equacdo da onda cinematica)

cAt

1
ut =l - 2Ax (i —uiy)
¢ incondicionalmente instdvel.
SOLUCAO DA QUESTAO:
1 cAt
M;H— = u;l - 2Ax (u?+l u?—l)
Co
1
u™ = uf - > (U —uiy) -
Co
1
g =€ - 5 (€ —€ti)
N/2

ein — Z §ze“t” elk;x,— N
I=1

glea(t,ﬁAt)eik[iAx — gleatneik”’Ax _ 9 (é_rleatneik[(Hl)Ax _ Eleatneikl(i—l)Ax) .
> S

eliminando o fator comum §le“t"+‘klmx ,

et —q _ 9 (e+ik1Ax _ e—ikle)
2
=1-iCosenk;Ax.

Mas

le®?| = \/1 +Co? sen?(k;Ax) > 1

e o esquema € incondicionalmente instdvel m

sempre,

>

Continue a solug¢do no verso =




2 [25] Dada a equagao diferencial parcial

ac ac
— +u— = -k,
ot ox
c(x,0) =0,
c(0,t) = co,

onde u, k e ¢y s@o constantes positivas, calcule a sua transformada de Laplace (em t) e obtenha uma equacao diferencial
ordindria para c(x, s).

SOLUCAO DA QUESTAO:

o
< {a—;} =sc(x,s) —c(x,0) = sc(x,s);
A ui = uﬁ;
ox dx
L {-kc} = -kt
Portanto, a EDO é
dc
sra¥ - 2
sc+ udx c

d
(s+k)T+u—" =0.
dx

A condicdo inicial é
c(0,s) = / e (0, 1) dt
t=0

(o)
= / eS¢y dt
t=0

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Sabendo que
©0 2
/ e cos(kx) dx = ge_%,
0

Calcule a transformada de Fourier de f(x) = e

SOLUCAO DA QUESTAO:

Fo =5 [ et ax

l +00 ) .
=5 e X e ikx gx

T J

1 +00

=— e [cos(kx) —isen(kx)] dx
27[ —00 ~—~ —e—.  — ———
par par fmpar
1 +00 7x2
= — e ™ cos(kx)dx
21 J_ o

1 reo
= —/ e ™ cos(kx) dx
0

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Considere o problema de Sturm-Liouville

d | _,.dy
a[e i

Obtenha os autovalores e as autofungdes associados.

+2ey(x) =0,  y'(0)=0, y'(1) =0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Inicialmente, note que p(x) = e, g(x) =0, e w(x) =2e¢™*. AEDO ¢

&y dy
= —eTY =+ 21y =0,
e i Y
Py dy
— - = +2ly=0.
dx?  dx Y
A equacdo caracteristica é
r2—r+21=0;
_1+VI-82
= 3 )
Para que as raizes sejam reais, devemos ter
1-812>0,
1> 84,
1
A< <.
8

Se A =1/8,r =1/2 é uma raiz dupla:

y(x) = c16¥% + crxe™/?,

Y (x) =

cox +2¢ + ¢
— "

1
y' (0) = Se1ter= 0,

1
y' (1) = Eclel/2 + %czel/2 =0,

donde ¢; = ¢; =0, e A = 1/8 ndo € autovalor.
Se A < 1/8, faca
a=1/2>0,
1-84
f="3
y(x) = e* [Acosh(fx) + Bsenh(fx)] ;
Y’ (x) = ae®™ [Acosh(Bx) + Bsenh(fBx)] + fe** [Asenh(fx) + Bcosh(fx)]
= e [(aA + pB) cosh(fx) + (aB + pA) senh(fx)] ;
Yy’ (0) =aA+ B=0,

> 0;

y' (1) = e* [(aA + BB) cosh(f) + (aB + SA) senh(f)| = 0.
—— ——
=0
mas e* # 0 e senh(f) # 0, de modo que podemos simplificar para
aA+ B =0,
PA+aB =0;

<l lol-[o]

ou

Continue a solu¢do no verso =



Mas esse sistema admite solu¢ao ndo-nula quando o determinante € nulo, ou

- p* =0,
aZ:'BZ’
a==+p.

Por hipétese, « = 1/2 > 0,e f > 0, donde @ = f = 1/2, e A = 0 € autovalor. Neste caso, temos B = —A, e

yo(x) = e*/?[cosh(x/2) — senh(x/2)] = 1

¢ uma autofunc@o! Note que A = 0 € o uinico autovalor para a regido A < 1/8.
Prosseguindo, se A > 1/8,

a=1/2>0,
V8AI-1
p= 7

y(x) = e* [Acos(fx) + Bsen(fx)],

y'(x) = ae®™ [Acos(fx) + Bsen(fx)] + fe* [—Asen(fx) + Bcos(fx)]

=e™ [(aA + BB) cos(fx) + (aB — fA) sen(fx)] ;
y'(0) =0 = (a¢A+fB) =0,
y'(1)=0 = e [(aB~pA)sen(f)] = 0

Mas e* # 0, donde

- s:n(ﬁ) ase/i(/a)] [};\] - [8]

e o sistema admitird solu¢des ndo-trivais se o determinante for nulo:

(a® + B*) sen(p) =0,

sen(f) =0,
V8A, -1
fn=—F—=nm
2
8 — 1
n4 = n’n2,
1 n’n?
/1,1 = g + 3 s n>1
B depende de A segundo
a
B=—-—A,
B
de forma que as autofungdes sao
x/2 1
yp(x) =¢ cos(nnx) — — sen(nmnx) |, n>1lm
2nm

Continue a solug¢do no verso =



