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AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCÊ DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTÃO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MÁXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENÇÃO PARA A NOTAÇÃO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO 𝑣

∼
; TENSORES DE ORDEM 2 COMO 𝐴

≈
.

1 [40] Considere o problema de Sturm-Liouville

d
d𝑥

[
e−𝑥

d𝑦
d𝑥

]
+ e−𝑥𝑦 (𝑥) + 𝜆e−𝑥𝑦 (𝑥) = 0, 𝑦 (0) = 0, 𝑦 (1) = 0.

a) [10] Qual é o intervalo dos valores possíveis de 𝜆?

b) [10] Obtenha os autovalores 𝜆𝑛 .

c) [10] Obtenha as autofunções 𝑦𝑛 .

d) [10] Prove que ⟨𝑦𝑚 (𝑥), 𝑦𝑛 (𝑥)⟩ = 0, 𝑚 ≠ 𝑛, ou seja: que as autofunções são ortogonais. Observação: você vai
precisar de

cos(𝑎 − 𝑏) = cos(𝑎) cos(𝑏) + sen(𝑎) sen(𝑏),
cos(𝑎 + 𝑏) = cos(𝑎) cos(𝑏) − sen(𝑎) sen(𝑏).

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

a) Inicialmente, note que 𝑝 (𝑥) = e−𝑥 , 𝑞(𝑥) = e−𝑥 e 𝑤 (𝑥) = e−𝑥 . A EDO é

e−𝑥
d2𝑦

d𝑥2 − e−𝑥
d𝑦
d𝑥

+ e−𝑥 (1 + 𝜆) 𝑦 (𝑥) = 0;

d2𝑦

d𝑥2 − d𝑦
d𝑥

+ (1 + 𝜆) 𝑦 (𝑥) = 0.

A equação característica é

𝑟 2 − 𝑟 + (1 + 𝜆) = 0;

𝑟 =
1 ±

√︁
1 − 4(1 + 𝜆)

2
Inicialmente, suponha 𝑟 ∈ R; então,

1 − 4(1 + 𝜆) ≥ 0,
4(1 + 𝜆) ≤ 1,

1 + 𝜆 ≤ 1
4
,

𝜆 ≤ −3
4
.

Se 𝜆 = −3/4, temos 2 raízes repetidas 𝑟 = 1/2, e

𝑦 (𝑥) = 𝑐1e𝑥/2 + 𝑐2𝑥e𝑥/2 .

com

𝑦 (0) = 0 ⇒ 𝑐1 = 0;
𝑦 (1) = 0 ⇒ 𝑐2 = 0.
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Logo, 𝑦 (𝑥) ≡ 0, e 𝜆 = −3/4 não pode ser autovalor.
Se 𝜆 < −3/4, faça

𝛼 = 1/2 > 0,

𝛽 =

√︁
1 − 4(1 + 𝜆)

2
> 0;

𝑦 (𝑥) = e𝑥/2 [𝐴 cosh(𝛽𝑥) + 𝐵 senh(𝛽𝑥)] ;
𝑦 (0) = 0 ⇒ 𝐴 = 0;

𝑦 (1) = 0 ⇒ e1/2𝐵 senh(𝛽) = 0 ⇒ 𝐵 = 0,
𝑦 (𝑥) ≡ 0,

e novamente 𝜆 não pode ser autovalor.
Finalmente, suponha 𝜆 > −3/4; então as raízes são complexas:

𝛼 = 1/2 > 0,

𝛽 =

√︁
− [1 − 4(1 + 𝜆)]

2
> 0;

𝑟 = 𝛼 ± i𝛽;

𝑦 (𝑥) = e𝑥/2 [𝐴 cos(𝛽𝑥) + 𝐵 sen(𝛽𝑥)] ;
𝑦 (0) = 0 ⇒ 𝐴 = 0;

𝑦 (1) = 0 ⇒ e1/2𝐵 sen(𝛽) = 0 ⇒ sen(𝛽) = 0.

Portanto, o intervalo de valores possíveis de 𝜆 é
𝜆 > −3/4.

b) Como nós supusemos 𝛽 > 0, devemos ter

𝛽𝑛 =

√︁
− [1 − 4(1 + 𝜆𝑛)]

2
= 𝑛π, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

− [1 − 4(1 + 𝜆𝑛)]
4

= 𝑛2π2,

− [1 − 4(1 + 𝜆𝑛)] = 4𝑛2π2,

1 − 4(1 + 𝜆𝑛) = −4𝑛2π2,

−4(1 + 𝜆𝑛) = −1 − 4𝑛2π2,

(1 + 𝜆𝑛) =
1 + 4𝑛2π2

4
,

𝜆𝑛 =
−3 + 4𝑛2π2

4
, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

c) As autofunções correspondentes são
𝑦𝑛 = e𝑥/2 sen(𝑛π𝑥)

d) Dadas duas autofunções 𝑦𝑚 (𝑥) e 𝑦𝑛 (𝑥), o produto interno com 𝑤 (𝑥) = e−𝑥 é

⟨𝑦𝑚, 𝑦𝑛⟩ =
∫ 1

0
𝑦𝑚 (𝑥)𝑦𝑛 (𝑥)𝑤 (𝑥) d𝑥

=

∫ 1

0
e𝑥/2 sen(𝑚π𝑥) e𝑥/2 sen(𝑛π𝑥) e−𝑥 d𝑥

=

∫ 1

0
sen(𝑚π𝑥) sen(𝑛π𝑥) d𝑥

=
1
2

∫ 1

0
[cos((𝑚 − 𝑛)π𝑥) − cos((𝑚 + 𝑛)π𝑥)] d𝑥

=
1

2(𝑚 − 𝑛)

∫ 1

0
cos((𝑚 − 𝑛)π𝑥) (𝑚 − 𝑛)d𝑥 − 1

2(𝑚 + 𝑛)

∫ 1

0
cos((𝑚 + 𝑛)π𝑥) (𝑚 + 𝑛)d𝑥

=
1

2(𝑚 − 𝑛) sen((𝑚 − 𝑛)π𝑥)
����1
0
− 1

2(𝑚 + 𝑛) sen((𝑚 + 𝑛)π𝑥)
����1
0

=
1

2(𝑚 − 𝑛) sen((𝑚 − 𝑛)π) − 1
2(𝑚 + 𝑛) sen((𝑚 + 𝑛)π) = 0
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2 [30] Calcule a transformada de Fourier de

𝑓 (𝑥) =
{

1 − |𝑥 |, |𝑥 | ≤ 1,
0, |𝑥 | > 1.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

F {𝑓 (𝑥)}(𝑘) = 1
2π

∫ +∞

−∞
𝑓 (𝑥)e−i𝑘𝑥 d𝑥

=
1

2π

∫ +1

−1
𝑓 (𝑥) [cos(𝑘𝑥) − i sen(𝑘𝑥)] d𝑥

=
1
π

∫ +1

0
𝑓 (𝑥) cos(𝑘𝑥) d𝑥 (pois 𝑓 é par)

=
1
π

∫ +1

0
[1 − 𝑥] cos(𝑘𝑥) d𝑥

=
1
π
× 1 − cos(𝑘)

𝑘2
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3 [30] Utilizando o método das características, resolva

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ e𝑡

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝑥, 𝜙 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥).

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

Faça 𝜙 (𝑥, 𝑡) = 𝐹 (𝑠) sobre 𝑥 = 𝑋 (𝑠) e 𝑡 = 𝑇 (𝑠):

𝜙 (𝑋 (𝑠),𝑇 (𝑠)) = 𝐹 (𝑠);
d𝐹
d𝑠

=
𝜕𝜙

𝜕𝑡

d𝑇
d𝑠

+ 𝜕𝜙

𝜕𝑥

d𝑋
d𝑠

;

d𝑇
d𝑠

= 1 ⇒ 𝑇 (𝑠) = 𝑇 (0)︸︷︷︸
≡0

+𝑠,

d𝑋
d𝑠

= e𝑡 = e𝑠 ,∫ 𝑋 (𝑠 )

𝑋 (0)
d𝜉 =

∫ 𝑠

0
e𝜏 d𝜏,

𝑋 (𝑠) − 𝑋 (0) = e𝑠 − 1 ⇒ 𝑋 (0) = 𝑋 (𝑠) + 1 − e𝑠 .

Mas

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ e𝑡

𝜕𝜙

𝜕𝑥
= 𝑥,

d𝐹
d𝑠

= 𝑋 (0) + e𝑠 − 1,

𝐹 (𝑠) − 𝐹 (0) =
∫ 𝑠

𝜏=0
[𝑋 (0) + e𝜏 − 1] d𝜏

𝐹 (𝑠) = 𝐹 (0) + (𝑋 (0) − 1)𝑠 + (e𝑠 − 1)
𝐹 (0) = 𝑓 (𝑋 (0)) = 𝑓 (𝑥 + 1 − e𝑡 );

𝜙 (𝑥, 𝑡) = 𝐹 (𝑠) = 𝑓 (𝑥 + 1 − e𝑡 ) + (𝑥 + 1 − e𝑡 − 1)𝑡 + (e𝑡 − 1)
𝜙 (𝑥, 𝑡) = 𝑓 (𝑥 + 1 − e𝑡 ) + (𝑥 − e𝑡 )𝑡 + (e𝑡 − 1)
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