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NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [40] Considere o problema de Sturm-Liouville
d

—xdy
dxe

i +e  y(x) + e *y(x) =0, y(0) =0, y(1) =0.

a) [10] Qual é o intervalo dos valores possiveis de A?
b) [10] Obtenha os autovalores A,,.
¢) [10] Obtenha as autofuncdes y,,.

d) [10] Prove que (ym,(x),yn(x)) = 0, m # n, ou seja: que as autofuncdes sdo ortogonais. Observagio: vocé vai
precisar de

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b),

cos(a+b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b).

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) Inicialmente, note que p(x) =e ™, qg(x) =e ™ e w(x) =e™*. AEDOé
d? d
e e (14 D)y = 0;
Py dy
@—a+(l+l)y(x) =0.

A equacgdo caracteristica é
P—r+(1+1) =0;

1= T-4(1+4)

B 2

Inicialmente, suponha r € R; entdo,

1-4(1+21) >0,
4(1+2) <1,

1+A< -,

BlW A=

A< —
Se A = —3/4, temos 2 raizes repetidas r = 1/2, e
y(x) = c1e¥/? + cpxe™/?.

com

y(0)=0 = ¢ =0;
y(1) =0 = ¢ =0.

Continue a solu¢do no verso =



Logo, y(x) =0, e A = —3/4 ndo pode ser autovalor.
Se A < =3/4, faga

a=1/2>0,
NE= TN

3 ;
y(x) = /% [Acosh(fx) + Bsenh(fx)] ;
y(0)=0 = A=0;
y(1)=0 = el/zBsenh(ﬂ) =0=>B=0,
y(x) =0,

e novamente A ndo pode ser autovalor.
Finalmente, suponha A > —3/4; entdo as rafzes sdo complexas:

a=1/2>0,

f- -[1-4(1+2)] 5 0:
2

r=axif;

y(x) = /2 [Acos(fx) + Bsen(fx)] ;
y(0)=0 = A=0;
y(1)=0 = e'/’B sen(f) =0 = sen(f) = 0.
Portanto, o intervalo de valores possiveis de A é
A>-3/4.

b) Como nds supusemos S > 0, devemos ter

T =401+ A]

ﬁn— > = nm, n=123,...
—[ ( )] 7’127'E2

4 -
—[1-4(1+A,)] = 4n*n?,
1-4(1+A,) = —4n*n?,

—4(1+ A) = -1 — 4n*n?,

1 +4n’n?
(142,) = —T
4
=3 +4n’n?
= =R n=123

¢) As autofungdes correspondentes sao
Up = e*/? sen(nnx) m

z

d) Dadas duas autofungdes y,,(x) e y,(x), o produto interno com w(x) = e ™ &
1
) = [y C6n e i

1
= / e*/? sen(mmnx) /% sen(nmnx) e * dx
0
1
= / sen(mmx) sen(nmnx) dx
0

1 1
) /0 [cos((m — n)mtx) — cos((m + n)nx)] dx

1 1
:2(m1_n)./o cos((m — n)mx) (m—n)dx—ﬁ/o cos((m+ n)nx) (m+ n)dx

1 1

- ; sen((m + n)mx)

= ; sen((m — n)mx) T 2mn)

2(m—n)

1 1
- 2(m—-n) sen((m —mm) - 2(m+n)

0

sen((m+n)nt) =0m

Continue a solug¢do no verso =



2 [30] Calcule a transformada de Fourier de

[x], |x] <1,

1-
fx) = {0, x| > 1.

SOLUCAO DA QUESTAO:

PR = 5 / Flr)e d
= % /_:lf(x) [cos(kx) —isen(kx)] dx

+1
= %/ f(x) cos(kx) dx (pois f é par)
0

1 +1
= —/ [1—x] cos(kx) dx
T Jo

l « 1 — cos(k) .

T K2

Continue a solug¢do no verso =



3 [30] Utilizando o método das caracteristicas, resolva

% N et% =x. $(x0) = f(x).

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faca ¢(x,t) = F(s) sobre x = X(s) e t = T(s):

P(X(s),T(s)) = F(s);
dF _0pdr  opax.
ds  atds oxds’

dr

— =1=T(s) = T(0) +s,

ds —_——
=0

dx

etz
ds ¢
X(s) s
/ dé = / e” dr,
X(0) 0

X(s) = X(0) = ¢ — 1 = X(0) = X(s) + 1 — .

Mas
a
% +et% = x,
ot ox
dF
— =X(0) +¢° -1,
ds

F(s) - F(0) = /O [X(0) +e” — 1] dr

F(s) = F(0) + (X(0) = )s+ (e = 1)

F(0) = f(X(0)) = f(x + 1 —¢');
p(x,t) =F(s) = f(x+1—-e)+(x+1—-e —Dt+(e" - 1)
p(x,t) = f(x+1-e)+(x—e)t+(e"=1)m

Continue a solug¢do no verso =



