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AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCÊ DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTÃO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MÁXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENÇÃO PARA A NOTAÇÃO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO 𝑣

∼
; TENSORES DE ORDEM 2 COMO 𝐴

≈
.

1 [25] Resolva a equação diferencial
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 1
𝑇
𝑥 = 𝛿 (𝑡), 𝑥 (0−) = 0,

usando obrigatoriamente transformadas de Laplace. Por causa da presença da distribuição delta de Dirac, é conveniente
definir

L {𝑓 (𝑡)} ≡
∫ ∞

0−
𝑓 (𝑡)e−𝑠𝑡 d𝑡 .

Siga o seguinte roteiro:

a) [05] Monte a tabela de transformadas de que você necessitará, na ida ou na volta, calculando L {𝑒𝑎𝑡 } e L {𝛿 (𝑡)}.

b) [05] Mostre que
L {𝐻 (𝑡 − 𝑎) 𝑓 (𝑡 − 𝑎)} = 𝑒−𝑎𝑠L {𝑓 (𝑡)}.

c) [15] De posse dos resultados de a) e de b), resolva o problema.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

a)

L {e𝑎𝑡 } =
∫ ∞

0−
e−𝑠𝑡e𝑎𝑡 d𝑡 =

1
𝑠 − 𝑎

;

L {𝛿 (𝑡)} =
∫ ∞

0−
e−𝑠𝑡𝛿 (𝑡) d𝑡 = 1.

b) ∫ ∞

0−
𝐻 (𝑡 − 𝑎) 𝑓 (𝑡 − 𝑎)e−𝑠𝑡 d𝑡 =

∫ ∞

0−
𝐻 (𝑡 − 𝑎) 𝑓 (𝑡 − 𝑎)e−𝑠 (𝑡−𝑎)e−𝑎𝑠 d𝑡

= e−𝑎𝑠
∫ ∞

0−
𝐻 (𝑡 − 𝑎) 𝑓 (𝑡 − 𝑎)e−𝑠 (𝑡−𝑎) d(𝑡 − 𝑎)

= e−𝑎𝑠
∫ ∞

𝑎

𝑓 (𝑡 − 𝑎)e−𝑠 (𝑡−𝑎) d(𝑡 − 𝑎)

= e−𝑎𝑠
∫ ∞

𝜏=0
𝑓 (𝜏)e−𝑠𝜏 d𝜏

= e−𝑎𝑠L {𝑓 (𝑡)}.

c)

𝑠𝑥 − 𝑥 (0−) +
1
𝑇
𝑥 = 1

𝑥

(
𝑠 + 1

𝑇

)
= 1

𝑥 =
1

𝑠 − −1
𝑇

= L {𝐻 (𝑡)e−𝑡/𝑇 } ⇒

𝑥 (𝑡) = 𝐻 (𝑡)e−𝑡/𝑇 .

Continue a solução no verso =⇒



2 [25] Sabendo que ∫ π

0
𝑥 sen(𝑥) d𝑥 = π,∫ π

0
𝑥2 d𝑥 =

π3

3
,∫ π

0
sen2 (𝑥) d𝑥 =

π

2
,

utilize obrigatoriamente a desigualdade de Schwarz para obter uma desigualdade envolvendo π e
√

6. Simplifique ao
máximo.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

| ⟨𝑓 , 𝑔⟩ | ≤ ∥ 𝑓 ∥∥𝑔∥,����∫ π

0
𝑥 sen(𝑥) d𝑥

���� ≤ [∫ π

0
𝑥2 d𝑥

]1/2 [∫ π

0
sen2 (𝑥) d𝑥

]1/2
;

π ≤
[
π3

3

]1/2 [π
2

]1/2

π ≤
[

π4

3 × 2

]1/2

π ≤ π2
√

3
√

2
⇒

π ≥
√

3
√

2 =
√

6

Continue a solução no verso =⇒



3 [25] Obtenha a série de Fourier complexa de

𝑓 (𝑥) = 𝑥 + i, −π ≤ 𝑥 ≤ +π, i =
√
−1.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

𝑓 (𝑥) =
+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑐𝑛e

2𝑛iπ𝑥
𝐿 ;

𝑐𝑛 =
1
𝐿

∫ 𝑏

𝑎

e−
2𝑛iπ𝑥

𝐿 𝑓 (𝑥) d𝑥 ;

𝑎 = −π,
𝑏 = +π,
𝐿 = 𝑏 − 𝑎 = 2π;

𝑐𝑛 =
1

2π

∫ +π

−π
e−

2𝑛iπ𝑥
2π [𝑥 + i] d𝑥

=
1

2π

∫ +π

−π
ei𝑛𝑥 [𝑥 + i] d𝑥 ;

=
1

2π

∫ +π

−π
[cos(𝑛𝑥) − i sen(𝑛𝑥)] [𝑥 + i] d𝑥

=
1

2π

{
i
∫ +π

−π
cos(𝑛𝑥) d𝑥 − i

∫ +π

−π
𝑥 sen(𝑛𝑥) d𝑥

}
;∫ +π

−π
cos(𝑛𝑥) d𝑥 = 0,∫ +π

−π
𝑥 sen(𝑛𝑥) d𝑥 = −2π(−1)𝑛

𝑛
,

𝑐𝑛 =
−i
2π

× −2π(−1)𝑛
𝑛

= i
(−1)𝑛
𝑛

, 𝑛 ≠ 0.

O cálculo de 𝑐0 precisa ser feito separadamente:

𝑐0 =
1

2π

∫ +π

−π
[𝑥 + i] d𝑥 = i.

Portanto,

(𝑥 + i) = i

1 +
+∞∑︁

𝑛=−∞
𝑛≠0

(−1)𝑛
𝑛

ei𝑛𝑥



Continue a solução no verso =⇒



4 [25] O Engenheiro Ambiental Matt Matcal sabe que duas variáveis ambientais que sempre têm média zero, 𝑥 ′ e 𝑦′,
estão ligadas pela relação teórica 𝑦′ = (𝑥 ′)2. Por isso, ele propõe calcular um índice estatístico de dependência definido
por

[𝒙′,𝒚′] ≡ 1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥 ′𝑖 )2𝑦′𝑖 ,

onde 𝒙′, 𝒚′ ∈ R𝑛 e
1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥 ′𝑖 = 0,
1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑦′𝑖 = 0.

Verifique se [𝒙′,𝒚′] é um produto interno legítimo.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Para 𝒙′, 𝒚′ ∈ R𝑛 as propriedades de um produto interno são

⟨𝒙′,𝒚′⟩ = ⟨𝒚′, 𝒙′⟩ ,
⟨𝒙′, 𝛼𝒚′⟩ = 𝛼 ⟨𝒙′𝒚′⟩

⟨𝒙′,𝒚′ + 𝒛′⟩ = ⟨𝒙′,𝒚′⟩ + ⟨𝒙′, 𝒛′⟩ ,
⟨𝒙′, 𝒙′⟩ > 0, 𝒙′ ≠ 0,
⟨𝒙′, 𝒙′⟩ = 0, 𝒙′ = 0.

Verifiquemos a primeira:

[𝒙′,𝒚′] = 1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥 ′𝑖 )2𝑦′𝑖

≠
1
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑦′𝑖 )2𝑥 ′𝑖 = [𝒚′, 𝒙′],

e portanto o índice de Matt não é um produto interno legítimo

Continue a solução no verso =⇒


