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Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.

SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS

COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Mostre que o esquema de diferencas finitas (para resolver a equacdo da onda cinematica)

cAt
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ut =l - 2Ax (i —uiy)
¢ incondicionalmente instdvel.
SOLUCAO DA QUESTAO:
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eliminando o fator comum §le“t"+‘klmx ,

et —q _ 9 (e+ik1Ax _ e—ikle)
2
=1-iCosenk;Ax.

Mas

le®?| = \/1 +Co? sen?(k;Ax) > 1

e o esquema € incondicionalmente instdvel m

sempre,

>

Continue a solug¢do no verso =




2 [25] Dada a equagao diferencial parcial

ac ac
— +u— = -k,
ot ox
c(x,0) =0,
c(0,t) = co,

onde u, k e ¢y s@o constantes positivas, calcule a sua transformada de Laplace (em t) e obtenha uma equacao diferencial
ordindria para c(x, s).

SOLUCAO DA QUESTAO:

o
< {a—;} =sc(x,s) —c(x,0) = sc(x,s);
A ui = uﬁ;
ox dx
L {-kc} = -kt
Portanto, a EDO é
dc
sra¥ - 2
sc+ udx c

d
(s+k)T+u—" =0.
dx

A condicdo inicial é
c(0,s) = / e (0, 1) dt
t=0

(o)
= / eS¢y dt
t=0

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Sabendo que
©0 2
/ e cos(kx) dx = ge_%,
0

Calcule a transformada de Fourier de f(x) = e

SOLUCAO DA QUESTAO:

Fo =5 [ et ax
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=5 e X e ikx gx
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=— e [cos(kx) —isen(kx)] dx
27[ —00 ~—~ —e—.  — ———
par par fmpar
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Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Considere o problema de Sturm-Liouville

d | _,.dy
a[e i

Obtenha os autovalores e as autofungdes associados.

+2ey(x) =0,  y'(0)=0, y'(1) =0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Inicialmente, note que p(x) = e, g(x) =0, e w(x) =2e¢™*. AEDO ¢

&y dy
= —eTY =+ 21y =0,
e i Y
Py dy
— - = +2ly=0.
dx?  dx Y
A equacdo caracteristica é
r2—r+21=0;
_1+VI-82
= 3 )
Para que as raizes sejam reais, devemos ter
1-812>0,
1> 84,
1
A< <.
8

Se A =1/8,r =1/2 é uma raiz dupla:

y(x) = c16¥% + crxe™/?,

Y (x) =

cox +2¢ + ¢
— "

1
y' (0) = Se1ter= 0,

1
y' (1) = Eclel/2 + %czel/2 =0,

donde ¢; = ¢; =0, e A = 1/8 ndo € autovalor.
Se A < 1/8, faca
a=1/2>0,
1-84
f="3
y(x) = e* [Acosh(fx) + Bsenh(fx)] ;
Y’ (x) = ae®™ [Acosh(Bx) + Bsenh(fBx)] + fe** [Asenh(fx) + Bcosh(fx)]
= e [(aA + pB) cosh(fx) + (aB + pA) senh(fx)] ;
Yy’ (0) =aA+ B=0,

> 0;

y' (1) = e* [(aA + BB) cosh(f) + (aB + SA) senh(f)| = 0.
—— ——
=0
mas e* # 0 e senh(f) # 0, de modo que podemos simplificar para
aA+ B =0,
PA+aB =0;

<l lol-[o]

ou

Continue a solu¢do no verso =



Mas esse sistema admite solu¢ao ndo-nula quando o determinante € nulo, ou

- p* =0,
aZ:'BZ’
a==+p.

Por hipétese, « = 1/2 > 0,e f > 0, donde @ = f = 1/2, e A = 0 € autovalor. Neste caso, temos B = —A, e

yo(x) = e*/?[cosh(x/2) — senh(x/2)] = 1

¢ uma autofunc@o! Note que A = 0 € o uinico autovalor para a regido A < 1/8.
Prosseguindo, se A > 1/8,

a=1/2>0,
V8AI-1
p= 7

y(x) = e* [Acos(fx) + Bsen(fx)],

y'(x) = ae®™ [Acos(fx) + Bsen(fx)] + fe* [—Asen(fx) + Bcos(fx)]

=e™ [(aA + BB) cos(fx) + (aB — fA) sen(fx)] ;
y'(0) =0 = (a¢A+fB) =0,
y'(1)=0 = e [(aB~pA)sen(f)] = 0

Mas e* # 0, donde

- s:n(ﬁ) ase/i(/a)] [};\] - [8]

e o sistema admitird solu¢des ndo-trivais se o determinante for nulo:

(a® + B*) sen(p) =0,

sen(f) =0,
V8A, -1
fn=—F—=nm
2
8 — 1
n4 = n’n2,
1 n’n?
/1,1 = g + 3 s n>1
B depende de A segundo
a
B=—-—A,
B
de forma que as autofungdes sao
x/2 1
yp(x) =¢ cos(nnx) — — sen(nmnx) |, n>1lm
2nm

Continue a solug¢do no verso =



