TEAO10 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO1A, 03 abr 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Quando um explosivo é detonado debaixo d’4gua, ele se converte quase que instantaneamente em gas. A pressdao
inicial do gds € pp. A explosdo produz uma onda de choque esférica que se propaga (expandindo-se) pela 4gua. Durante
a propagacdo, o raio da R da esfera aumenta, e a pressdo p do gis em seu interior diminui. A pressdo p do gis durante
a explosdo depende das varidveis pg, R, p (massa especifica da 4gua, cujas dimensdes sdo M L™3), k7 (compressibilidade
isotérmica da dgua) e da massa m de explosivo. Note que k7 € definido por

1 ( ap )
kr=—|—]|.

p \op
H4 3 dimensdes fundamentais M, L e T, e 6 varidveis. Obtenha os 3 parametros adimensionais do problema, escolhendo
obrigatoriamente py, R e p como varidveis em comum (no maximo) para os mesmos.

SOLUCAO DA QUESTAO:

A lista de varidveis e dimensodes é

[p] =ML'T?,
[xr] =M 'LT?
[m] = M,
[po]l =ML T2,
[R] =L
[p] =ML
Os 3 grupos adimensionais sdo:
_ apb ¢
Hl = PPOR 5

[I] = ML T2 ML T 2L ML)
1= MOLOTO — Ml+a+c L—l—a+b—30-|-—2—2a.

O sistema de equagdes €

a+c=-1,
—a+b-3c=1,
—2a=2
dondea=-1,b=0,c=0e¢
m=2
po

I, = KTpgRb ‘
[I] = M LT ML T2 L M L3
1= MOLOTO — M—1+a+cL1—a+b—3cT2—2a

Continue a solu¢do no verso =



O sistema de equagdes €

at+c=1,
—a+b-3c=-1,
—2a=-2
dondea=1,b=0,c=0¢
IT; = krpo.
Il = apb ¢
3—mP0R 5

[ ] = IMIIMLT T2 L ] ML
1= MOLOTO — Ml+u+chu+b73cT72a

O sistema de equagdes €

at+c=-1
—a+b-3c=0
—2a=0

dondea=0,b=-3,c=-1e
3=mR>p 'm

Continue a solu¢do no verso =



2 [25] Escreva uma linha de Python que converte 7777 da base 10 para a base 2.

SOLUCAO DA QUESTAO:
bin(7777) =

Continue a solu¢do no verso =



325

a) [05] Calcule a integral analitica

+7/2
I= / cos(x) dx.

/2

b) [10] Aproxime o cos(x) por uma pardbola f(x) = ax? + bx + ¢ passando por (-7/2,0), (0, 1) e (+1/2,0) (ou seja:

encontre a, b € ¢).

¢) [10] Com a, b e ¢ encontrados acima, obtenha o valor de

+1/2

I, = f(x)dx.
-n/2

Atencao: simplifique ao maximo o resultado para I, e depois obtenha I, numericamente, fazendo as contas a mao,

com apenas 3 algarismos significativos: qual € a diferenca relativa |(I, — I)/I|?

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)

b)

donde

)

Ia—I‘ _209-2 0,09

+1t/2
I= / cos(x) dx = 2.

/2

2
TT
—+1=0,
g
4
a=-—,
J.[2
b=0.

4
fx) = ——2x2+ 1;
T

2

F(x)dx = 2X ~ 2,09;

3

I 2 2

—=0045m

Continue a solu¢do no verso =



4 [25] (Anulada: resposta foi impressa na prova) Traduza a fungdo em Python abaixo em apenas duas formulas (no

mdaximo) para o cdlculo da integral numérica correspondente.

def simple(n,a,b,f):
dx = (b-a)/n;
I=20.0;
for i in range(l,n+1):
xi = a + (i-0.5)*dx
I += f(xi)*dx
return I

SOLUCAO DA QUESTAO:

Ax = (b—-a)/n,

I= zn:f(a+ (i—1/2)Ax)Ax
i=1

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO1B, 10 abr 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO

Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.

SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS

COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Quando um escoamento uniforme com velocidade

U encontra uma placa de comprimento L, forma-se uma z

camada-limite (mostrada ao lado em cinza), que € uma re- é =
gido em que a velocidade vai de zero na placa até U no limite §

superior da camada-limite. As varidveis de interesse do pro- =

blema sdo a forca por unidade de largura F da placa sobre § : s
0 escoamento, a massa especifica p do fluido, a viscosidade = =t= -
cinemdtica v do fluido ([v]] = L2T™"), o comprimento L da L

placa, a espessura § da camada-limite em x = L, e a veloci-

dade nao-perturbada U.

Utilizando como varidveis comuns (no maximo) p, U e L,

obtenha os 3 grupos adimensionais do problema.

SOLUCAO DA QUESTAO:
A lista de variaveis e dimensoes €

[F] =MT72
[vl=LT7",
6] =L

[pl =ML,
[U]=LT"
[L] =L

Os 3 grupos adimensionais sdo:
Il; = Fp?UPL,

[T ] = [M

T2 ML LLT P

1 - MOLOTO - M1+aL_3a+b+CT_2_b.

O sistema de equacdes é

a+1=0,
-3a+b+c=0,
-b-2=0,
dondea=-1,b=-2,c=-1e
I = F
' ourr
I, = vp?UPLS,

[T] = [L

PTMLT LT

l — MOLOTO — MaL2—3a+b+cT—1—b

Continue a solug¢do no verso =



O sistema de equagdes €

a=0,
-3a+b+c+2=0,
-b-1=0,
dondea=0,b=-1,c=-1e

14

I, = —.

2T UL

IT; = 5p°UPLS,

[m] = [LIIM L4 [LT 1121
1 — MOLOTO — MaL1—3a+b+CT—b

O sistema de equagdes €

a=0,
-3a+b+c+1=0,
-b=0,
dondea=0,b=-0,c=-1e
1)
HS:Z.

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Dado o programa em Python a seguir,

#!/usr/bin/python3
from numpy.random import rand
fob = open(’a.bin’,’wb’)
for k in range(3):
a = rand(10)
a.tofile(fob)
fob.close()

e sabendo que um float ocupa 8 bytes em Python, qual é o tamanho do arquivo ’a.bin’ em bytes que o programa gera?

SOLUCAO DA QUESTAO:
240

Continue a solu¢do no verso =



3 [25] A Regra de Simpson para integracdo numérica utiliza um nimero par de intervalos e aproxima a integral de f(x)
com 2n + 1 pontos segundo

b X
[0 = B2 1)+ 47 (c0) + 2+ 2 i) + 4 ) + £,

onde xy = a, x, = b, e Ax = (b — a)/(2n). Escreva uma fun¢io simpson (em Python) que calcula a férmula acima. Os
argumentos de entrada devem ser (m,a,b,f), onde m =2n e f € a fungdo a ser integrada.

SOLUCAO DA QUESTAO:

def simpson(m,a,b,f):
assert(m % 2 == 0)

dx = (b-a)/m
Se = f(a) + b(b)
S4 = 0.0

for k in range(1,m,2):
xk = a + k*dx
S4 += f(xk)

S4 x= 4

S2 = 0.0

for k in range(2,m,2):
xk = a + k*xdx

S2 += f(xk)
S2 x= 2
I = (dx/3.0)*(Se + S84 + 82)
return I

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] A funcio

X

e
f(x)—ﬁ

ndo pode ser integrada em termos de fungdes transcedentais elementares. No entanto, expandindo-se exp(—x) em série
de Taylor em torno de x = 0, é possivel obter facilmente uma “série” para f(x), cujos primeiros termos sao

1 W32 52 T2 92

Fe =7 2 6 24 1207

a) [12.5] Obtenha o termo geral da série acima, ou seja: obtenha as expressdes para C, € p, paran = 0,1,2,... que
concordam com os termos acima e tais que

f(x) = Z CpxPn,
n=0
b) [12.5] Integrando termo a termo, encontre a série (isto é, D,, e g,) da primitiva de f(x):
F(x) = Z Dyxin
n=0

de tal forma que F’'(x) = f(x).

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)
exp(—x) . 1n\ nX"
2 Z_;)(_l) n!
© n—1/2
= D)
n=0
portanto, C, = (_nﬁ epp,=n—1/2.
b) Integrando termo a termo,
ad xn—l/2
Fw = [ fwar= [ Y
n=0

(=n" L2,
(n+1/2)n! ’

logo,Dn:(n(;l—})z)n!eqnzn+l/2 n

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P02A, 28 abr 2023
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Como vimos em aula, o método de Runge-Kutta permite resolver (em principio) qualquer sistema de equacdes
diferenciais ordindrias do tipo
dy

a f(x> y)

simplesmente programando f(x,y) e passando a fun¢do como argumento para rk4 (x,y,h,f). Se o sistema de EDOs &

4 |9 Y +y3
dx Y21 =1Y3 — Y1,
Y3 Y1ty

programe a f (x,y) correspondente em Python.

SOLUCAO DA QUESTAO:

from numpy import array
def f(x,y):
return array([y[1]+y[2],y[2]-y[0],y[0]+y[11])

Continue a solug¢do no verso =



2 [25]1Se E = ((1,1), (~1,1)) é uma base do R?, obtenha as coordenadas de v = (3,4) na base E.

SOLUCAO DA QUESTAO:

v = aej + bey,

(3,4 =a(l,1)+b(-1,1)

(3,4) =(a-b,a+b),

a—-b=3,

a+b=4,
2a =17,
a=17/2,

7/2-b=3,

b=7/2-3=7/2-6/2=1/2m

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Determine a projegdo do vetor v = (3,3, 1) na direcdo do vetor p = (1/2,1/2,1/2).

SOLUCAO DA QUESTAO:

1Pl = NIAT AT 173 = V373 = 2,

1 2
=—p=—(1/21/2,1)2);
pl? \/g(/ /2,1/2)

v-m=(3,3,1)-%(1/2,1/2,1/2)

2
3

[3/2+3/2+1/2]

N

Sl Sl
&~

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Se u, v, w e p sdo vetores do R3, calcule
([uxov] xw)-p

em fungdo dos produtos escalares (u -w), (v -+ p), (u- p) e (v+w). Sugestao: vocé vai precisar da identidade polar.

SOLUCAO DA QUESTAO:

[u X v]k = €ijkUivj,

[uxov] xXw = exim|[u X ov]rwen,

= €kImEijk UiV W]€m;
([u X 0] XW) * p = €xim€ijkUiVjWie€m * Pnen

= €ijk€kImUi0WIPnOmn
= €ijkEklmUiVjWIPm
= €ijk€EimkUiVjWIPm
= (616 jm — Sim0j)uivjWipm
= U0jWipj — UiD;WiP;
= (wywi) (vjpj) — (wipi) (vjwj)
=(u-w)(v-p)—(u-p)(v-w)m

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO2A, 28 abr 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO

Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Dado o programa a seguir escrito em Python,

passo em X

nimero de passos

+ k4/6.0

da solugdo numérica

# imprime o arquivo de saida

% (x[il,y[il[0],y[i]1[1]) )

1 #!/usr/bin/python3

2 from numpy import array

3 h =0.1 #

4 x = [0.0] # x inicial
5 y = [array([1.0,0.01)] # y inicial
6 n = int(10/h) #

7 def ff(x,y):

8 return array ([y[0l+y[1],y[0]l-y[11]1)
9 def rk4(x,y,h,ff):

10 k1 = h*xff(x,y)

11 k2 = h*ff(x+h/2,y+k1/2)

12 k3 = h*ff(x+h/2,y+k2/2)

13 k4 = h*ff(x+h,y+k3)

14 yn = y + k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0

15 return yn

16 for i in range(O,n): # loop

17 xn = (i+1)x*h

18 yn = rk4(x[il,y[il,h,£ff)

19 x.append (xn)

20 y.append (yn)

21 fou = open('ruk.out','wt')

22 for i in range(O,n+1):

23 fou.write( '%12.6f,%12.6f,%12.6f\n"
24  fou.close()

qual é o problema que ele resolve? Escreva todas as equagdes que especificam completamente o problema.

SOLUCAO DA QUESTAO:

d

dx

+1
+1

Y1
Y2

+1
-1

Y1
Y2

]’ y1(0) =1, y2(0) =0m

Continue a solug¢do no verso =



2 [25]1Se E = ((1,1,0), (1,-1,0), (0,2, 1)) é uma base do R3, obtenha as coordenadas de v = (1,1,1) na base E.

SOLUCAO DA QUESTAO:

v = xe; + ye) + zes,
(L1,1) =x(1,1,0) + y(1,-1,0) + 2(0,2, 1),
(LL1) =(x+y,x—-y+2z2),
z=1,
x+y=1,
x—y=1-2=-1,
x =0,

y=1m

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Seja E = (e, ez, e3) a base candnica do R3,eF=(ff5 uma outra base, onde
pJ2J3

1
f1 = ﬁ(l, 1, 1),
f2= %(—1,2,—1),
1
fr= Lo,

a) [10] Mostre que F é uma base ortonormal.

b) [15] Calcule a matriz de rotagdo de E para F.

SOLU(;AO DA QUESTAO:

a)
firfi=1
fi-fa=ff1=0
fl'f3=f3'f1= >
Hoh=1
ff=0,
=1

b)

Cl]:fj €;
Chi=f e —L'
11 =J 1—\/5,
1

C12=f2 e = — N

Gy = er=—;
h V3
Con=f,-e 2
2 = 2= —;
? V6
C3=fy-e2=0;
1
G = e3 = —;
fl \/g
1
C=f,-e3=——;
2 V6
1
Cy3=fe3=—.
f3 \/5
1 _1 _L
€l1=\% w O=
1 1 1
Vi Vv W2

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Se
A =Apeen, x XY = €jkXiyje,

onde (ey, e, e3) é a base candnica, obtenha uma expressio em notacao indicial para

A-[xxy].

SOLUCAO DA QUESTAO:

A-[x Xy] = Apeen - €jkxiyjex
= Aimxiyj€ijkei(em - ex)
= AimXiyj€ijke1Omk
= Alkxiyjeijkel [ ]

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

PO3A, 26 mai 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Usando obrigatoriamente a regra de Leibniz, calcule

d /’2" sen(t/x)
—=dt.

dx t

SOLUCAO DA QUESTAO:

A regra de Leibnitz é

d [t db da b&) af(x,t)
a o) f(x, t) dt = f(x, b)a —f(x, a)a + l(x) T dt.
Agora,
d /2x sen(%) dr = sen(2x/x)) d(2x)  sen(x/x) d(x) +/2x o sen(t/x) "
dx J, t - 2x dx x dx ~ 0X t
2x
_ sen(2) B sen(1) +/ lcos(i) x—izdt
x X x L X x
sen(2) sen(l) 1 /2x t\ dt
= — = cos(—)—
X x x Jy x/ x
2
_ sen(2) _ sen(1) B 1/ cos(u) du
x x x Ji
sen(2) B sen(1) B sen(2) B sen(1)

=0m

X X X X

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Se .
flx,y) = m,

Calcule a integral
I= [/ f(x,y) dydx
Ry

onde R, € 0 semi-circulo definido por ?+y’<lex>0.

SOLUCAO DA QUESTAO:
E infinitamente mais f4cil usar coordenadas polares. Primeiramente,

x =rcos(6),
y = rsen(0),

Agora,

//R ny(X,y)dydxz //R . g(r,@)'(;i):”;/; dodr:

o ox
% &
ar a0
cos(6) —rsen(0)
sen(f) rcos(6)

r;

Mas
Axy)

ar,0)

Logo,

_ a(x, y)
I= //Rrg g(r, 9)‘80’ ) dodr

/l +1/2 COS(@) 4 do
= rdr
r=0 J0=—m/2 r

+1/2

=/ cos(0) do
0=—7/2

_ +/2 _

= [sen(@)]_n/2 =2m

Continue a solug¢do no verso =



3251 Se
F = (yz2 + yzz)i + (xzz + xzz)j + (xy2 + xzy)k,

calculeo V x F.

SOLUCAO DA QUESTAO:

i j k
VxF= 2 > 2
(y22 +y%z) (FPz+x2%)  (xy® +x*y)k,
= [(2xy +x%) = (x? + 2x2)]i + [(2yz + y*) — (v* + 2x1)]j + [(2xz + 2°) — (2 + 2y2) ]k
=2(xy —x2)i+2(yz —xy)j+2(xz—yz)k m

Continue a solug¢do no verso =



41251Se F (x,y) = —yi + xj, calcule o valor da integral de linha

y
I:j{F-dr

ao longo do caminho fechado formado pelos lados do tridngulo equildtero
da figura (o tamanho dos lados € 1).

SOLUCAO DA QUESTAO:
Use o Teorema de Green: se F = Pi+ Qj],

§ rassoa [ [2-2] u

aQ
ax
oP

]
1=

MasP =-yeQ =x;

1’

-1

// 2dA =24,
S

onde A € a drea do tridngulo retdngulo:

1 T V3
A—Exlxlsen(g)—j,
IZ?I

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO3B, 03 jun 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

=1 el

1 [25] Resolva o sistema de EDOs

SOLUCAO DA QUESTAO:

A matriz € simétrica. Existem dois autovalores reais e dois autovetores mutuamente ortogonais. Os autovalores e
autovetores associados sao

A=0= 0 =(1,1),
/1=2=>02=(1,—1).

Na base A = (v, v;) dos autovetores o sistema fica

i u _ 0 0 u
dt [w2], [0 2f|w],’
ou
d
ZIA =0ujq = ua(t) = Cy,
t
d
“24 =2upp = upa(t) = CQCZt.
dt
Portanto,

1

! +C2€2t |:_11:| | ]

uj
[ ] =ujav1 +upav = Cy
uz

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Sabendo que

/ a d t (x>+C
———— dx = arctg [ — )
x2 +a? £ a

pe
I= ——— dydx
f/nyx2+y2 y

Calcule a integral

onde R,y €aregiio0<x<1,0<y < x.

SOLUCAO DA QUESTAO:

y=0
1
=/ [arctg(1) — arctg(0)] dx
x=0
/1 T[dx T
= — = —n
x=0 4

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Se F(x,y) = —yi+ xj, sem utilizar os teoremas de Stokes ou de
Green, calcule o valor da integral de linha

I=}1§F~dr

ao longo do caminho fechado formado pelos lados do tridngulo equildtero
da figura (o tamanho dos lados é 1). Sugestao: parametrize cada um dos
3 segmentos de reta que formam os lados do tridngulo e some as integrais
de linha sobre cada trecho.

SOLUCAO DA QUESTAO:
As coordenadas dos pontos sdo

Os segmentos de reta podem ser parametrizados como se segue:

CA:

x =at+b,

y=ct+d,
x(0)=1/2=>b=1/2,
x(1)=0=a=-1/2,
y(0)=0=d=0,

y(1) = ? =c= ?;
x(t) = (-1/2)t+1/2,
V3
y(t) = 71‘-
AB:
x =at+b,
y=ct+d;

x(0)=0=b=0,
x(1)=-1/2=a=-1/2,

V3 V3
y(0) = 5 =d= 5
y(1)=?=>c=—?;
x(t) = (=1/2)t,
y(t)=?[1—t].

Continue a solug¢do no verso =



BC:

Sobre CA:

Sobre AB:

Sobre BC:

Portanto,

—

x =at+b,

y=ct+d;

x(0)=-1/2=b=-1/2,
x(1)=+1/2 = a=+1,

y(0)=0=d=0,
y(1)=0=¢=0;

x(t)=t-1/2,
y(t) = 0.
dr = (dx,dy) = (—%, ?) dt,

F=(-yx)= (—?t, (-1/2)t + 1/2),

F.dr= [£t+\/§

4

dr = (dx,dy) = (

F=(-yx) = (—\/73(1 - 1), (—1/2)t),

1
-dr=/ ﬁdtzﬁ.
o 4

4

2’

V3
)

-dr=[?(l—t)+?t dt =
'V
dl"— ) Tdt—T.

dr = (dx,dy) = (1,0) dz,
F=(-gx)=(0,t-1/2),

F-dr =0,

/ F-dr=0.
BC

V3

(1= ==
4( t)ldt 4dt,

V3
Tdt

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Encontre a solu¢do geral da EDO

dy y
= 4+ =
dx x+1
SOLUCAO DA QUESTAO:
Yy = uv,
%+ %_l__uv = cos(x)
Yax Tl Txr1 T
dv+ v . du—cos()
“ dx x+1 z)dx_ )
dv+ v
dx x+1
d d.
—v+ a =0,
v x+1

Injo| +1In|x + 1| = ki,
Injo(x+1)| =k,
o(x+ 1) = =k,

U(x+ 1) = +ky = k3,

f— k3 .
T x+
&d_u = cos(x)
x+1dx )
du 1
o E(x+ 1) cos(x),

u= kl [(x+1)sen(x) + cos(x) + k4],
3

y=uv= kl [(x+ 1) sen(x) + cos(x) + k4]
3

=sen(x) +

cos(x)
x+1

k3

x+1

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

PO4A, 17 jun 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Encontre a solu¢do geral da EDO nio-linear

d
d_y +ay = -by’, y(0) = yo,
X

a> 0,b > 0. Sugestao: Tente y = uv e resolva uma EDO linear e homogénea em v.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faca y = uo:
d d
ud—v + Ud—u +auv = —bu303,
x x
d d
é + av u+v§ = —bu’o’
Obrigue o termo dentro dos colchetes a ser nulo, e resolva:
v =vpe” V.
Substitua no que restou:
du
R, A 3 2,
™ u’v
d
u—'; = —b[oge ]2 dx,
d
—1; = —bvée*Z“" dx,
u
2
L_Lz_%(l_ —2ux)
2 2 ’
2ug 2u 2a
2
L_i:_bﬁ(l_ -2ax)
ul  u? a ’
11 by >
LR )
W uloa
2,2
11 bugyg (1 e—2ax)
W au? ’
0 0
1 1 butv?
=1+ 00(1 e—2ax) ’
g a
u= 0
h 2 12°
14228 (1 - e2a)|
donde -
y=uv = yoe ™ n

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Encontre a solug¢do geral de
Yy’ -5y +6y =x.

SOLUCAO DA QUESTAO:
A solugdo da equacdo homogénea associada é

yn(x) = Ae’™ + Be’*.
Agora aplicamos o método de variag@o de constantes, fazendo
y(x) = A(x)e*™ + B(x)e**.
Derivamos:

y(x) = Ae*™ + Be**,
y'(x) = 2Ae* +3Be™ + A’e?™ + B'e*,
———
=0

Yy (x) = 4Ae® + 9Be>* + 24’e™ + 3B/,
Substituimos na EDO:

4Ae** +9Be>* + 2A’e* +3B’e™ -5 [2Aezx +3Be™* ] +6 [Aezx + Be** ] = x,
Ae® [4 - 10 + 6] +Be** [9 — 15 + 6] +24"e*™ + 3B'e*™ = x.
———— ————
=0 =0

Obtemos o sistema de EDOs,
A'e®™ +B'e™* =0
2A’e* + 3B e = x,

3A’e® +3Be* =0,

A/e2x = —x,
i_A — _xe—Zx,
X
2x+1
A(x) = xTe_zx LG,
2A’e* + 3B = x,
2A4’¢** + 2B =0,
B =«
dB
d_ — xe—Sx’
X
3x+1
B(x) = - 221 e 4 p.

9

Agora, juntando tudo,

y(x) = A(x)e*™ + B(x)e™

2x + 1 3x+1
= x4 e +C ezx+[—xTe_3x+D]e3x

_6x+5

+Ce* + De**
36 -

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Encontre as 3 raizes complexas de
3
z2=1.

Deixe as 3 raizes explicitas e desenhe-as no plano complexo.

SOLUCAO DA QUESTAO:

r=1,
2km
0=—.
3
As 3 raizes sdo
zZ1 = 1,
V%) 261277[,
z3 = ei%n u
y
k)
1 21/3
m Z]
47/3 x
Z3

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Expanda a funcdo complexa
z-3

z-=17

f(2) =

em série de Laurent em torno de z = 3 na regido |z — 3| < 4.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Note que a regido é do tipo |z —3|/4 < 1:

z-3  z-3
z-7 (z-3)-4
z=3
_ 4
-3
2 -1
3 z—?a)< 1
- -3
4 I_ZT
z—3

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P04B, 29 jun 2023
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Resolva a EDO nao-homogénea
x*y" +Txy’ + 6y = x.

a) [10] Encontre a solucdo da equacdo homogénea associada,
Yy = c1y1(x) + c2y2(x),
ou seja: encontre y(x) e yo(x).

b) [15] Faca
y(x) = A(x)y1(x) + B(x)y2(x);

derive; force o termo envolvendo A’ ¢ B’ a ser nulo; derive novamente e substitua. Produza um sistema de duas
EDOs de ordem 1 em A e B. Resolva para A(x) e B(x).

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) A equacdo homogénea associada € uma equagado de Euler:

xzy;l’ +Txy, + 6y, =0,

yp = x",
Yy, = mx™ !,

y, = (m- mx™=2,
[(m=1)ym+Tm+6]x™ =0,

m>+6m+6=0,

mp; = +\/§ - 3,
myp = —\/g - 3,
yp(x) = e x™ + cpx™
b) Agora,
y(x) = A(x)x™ + B(x)x™,
y'(x) = mAx™ + maBx™ + A'x™ + B'x™ |
—_—
=0
Y’ (x) = (my — DmiAX™ 2 + (my — D)myBx™ "2 + m1A'x™ ! 4+ myB'x™ !,
Substituindo na EDO,

x*y” +Txy’ +6y = x,

[(mi = D)my +7m; +6] A+ [(ma — 1)may +Tmy + 6] B+ mA'x™+ + myB'x™*! = x

=0 =0

Continue a solug¢do no verso =



Ficamos com o sistema de EDOs
A'x™ + B'x™ =0
m A x™H + myB x™*! =,

cuja solucdo é

1
A(x) = x17M 4 A,
(m1 —ma) (1 —my) 0

1
B(x) = x'"™ + By,

(my —mp)(1-my)
donde

1 1
+
(my—=m)(1=my)  (my—my)(1—my)
—3+\r3+B0x—3—‘/§.

y(x) =

—x+A
R

x 4+ Agx™ + Byx™

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Dada a fungao
f(z) =In(z-1),

a) [10] Encontre o(s) ponto(s) de ramificacdo de f.

b) [15] Desenhe no plano complexo um corte que torne a fungdo univoca.

Sugestiio: faca z — 1 = rel? e analise o que acontece.
SOLUCAO DA QUESTAO:
i0

a)Sez—1=re"”, )
In(z-1) =Inrel? = Inr +i6.

Claramente, se z der uma volta completa em torno de 1, f(z) muda de valor; logo, z = 1 é o tinico ponto de ramificagio.
b) Um corte possivel € mostrado (linha cinza grossa) na figura abaixo, que limitafa-t1 < 6 <7 =

)
—T T~
g kAN
\
AR
* |
r X
\ 1 /
/
AN 7/
~N 7

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Obtenha a série de Laurent de

1 1

f(x)=f(2)= (2i-2)(z=2i) (2i-2)(z-2)

no disco |z — 2| < 2V2.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Se
1 1

f& = G- @-2E-2)

0 22 termo ja estd no formato de um termo da série de Laurent desejada, e nds o deixamos como estd. O 12 termo precisa
ser reescrito:

1 1 1
2i-2)(z-2i)  (2i-2) [(2—2)+(2—2i)

1 1
S Q2i-2) | 2241
~ 1 1
T T i )2 z-2
(21 2) 1+ﬂ
Mas
z=-2| |z-2
2-2i|  |2-2i
-2
_lz |<1,
2V2
donde
1 1 z—2+ z—2 2 z—2 3 z—2 4+
1422 ~ 2-21 \2-2i 2-2i 2-2i
2-21
Portanto,
1
LT T

1 z-2 (z-2\* (z-2\ (z-2}\*
+ 1 - = + | = - | = —| = +...| m
(21 —2)2 2i-2 \2i-2 2i-2 2i-2

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Dada a equagao diferencial ordinaria
xy”" +xy +y=0:

a) [05] Mostre que x = 0 € um ponto singular regular.

b) [20] Obtenha uma solucio de Frobenius do tipo

00

y(x) = Z apx™".

n=0

SOLUCAO DA QUESTAO:
Comeco escrevendo a equacdo na forma

7 /7 ’ 7 1
Y+ p)y +q(x)y =y  +y + —y=0.
As fungdes
[xp(x)] = x, e [¥q(x)]=x

sao analiticas em x = 0, e x = 0 € um ponto singuar regular, em torno do qual € possivel obter uma solu¢@o de Frobenius,

(o]
_ E n+r
y= anX  ,
n=0

n+r)a,x™

n+r—1)(n+r)ax"" 2.

(o)
y =)
n=0
Y=
n=0
Substituindo na equagdo diferencial, encontro

(o] (o] (o)
Z(n +r—D(n+rax"""+ Z(n +7)a,x™" + Z a,x™" = 0.
n=0 n=0 n=0

Faco agora no primeiro somatorio:

m+r=n+r-1,
m=n-1,

n=m+1,

e obtenho

(e8] [oe] (o)
Z (m+r)(m+r+Dapax™ + Z(n +1)a,x™" + Z a,x™" =0,
n=0 n=0

m=—1

(r-— l)raoxr_1 + Z [((n+r)(n+71+1apg + (n+r)a, +a,] x™ =0,

n=0
(e8]

(r — Drapx"' + Z [((n+r)(n+71+Dapy + (n+71+1)a,] x™ =0.
n=0

E evidente que, com ag # 0, a equacdo indicial é
rr—=1)=0 = rp=00ur =1.

As raizes diferem por um inteiro; ou a menor raiz leva a 2 solugdes, ou ndo leva a nenhuma. Tentemos com a menor raiz
(r =0):
n(n+ 1)ap +(n+1)a, =0,

1

An+l = ——04n.
n

Continue a solu¢do no verso =



Note que € impossivel obter a; a partir de ap: a recursao falha, e a menor raiz ndo leva a nenhuma solugio
solucdo ainda € possivel com a maior raiz r; = 1:

(n+1)(n+2)ays + (n+2)a, =0,

1

Apel = ——ap.
n+1

Fazendo gy = 1 sem perda de generalidade, ndo ¢ dificil encontrar o termo geral:

="

n!

anp =

e uma solugdo

y(x) = Z —(_nl')nx’”rl .
n=0 :

. Uma tnica

Continue a solug¢do no verso =



1
2

TEAO10 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
FA, 03 jul jun 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [20] Considere a seguinte equagdo diferencial ordindria ndo linear:

dy ? 2 2
(a) +cos(y”) = x°; y(0) =0.

Em principio, ela ndo pode ser resolvida analiticamente, mas pode ser resolvida numericamente com facilidade com o
método de Runge-Kutta de 42 ordem. Para a rotina padrio de solu¢do com Runge-Kutta,

def rk4(x,y,h,ff):

[

rk4 implementa um passo do método de Runge-Kutta de ordem 4

[

k1 = h*ff(x,y)

k2 = h*ff(x+h/2,y+k1/2)

k3 = h*ff (x+h/2,y+k2/2)

k4 = h*ff(x+h,y+k3)

yn =y + k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0

return yn

basta escrever uma ff adequada. Escreva a £f que resolve a equagdo acima. Indique a indentacao cuidadosamente,
com linhas verticais.

SOLUCAO DA QUESTAO:

def ff(x,y):
return (x*x*2 - cos(y**2))**(0.5)

Continue a solug¢do no verso =



2 [20] Sabendo o valor do determinante

W N NN =
O O N
—_— N WA~
NN = =

obtenha

W N NN W
W == B~ W W
—_ N Wk W
NN = W

Justifique sua resposta.

LW N N — —

LW N = W

SOLUCAO DA QUESTAO:

—36, pois o determinante € linear em cada linha ou coluna m

Continue a solug¢do no verso =



3 [20] Sabendo que
2 X

2
erf(x) = — [ e % dg
Vo Je=o
resolva a EDO
Y vy=1 ) =1
dx y==5 yor =1
SOLUCAO DA QUESTAO:
Faca y = uo e substitua:
do du
u— +ov— — 2xuv =
dx b
do du
u [E—va +va =1
———
=0
d
é -2x0=0
— =2xdx
v
0 d X
/ T oo | ade=x2
o 7
In L x2
0
v =09 =
X2 du
—~ -
0p€ dx

1 X
u=— e*§2d§+u0=ﬂerf(x)+u0=>
00 Jo 200

y=uv= [ﬂ erf(x) +ug erxz
22)()
y= ?exz erf(x) +Ke*'; y(0)=1=>K=1mn

Continue a solug¢do no verso =



4 [20] Utilizando obrigatoriamente integracdo de contorno
com varidveis complexas, calcule

x=+00 1
1 =/ OB dx.
oo X241

onde x é o eixo dos reais e i = V—1. Utilize o contorno
mostrado na figura ao lado.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Considere a fungio f(z) = 1/(z* +1i). Esta fungiio possui singularidades em
2 +i= 0,
2 = —j = e(-in/242km).
7 = o(-in/4+km)

Consequentemente, apenas a singularidade em z; mostrada abaixo precisa ser considerada no teorema dos residuos.

Z] Y\
[ ]
-R
[ ] ZO
Para verificar a integral sobre o semi-circulo .Zs quando R — oo:
. 1 .
lim 5 -dz| < lim 5 - dz
R—ooo| ) oo 27 +1 R—oo J oo |27 +1
bd s DAl
. iRe
= lim 250 Lo do
R Jo_o|R?e”Y +1
| :paif
. iRe LT
< lim ——| df = lim —
R—oo Jo_g R26219 R—o R
Portanto, pelo teorema dos residuos, devemos ter
X=+00 1
/ B dx = 2mic_y,
x=—00 X +1
onde o residuo c_; em z; € calculado como se segue:
1 1 )
22+i (z—2z0)(z—z1)°
logo, nas proximidades de zj,
1
f(Z) ~ >
(21 = 20)(z = z1)

Continue a solug¢do no verso =



donde z; € claramente um polo de primeira ordem, e

1 L1 (=1-)
2(=1+1i) 2 (=1+i)(=1-1)
(-1

V2 1-12
1
= —2—\/5(] +1)
Finalmente,
I =2mic_; = (2mi) X —2—\1/5(1 +1)
= 2mic_; = (i) X —%(l +1)
:—%(i2+i) :—%(—lﬂ)
= % (l — 1) | ]

Continue a solug¢do no verso =



5 [20] Resolva a equagdo de Airy

yll _ xy — 0

em série de poténcias y = 3", a,x" (note que x = 0 é um ponto regular, e que portanto isto nao é o método de Frobenius);
em particular mostre que se deve ter necessariamente a, = 0, e obtenha os 3 primeiros termos das séries que multiplicam,
respectivamente, ag e a; (isto é: as duas solucdes LI).

SOLUCAO DA QUESTAO:

Como sempre:
y= Z anx”, y' = Z na,x"!, Yy’ = Z(n — Dna,x"~2.
n=0 n=0
Substituindo na equagao diferencial:

i(n — Dnax"? - Z apx"™ =0
n=0

Fazendon —2 =m+ 1, isto é: fazendom =n — 3,

0= Zg(m +2)(m +3)amx™ ! - Z_;) anx™!,

00

0= Z (m+2)(m+3)amezx™ — Z anx™1,

m=—1 n=0

0=2a+ Z [(n+2)(n+3)ans — an] x™.

n=0
A relacdo de recorréncia é
3 = e 2)(n+3)
Claramente, ay = as = ag = ... = 0; partindo de ap = 1: a3 = 1/6,a6 = 1/180,a9 = 1/12960; partindo de a; = 1:
aqg =1/12,a7 = 1/504, aj9 = 1/45360, e as duas solugdes LI sdo:
(x) 1+x3+x6 + X’ +
xX) = —t — +—+...,
I 6 180 ' 12960
47 10

yz(x)=x+x—+—+—+... ]
12~ 504 45360

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
FB, 07 jul 2023
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] A expressao

T =jl< €1imnn T dA = f (n-v)dA,
R R

onde .# é uma superficie fechada que limita uma regiio % do R>, e n = ne é o vetor unitdrio normal a . apontando
para fora em cada ponto, € um escalar.

a) [15] Identifique o vetor v. Escreva-o da forma mais simples que voc€ conseguir.

b) [10] Agora aplique o teorema da divergéncia a expressdo acima. Nao é necessdrio calcular a divergéncia que vai
aparecer.

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)

v = €rimrTriek.

b)
Tm =j£ €limring T dA
%

d
=/ — (€1imnTii) dV m
% OXk

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Obtenha a solugao geral de

dy 'y
“4+2_-3
dx «x x
SOLUCAO DA QUESTAO:
Y = uv;
d
w) w_g,
dx x
%4_ d_u ﬂ—3
udx de x o
dv+v du 3
—+—|+0— =3x
dx «x dx
|
=0
do o
— +==0;
dx «x
do_ o
dx = x’
do _ dx
0o x’
d d
_U+_x:0;
v x

In|o| +1In|x| = ¢cy;
In |ox| = e°';

vx = xe°! = vp;

00
0= —.
x
vo du
—— =3x;
x dx
du 3 ,
= 2.
dx () ’
3
u(x) = = +up;
)
3
y(x) = |— +up| —;
0

C
y(x)=x*+—m
X

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Usando obrigatoriamente varidveis complexas, integra¢do de contorno e o teorema dos residuos, calcule

2n do
,/0. 2—senf’
Sugestdo: faca a transformacio de varidvel z = e'? e transforme a integral acima em uma integral sobre o circulo unitario
no plano complexo envolvendo um polo.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Fazendo a substitui¢do sugerida, se z = ¢'?, quando 6 vai de 0 a 2, z percorre o circulo unitdrio C no plano complexo;
entao:

Retornando a integral,
/2“ do 1 dz
o 2-senf Joo_ Z-l iz
2iz
B 7{ —2dz
T Je 2 —4iz-1
O integrando possui dois polos, z; = (2 — V3)i e z» = (2 + V3)i, mas apenas z; estd dentro do circulo unitério. Portanto,

jff(z) dz = 2mic_
c
-2

(z-z1)(z—-22)

z—2]

=2mi lim [(z -z1)

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Obtenha as duas solucdes LI de

’

y' -x'y=0

em torno de x = 0 na forma y;»(x) = 3" a,x". Para cada uma das duas solucdes encontre obrigatoriamente os 4
primeiros termos. Note que x = 0 é um ponto regular, e que nio se trata de aplicar o método de Frobenius.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Compare com
Y +p(x)y +q(x)y=0:

Em x = 0, xp(x) = 0, é uma fungio analitica, e x>q(x) = x> também. O ponto x = 0 é um ponto regular. Nio se trata,
portanto, de aplicar o método de Frobenius, mas sim de procurar uma solu¢do em série simples,

(o)
y=) "
n=0

(o]
y/ — Z na”xn—l,
n=0
7" n-2
Yy’ = Z(n — Dnap,x™"~.
n=0
Substituindo,
Z(n — Dna,x" % - Z apx™3 = 0.
n=0 n=0
Tente

m-2=n+3=>m=n+5n=0=>m=5:

00

i(m — Dmaux™ 2 - Z Am_sx™ 2 =0,
m=0

m=5

[ee) [ee]
Z(m — Dmamx™ 2 - Z Am_sx™ 2 =0,
m=2 m=5

2a2=0=>a2=0,
6azx =0= a3 =0,

Rasx*=0= a4 =0,

D Lm=1)may = an-s] %™ =0,
m=5

Claramente, as constantes arbitrdrias da solucdo geral sdo ag € a;. A relacao de recorréncia é

o = am-5 .
" (m-Dm’
0= 90 =0t
20 30
_a _ a
410 = 71800’ 1= 3300
_ag __a
415 = 378000° 416 = 292000
__ % . S
920 = 14364000’ “21 = 332640000

A solucdo geral é

y(x) = ap [1+x°/20 +x'°/1800 + x'° /378000 + x*° /14364000 + . .|
+ap [x +x%/30 +x'1/3300 + x'©/792000 + x*' /332640000 +....| =

Continue a solug¢do no verso =



