TEAO13 Matematica Aplicada I
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO1A, 29 out 2022
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Sabendo que

. 1
S e
Lt} = 312
ZA{f (D)} =sf(s) - £(0),

e utilizando obrigatoriamente a transformada de Laplace, resolva a equacéo diferencial

dx x  xot

— 4+ = 0) = xo.
atr e *O=x
SOLUCAO DA QUESTAO:
dx x  xot
— - = —
dt T T2
_ . x X0
X — X - =
0T T (sT)?
_[(sT+1 (sT)? +1
X =X
T 0 (sT)?
_ 1+ (sT)? 2T . 1 1
X=x =X -— =
OTs2(sT+1) " °|sT+1 TsZ s

2 N 1 1 -
s+% T32 N

A
x(t):xO[Ze T+T_1] [

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Utilizando obrigatoriamente o Teorema da Convolugao, calcule

-1 1 a
< {(s+a) (32+a2)}'

SOLUCAO DA QUESTAO:

LAf() % g()} = f(9)G(s),

9= o = f =,

g(s) = m = g(t) = sen(at),

Nevawam| /000

t
/ e~ =) gen(ar) dr
=0

:e_‘”/ e sen(ar) dr
T

= 21_a [sen(at) — cos(at) +e™*| m

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] O loop principal de um método explicito de solu¢ao da equagao da onda cinemaética

u ou
—+c—=0
ot ox

é

old = 0

new = 1

c=2.0 # celeridade da onda

cou = c*xdt/(dx) # nimero de Courant

for n in range(nt): # loop no tempo

for i in range(1,nx): # loop no espago

ulnew,i] = ulold,i] - coux*(ulold,i] - ulold,i-11)
u[new,0] = 0.0
u[new,nx] = 0.0
u[new] .tofile(fou) # imprime uma linha com os novos dados

Preencha as aproximacdes de derivadas utilizadas:

du
ot
u
x

X

Q

onde o lado direito deve conter (no maximo) uf, u;"_l, “?+1’ u?”, At, e Ax.

SOLUCAO DA QUESTAO:
ou u(l+1 —uyt
o T A
au . ul -l
) Ax

Continue a solu¢do no verso =



4 [25] Considere a seguinte discretizag@o de

du u
—+c—=0
ot ox
(onde ¢ > 0 é constante) (t,, = nAt; x; = iAx):
”?H —u L
At Ax

Faga uma andlise completa de estabilidade de von Neumann do esquema em fung&o do niimero de Courant Co = (cAt)/Ax.
Descubra se o esquema ¢ incondicionalmente instdvel, condicionalmente estdvel, ou incondicionalmente estdvel. Se o
esquema for condicionalmente estivel, para que valores de Co ele € estdvel?

SOLUCAO DA QUESTAO:
A equacdo € linear. O esquema € explicito, e temos

n+l n _ n n
u; —u; =-Co [ui+1 —ui],

n+l _ ..n n n
U =y _Co[”m_”i]’

u™! = [1+Co] u - Coul,.

Substituindo um modo do erro de arredondamento
t ikyx;
= 3 et
]

no esquema de diferengas,

glea(l‘n+At)eikliAx — [l +C0] é*_/leal‘neikliAx _ Cofleatneikl(H—l)Ax,

e™ =1+ Co] — CoelkiAx

Faca
0 = kjAx.
Entao,
e = [1 4 Co] — Co[cos(6) +isen()]
= [1+Co(l —cos(0))] —iCosen(6);
|e“A’|2 = [1+2Co(1 - cos(6)) + Co*(1 — cos(8))?] + Co* sen*(6)
=1+2Co(1 —cos(6)) + Co*(1 — 2 cos(8) + cos>()) + Co® sen(6)
=1+2Co(1 - cos(6)) — 2 cos(h)Co? + 2Co?
=1+2Co +2Co? — cos(6) [2Co +2Co?|
=1+2 [C0+ C02] [1-cos(0)].
Desejamos

|e"At|2 =1+2[Co+Co?| [1 —cos()] < 1
2 [Co + Coz] [1—=cos(0)] <0.

Isso é impossivel: [1 — cos(6)] > 0 sempre, assim como [Co + Coz] . O esquema &, portanto, incondicionalmente instavel
|

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada I
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO1B, 04 nov 2022
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Sabendo que
1
L{e} = —,

S—a

Calcule a transformada de Laplace do cosh(?).

SOLUCAO DA QUESTAO:

£ {cosh(t)} = & {et +et}

2
-5 2 e+ 2]
NI

2 1s—1 s+1

_1s+1+s—1
T2 2-12

s
= ———n
s2 - 12

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Utilizando obrigatoriamente transformada de Laplace, resolva

x” —7x" + 12x = sen(t), x(0) =0, x’(0) = 1.

SOLUCAO DA QUESTAO:

x" —7x" + 12x = sen(t),

$°% — sx(0) — x’(0) = 7[sx — x(0)] + 12x =

s2+1
1
2 —
s“=Ts+12)x—-1= R
( ) 241
1 s2+2
2 —
—Ts+12)x =1+ = ,
(s S ) 241 s2+41
_ 242
X = ,
(s2=Ts+12)(s2+1)
_ A B Cs+D
X =

+ +

s—=3 s—4 241

Ts+11 11 1 +18 1 )
170(s2+1) 105-3 @ 17s-4’

1 11 11 5, 18 4
x(t)—170c0s(t)+17osen(t) 1Oe +17e [

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Podemos discretizar a equag@o da onda cinemdtica como

n+l n n_ n n
U —w _c3ul. du? | +u,
At 2Ax

Calcule o fator de amplificagio complexo e** desse esquema em funcdo do niimero de Courant Co, de um niimero de
onda k; arbitrario (um modo de Fourier qualquer), e de Ax.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Escrevemos o esquema em termos do nimero de Courant como:
1 cAt )
U™ =ul - IAx [Bul —4ul | +ul',];
Co
urth =y — 5 [Bul —4ul | +ul,].

Cada modo de Fourier do erro de arredondamento obedece a mesma equacio:

flea(t,ﬁAt)eikliAx _ gleatneikliAx

Co oo oo .
_ 7[3§leat,,elklle _ 4§leatnelkl(l 1)Ax + é_/leat,,elkl(z Z)AX];

Co

alt
=1-=
© 2

[3 _ 4e—ik1Ax +e—2ik1Ax] -

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Calcule .
/_ H(E - a) cos(£) dE.

SOLUCAO DA QUESTAO:

: H(& - a)cos(&)dé = uv

—00 — e —

X X
- / odu;
—00 —00
u do

du = 5(¢ - a);
v = sen(x);
[ =0 cos d = 1 - 0 sencd

= H(x — a) sen(x) — H(x — a) sen(a)

= H(x — a) [sen(x) — sen(a)] =

- /_ sen(&)6(&€ —a)dx

[e9)

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO2A, 03 dez 2022

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.

SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS

COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Utilizando obrigatoriamente o Teorema da Convolugéo, calcule

=
s2—-354+2

SOLUCAO DA QUESTAO:

32—3s+2=(s—1)(s—2);

" 1 o 1
Zz {52—35+2}_$ {(3—1)(3—2)

Mas

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Se V é um espago vetorial e

GLY: VXV —>C
(x.y) = (x,y)

€ um produto interno, enumere as 5 propriedades que o definem adotadas neste curso.

SOLUCAO DA QUESTAO:
As propriedades definidoras do produto interno sdo:

(xy) =y x)",
(xy+z)=(xy)+(x,2),
(x,ay) = a{x,y),
(x,x) >0, x#0,
(x,x) =0, x=0.

Continue a solu¢do no verso =



3 [25] Calcule a série de Fourier complexa de

-1, -1<x<0,
f(x)_{n, 0O<x<l.

SOLUCAO DA QUESTAO:
+00 -
F)= > ene T
1_ b
co=— f(x)e0 dx
LJa
1 +1
=5 lﬂﬂﬂ
= O’
Sen#0,

c —l/bf(x)e_zniLnx dx
=T ,
a=-1,
b=+1,
L=2,

1 0 2minx +1
Cp == [/ (-De ¢ dx+/ (+1)e
2 1) 0

LT
n

= D ) - e

n20

_ 2ninx
L

.

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Sabendo que, se m,n € Z,

+1 0
/ sen(mmnx) sen(nnx) dx =
-1 1 m= n,
calcule a série de Fourier trigonométrica de
f(x) = sen(mx), -1 <x < +1.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Ay w— 2
f(x) = 70+;Ancos( n;x) +B,,sen(

Mas f(x) € impar; logo, A, = 0.

a=-1,
b=+1,
L=2,

2 +1
B, = 3 / sen(mx) sen(nmx) dx
-1

_ 0 n#l,
1 on=1
Portanto, a série de Fourier de f(x) é a prépria fungio:

f(x) =sen(nx) m

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada I
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P02B, 10 dez 2022
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Sabendo que

oo (k ) 2.—alk| +l, k>0
x sen(kx na‘e
/ — 5 dx= snl(k)T, a>0, snl(k)=4 0, k=0
0 1+(3) 1, k<0
calcule a transformada de Fourier de X
fx) = , a>0.
1+ ()
SOLUCAO DA QUESTAO:
—~ 1 +oo x .
K= — _r —1kxd
J0 =5 /x=_m1+(x)ze *
a
1 +00
=— [cos(kx) —isen(kx)] dx
27 Jimeoo 14 (2)°
a
1 +* x cos(kx) i * xsen(kx)

e P e e (2

=0

i [ xsen(kx)
" x /x=o 1+ (1)2 o
a
J.[(,126—11|k|
2
a2e—a|k|

-1 snl(k)
7T

= —isnl(k)

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Sem utilizar fragoes parciais, encontre a transformada de Laplace inversa

a1
)

SOLUCAO DA QUESTAO:
Uso o teorema da convolucao,

ZIf+gl = F©)56) = 27 {F6)30)| = / f@gt-ndr.

Mas 1 1 o
F@) == f0 =1 §65) = 5 =g = ==,

donde 1 t (2 ) | 1)
-1 _ sen(2(t —7 S cos(2t .

z {s<s2 +4>} e e

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] O produto interno candnico de duas fungdes reais F(x) e G(x) no intervalo [a, b] é

b
(F,G)E/ F(x)G(x) dx.

Sejam f(x) uma funcdo real qualquer em [a, b], e

F(x) = xf(x),
_ 4
G(x) = i

Usando a desigualdade de Schwarz, obtenha o lado direito (ou seja: preencha os 3 pontos) de

b
/ xf(x)j—]xt dx| <

SOLUCAO DA QUESTAO:

| {F,G)| < V(F, F)¥(G,G):

b d
/ xf(x)é dx| <

12

b
/ e f () dx

dx

L1

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Sabendo que

Pl - b

e utilizando o teorema de Parseval na forma

/ SR I

=—00 =

e m2
———— dk.
/k:o (m* +k?)?

obtenha

SOLUCAO DA QUESTAO:

+00 > +oo (1 2 m2
—m|x| — ) -
/x:_m(e ) dx—21t/k:_oo(n) oy Ok
+00 2 +00 2
/ e 2mIxl dy = —/ T dk
xX=—00 T Jk=—co (m +k2)2
+00 4 +00 mZ
2 “Imx qy = — / ——dk
/x=0 ¢ T Ji=o (m?+k?)?
1 4

+00 m2
2X — = — ———=dk
2m @ /k:o (m? + k?)?

+00 2
= - / — " _dkm
4m k=0 (m%+k?)2

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO3A, 21 jan dez 2023
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Obtenha a fungdo de Green de

j_z - (tgh(x))y = f(x), y(0) = yo.

Atencao! tgh(x) = senh(x)/cosh(x) é a tangente hiperbélica. Lembre-se de que

dsenh(x) _ cosh(x):
dx
dcosh(x)
—dx = senh(x).
SOLUCAO DA QUESTAO:
G, §)j—§ ~G(x B (igh(&)y = Glx HF (D)
/0 G )51 d - /0 Gx, &)(1gh(&)y dé = /0 Gx O (8) dé
§:°° o] dG o) o0
G| - /0 - /0 Gx. &) (1gh(&)y dé = /0 G(x, () de

G o)y(e) = 0(x.0y0) - [ |G+ (tgh(@)G] v = [ ot ofe i
Nesse ponto, nés desejamos:
G(x,00) =0,

dG
@t (tgh(£)G = 6(¢ - x).

Continue a solu¢do no verso =



Niéo € uma boa idéia usar transformada de Laplace, por causa da tgh(¢); facamos G(x, &) = u(x, &)v(x, &), e prossigamos.

u— +z)— + (tgh(&))uv = 5(¢ — x),

¢ dé
| G+ teh(@)o | +05 = 3¢~
T = otehd)
<~ tah(pa
0(x8) ¢ 4
[, o= e
:E" 8 = —In(cosh(&))
_0(x,0)
0(x.¢) = cosh(é)’
Seguimos para u:
0(x,0) du
cosh(é) d& =g =%,
u(x,£)
v(x,0) /( o du —/ cosh(n)d(n —x)dn
o(x,0)[u(x, &) — u(x,0)] = cosh(x)H (¢ — x)
) = u(x,0) + ST H(E -

u(x,0)  cosh(x)
cosh(¢é) * cosh(¢é)

H(¢-x)

H(¢ - x)

G(x, &) = ulx, Ho(x, §) = u(x, 0)

_ G(x,0)  cosh(x)
~ cosh(é) * cosh(¢)

[G(x,0) + cosh(x)H(& —x)] .

1
" cosh(&)

Isso jd nos permite avaliar o comportamento de G(x, 00):

G(x,0) = [G(x,0) + cosh(x)],

1
cosh(oo)
G(x,0) = —cosh(x).

Finalmente,

[—cosh(x) + cosh(x)H (& — x)]

1
Gx.¢) = cosh(¢)
_ cosh(x)
"~ cosh(é)

=-[1-H({-x)]

[-1+H(-x)]

cosh(x)
cosh(¢) .

Continue a solu¢do no verso =



2 [25] Mostre que
x > tgh(x), Vx > 0,

ou seja: que ndo € possivel encontrar nenhum x > 0 tal que
x = tgh(x).
Sugestdo: mostre que
E(x) = x — tgh(x)
_x(e¥+e™) —(e¥ —e™)
B e* +e* '

Agora, utilizando as séries de Taylor

2(2n+1)
) Z K2l

X
+ bl
x(e" +e 2n+ D1

2
X _ amX) 2n+1
(e —e™) ; Qne”

encontre a expressio para as,; em
Zoo 2n+1
n=1 2n+1X
(e +e™)
(atengdo para o inicio do somatério em n = 1: por qué?) Qual é o sinal de ap,+; na expressdo acima? Qual € o sinal de
E(x)? Por que isso prova que x > tgh(x) para x > 0?

E(x) =

SOLUCAO DA QUESTAO:
senh(x)
tgh(x) = ;
gh(x) cosh(x)
er—e™
h(x) = ———;
senh(x) 5
+e™
cosh(x) = ;
(x) = =
E(x) = x — tgh(x)
eX_e X
)
=X T e
2
e —e™
=X - —
e +e™
_x(e¥+e™) —(e¥ —e™)
B eX +e™¥
o 2(2n+1) 2n+l ) 2 2n+l
Din=0 (an-:—])!x =Y @1 X "
B eX +e™*
oo 2(2n+1)-2 _2n+l
2o _(27”1)! X
B eX +e¥
o 4 2n+1
20 TneDTX " )
B e +e ™
Portanto,
4n
@l = o
Mas a; = 0, donde
00 4. 2n+1
E(x) = et Tt X

eX¥ +e™X

Paran > 1, appey > 0, assim como x2+! (pois x > 0), de maneira que o numerador da expressdo acima € positivo; o
denominador também é, e consequentemente E(x) > 0. Logo,

—tgh(x) > 0;
x > tgh(x), Vx>0m

Continue a solu¢do no verso =



3 [25] Dado o problema de Sturm-Liouville

Yy + Ay =0, y(0) +y'(0) =0, y(1) =0,

Discuta os sinais de A, e obtenha as equagdes transcedentais (ou os valores) para todos os autovalores (uma equacio
transcedental € uma equag@o que néo pode ser resolvida algebricamente). Vocé pode usar o resultado da questao 2.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Discutimos os sinais:
A<O0:

y(x) = Acosh(\/—_x) +Bsenh(\/—_x)
y'(x) = V-1 Bcosh(\/_x) +Asenh(\/_/1x)]

O par de equagdes que precisamos resolver para atender as condicdes de contorno é

A+V-2B = 0,
cosh(\/—_/l)A + senh(\/—_/l)B =0.

o) s[5}

Para termos (A, B) # (0,0), é necessério que
senh(V-21) — Y=Acosh(V-1) =0
Para economizar lapis: £ = V-1> 0, e

senh(&) — Ecosh(&) =0,
tgh($) = ¢,
que ndo possui solugao para & > 0, conforme vimos na questdo 2; logo A < 0 ndo pode ser autovalor.
A=0:
y=Ax+B,
y=A

O par de equagdes que precisamos resolver para atender as condi¢des de contorno é

A+B=0,
A+B=0,
donde
A=-B,

de forma que A = 0 € um autovalor, e uma autofungdo associada é
Yo(x) =x — 1.
A>0:
y(x) =A cos(\//_lx) + B sen(\/Zx),
y'(x) = VA |-Asen(VAx) + Bcos(Vix)

O par de equagdes que precisamos resolver para atender as condi¢des de contorno é

A+VAB =0,
cos(\/z)A + sen(\/z)B =0.
[ 1 +VA [ﬂ_{ﬂ
cos(V1) sen(VA)| |B| ~ |0

ou, impondo que o determinante seja nulo para permitir A # 0 e/ou B # 0:

sen(VAn) — VA, cos(vA,) = 0
te(VAn) = VA, m

Continue a solu¢do no verso =



4 [25] Encontre ¢ (x, t) pelo método das caracteristicas:

X rsem®P =0, 4x,0) = fx).

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faca ¢(x,t) = F(s) sobre x = X(s) e t = T(s):

P(X(s),T(s)) = F(s);
dF _ 9¢dT 9¢ dX
s ards oxds
a7 =1=T(s) = T(0) +s,
ds . )
=0

dx
— = senh(t) = senh(s),
ds

X(s) s
/ d§=/ senh(r) dr,
X(0) 0

X(s) — X(0) =cosh(s) — 1 = X(s) = X(0) + cosh(s) — 1.

Mas
o\ 0
—¢ + senh(t)—qS =0,
ot ox
dF
— =0,
ds
F(s) = F(0)

¢(x,t) =F(0) = f(X(0)) = f(x —cosh(z) + 1) m

Continue a solu¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

PO3B, 27 jan dez 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Obtenha a fungdo de Green de

dy  x
dx x+1

¢ n 1
/ mdﬂ—§+ln(§+l)

y=f),  y0) =y

Vocé pode usar

SOLUCAO DA QUESTAO:
¢
G(x, §>—§—G< §)my—c(x,§>f<§>
/O Gx ) ag- / 6x )7 £ yae= / G, O (9 dE
f=oo °°dG
6| - /0 9 de - / G(xé)—yd§ / Gx E)f (&) dE

Glx.copy(w) = Gx 0w(0) - [ |G+ 6| worae = [ s e
Nesse ponto, nds desejamos:
G(x,0) =0,
dG 3
@ §+—]G 3(& —x).

Continue a solu¢do no verso =



Facamos G(x, &) = u(x, &)v(x, &):

u[g—z+§§l +0d—§—5(§ x)
do _ _L
¢ &+

&
4] +
“56) gy
fow % /—d'v
(x,0) 0 I7+l

v(x &) Sly—1
v(x 0) _</u:1 Tdu

§+1 1
= —/ (1 - —) du
u=1 u

—[u—-In@w)]" = —E+In(E+1);

1 2% §)

v(x 0) &+ In(E+1);
Zéx, 8 =exp [-é+In(E+1)],

o(x, &) =o(x,0)e ¢ (£+1).

Seguimos para u:

o(x,0)e ¢ (£ + 1)3—1; =8(¢ - x),
du 1
dé U(x,O) (§+ 1)
1 1
= U(x’o)e @+ 8(& —x)d&;

/u(x,é) 1 § . 5( )
du = e —x)dn,
u(x,0) U(X, 0) n=0 (’7 + 1) 7 1

6(& =x);

u(x, &) = u(x,0) + H(é-x) (ex

1 1
v(x,0) (x+1))'

_ _ ! &
G(x, &) =u(x,Ov(x, &) = [u(x, 0) + ox 0)H(§' x) ( o 1))] o(x,0)e°(E+ 1)
=G(x,0)0e 5 (£+1) +H(¢ - x)ex-fg.
x+1

Isso jd nos permite avaliar o comportamento de G(x, 00):

G(x,00) =e 5(E+1)

ex
G(x,0) + o 1)},

ex

G(x,0) = _(x+ 0

Finalmente,

_1)] ,

6 d = (| S

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Obtenha todos os autovalores do problema de Sturm-Liouville

Yy’ + Ay =0,
y'(0) =0,
y' (1) =0.
SOLUCAO DA QUESTAO:
Se A <0, faca A = —k? para k > 0;
rr—k?=0,
r = =k,

y(x) = Acosh(kx) + Bsenh(kx),
y'(x) = k [Asenh(kx) + Bcos(kx)] .

As condicdes de contorno homogéneas produzem

y'(0) =kB = B=0,
y’ (1) = k[Asenh(k) + Bcosh(k)] = kAsenh(k) = A=0.

Portanto, a tinica solucdo possivel ¢ A = B =0, e A < 0 ndo pode ser autovalor.

Para 1 =0,
yN — 0’
y(x) = Ax + B,
y'(x) = A

As condicdes de contorno homogéneas produzem

J(0)=0 = A=0,
y(1)=0 = A=0,

Portanto A = 0, e B € qualquer valor. A = 0 é autovalor, e uma autofuncédo associada é yo = 1.

Para A > 0, faca A = k2, para k > 0:

P +k*=0,
r? = —k?,
r = +ki,

y(x) = Acos(kx) + Bsen(kx),
y'(x) = k [-Asen(kx) + Bcos(kx)] .

As condicdes de contorno homogéneas produzem

y'(0)=kB=0 = B=0,
y'(1) = k[-Asen(k) + Bcos(k)] = —kAsen(k) =0;

ou

sen(k) =0,
k=nm, n=1,23,...

Os autovalores ndo-nulos portanto sdo
/1n=n27t2, n=1273,...

e as autofungdes correspondentes sido
Yn(x) = cos(nnx) m

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Utilizando o método de separacdo de varidveis, resolva

a9 ¢
o227
ot ox2
$(0,t) = o,
(LD _
ox
$(x,0) = f(x).

Sugestao:As condi¢des de contorno nao sdo homogéneas. Isso pode ser resolvido com a transformagao

Y(x,t) = (x,t) —do =
W _9 W _%

Ix  ox ot at’
oy LY
&Y _p22Y
ot ox?
¥(0,t) =0,
WL _,
ox ’

¥(x,0) = f(x) = do.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Fazemos agora y/(x, t) = X (x)T(¢); a equagdo fica
dT ,d*X
X— =a*—;
a ¢
1 dT  1d*X ;
T dt ~ X dx?
O problema de Sturm-Liouville é
d>x
— - AX =0, X(0) =0, X'(L) =0.
dx?

O problema € difusivo. E razodvel proibir A > 0. Sempre vale a pena, entretanto, testar A = 0: a solugdo é do tipo

X(x) = A+ Bx;
X(0)=0=A=0,
X'(L)=0= B=0.
Portanto, A = 0 niio pode ser autovalor. Para A = —k? < 0, com k > 0, a solugio é do tipo
X(x) = Acos(kx) + Bsen(kx),
X' (x) = k[-Asen(kx) + Bcos(kx)]
Impondo as condi¢des de contorno,
X(0)=0=>A=0,
X’(L) =0 = kBcos(kL) = 0;

cos(kL) =0 =
o _(@2n-Dm
kL = 5 + nm = 2L )
1, = _(2n — 1)2752.
412

A equagdo em T, (¢) é
1 dT,  (2n-1)?n?

2T, dt 412
dTn 2 on — 2.2
a, _ « 2n-1)"xm dr:
T, 412
2 2.2
a(2n—-1)*xw
Tn(t) = Ty exp [—Tt] .

Continue a solu¢do no verso =



A solugao geral € da forma

= _@n-1)2e? 2n - Dnx
1) = B 412 .
Y(x,t) ; L€ L sen( oL

Emi¢t=0:
f(x)—¢0=Zanen(
n=1
[f(x) = $o] sen (W) = iB” se ((2n — 1)“’() ((27" - l)rcx),
Lsenz(( —l)nx) X,

L -D=
‘/0 [f(x) = ¢o] sen(%)dx-

(2n - 1)nx
o)

n=1

/ [F(x) - dol s ((2’" ””")dx B,,,

0

m

HII\J

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Encontre ¢ (x, t) pelo método das caracteristicas:

% + senh(t)% =X, $(x,0) = f(x).

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faca ¢(x,t) = F(s) sobre x = X(s) e t = T(s):

P(X(s),T(s)) = F(s);
dF _ 9¢dT 9¢ dX
s ards oxds
a7 =1=T(s) = T(0) +s,
ds . )
=0

dx
— = senh(t) = senh(s),
ds

X(s) s
/X(O) dé = ‘/0 senh(r) dr,
X(s) — X(0) =cosh(s) — 1 = X(s) = X(0) + cosh(s) — 1.

Mas
0 o
% + senh(t)—¢ =x,
ot ox
dF

e X(s) = X(0) + cosh(s) — 1,
dF = [X(0) + cosh(s) — 1] ds,

/S dF = /s [X(0) — 1 +cosh(s)] d¢
&=0 £=0

F(s) — F(0) = [X(0) — 1]s + senh(s) —/enh(OT'O
P(x,1) = $(X(s), T(s))
= F(s) = F(0) + [X(0) — 1]s + senh(s)
= ¢(X(0),T(0)) + [X(0) — 1]s + senh(s)
= f(X(0)) + [(X(s) — cosh(s) + 1) — 1]s + senh(s)
= f(x —cosh(?) + 1) + (x — cosh(t))t + senh(t) m

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO4A, 10 fev 2023
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1[25] Se

L <
Gl =42 k| < ko,
0 |k| > ko,

calcule g(x), onde g(x) < g(k) sdo um par de transformadas direta e inversa de Fourier.

SOLUCAO DA QUESTAO:

+0o0
g = / Gkt dk
k

=—00

*ho 1 +ikx
= —e™* dk
—ko 2n

1 +ikox
= / e ¥ d(ikx)

25ix J_ikyx
1 [eikox_e—ikox]

 2mix

= L [(cos(kox) +isen(kox)) — (cos(kox) —isen(kox))]
2mix

_ 20 sen(kox) = sen(kox)
2mi X

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Se L € um operador linear, define-se seu operador adjunto L* por
<L#-x,y>5(x,L-y), Vx,y €V,

onde V é um espago vetorial. Calcule (aL)# em funcdo de a e de L¥ onde a € C.

SOLUCAO DA QUESTAO:
<(aL)# - X, y> =(x,aL-y)
=a{x,L-y)
=« L# . X,
(* =)
= <(a*L#) - X, y>,
donde

(aL)# =a'L*u

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Dado o problema de Sturm-Liouville

y”’ + Ay =0,
y'(0) =0,
y(1) =0,
obtenha todos os autovalores A.
SOLUCAO DA QUESTAO:
Estudamos os sinais de A:
Casol: A=-k?<0:
y// _ k2y =0,
P —k*=0,
r = +k,

y(x) = Acosh(kx) + Bsenh(kx),
y’(x) = k [Asenh(x) + Bcosh(kx)],

Yy’ (0) = kB =0,

y(1) = Acosh(k) + Bsenh(k) = 0.

Portanto, B =0, A =0 e 1 < 0 ndo pode ser autovalor.
CasoIl: A =0:

y/l — O’

y(x) = Ax + B,

Y (x) = A

y'(0)=A=0,
y()=A+B=0

Portanto, A = 0, B =0, e A = 0 ndo pode ser autovalor.
Caso III: A = k2 > 0:
Y+ kzy =0,
P +k*=0,
= -k,

r = =i,

y(x) = Acos(kx) + Bsen(kx),
y'(x) = k [-Asen(kx) + Bcos(kx)],

y'(0) = kB =0,

y(1) = Acos(k) + Bsen(k) = 0;

Portanto, B = 0 e devemos ter

Acos(k) =0,
cos(k) =0,

kn=g+nn, n=012,...

Ap = [g +nn]2,

n=012...m

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Encontre ¢ (x, y) pelo método das caracteristicas:

% “% =0, $(0.y) =g(v).

SOLUCAO DA QUESTAO:

Facax = X(s) ey = Y(x):

P(x,y) = $(X(s), Y(5)) = F(s);
dF _apdX agdy
ds oxds  ayds

0
‘LX =1 = X(s) = X607+,
S

dy
a:y:Y(s) =

Y(s) = Y(0)e’,

Y(0) = Y(s)e™5.
Mas

i—f =0 = F(s) = F(0) = ¢(X(0),Y(0)) = (0, Y(0))
$(x,y) = F(s) = g(Y(0)) =g (Y(s)e™*) =g(ye™) m

=9(Y(0)).

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P04B, 15 fev 2023
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Calcule a transformada de Fourier de

0, [x] > 1,
flx)=3x+1 -1<x<0,
l-x O0<x<1.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Note que f € par.

FU) = 5 / " Fe ™ dx

= % _:0 f(x) [cos(kx) —isen(kx)] dx
= S - f(x) cos(kx) dx

27 J_o

1! 1 —cosk
= ;/0 f(x)cos(kx)dx = 2 "

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Obtenha a transformada de Fourier da delta de Dirac, §(x).

SOLUCAO DA QUESTAO:

—~ +oo . 1
F[8(x)] =6(k) = % / 5(x)e ** dx = 5"

X=—00

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Dado o problema de Sturm-Liouville

y”’ + Ay =0,
y(0) =0,
y(1) =0,
obtenha todos os autovalores A.
SOLUCAO DA QUESTAO:
Estudamos os sinais de A:
Casol: A=-k?<0:
y// _ ka =0,
r?—k*=0,
r = +k,

y(x) = Acosh(kx) + Bsenh(kx),

y(0)=A=0,

y(1) = Bsenh(k) =0 = B =0.

Portanto, A =0, B=0e A < 0 ndo pode ser autovalor.
CasoIl: A =0:

y' =0,
y(x) = Ax + B,
y(0) =B =0,
y(1)=A=0.

Portanto, A = 0, B =0, e A = 0 ndo pode ser autovalor.
CasoII: A = k2 > 0:

Y’ +k*y =0,

r+k* =0,
2= k2,

r =+,

y(x) = Acos(kx) + Bsen(kx),

y(0)=A=0,

y(1) = Bsen(k) = 0;

Devemos ter

sen(k) =0,

k,, = nm, n=12,...

An = [nm)?, n=123...m

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Considere a equacdo diferencial parcial

76 19 _

ox2 o ot ’

$(0,t) = $(L, 1) =0,
#(x,0) =0.

Obtenha uma solucdo da forma
P(x, 1) = P(x, 1) + u(x),

onde i/ ¢ uma solugdo da equag@o da difusdo homogénea (sem o termo —kx) com (0, t) = (L, t) = 0, e u(x) uma solugdo
de regime permanente com u(0) = u(L) = 0, que nao depende de ¢.
Vocé pode deixar a solucfo indicada em termos de integrais envolvendo u(x).

SOLUCAO DA QUESTAO:

A solugdo u(x), independente do tempo, deve atender a
d2
S% kx=0,  u(0)=u(L)=0.
dx?

A solucdo é

du _kx2 LA
dx = 2 ’
kx3
u(x) = r +Ax+B

ACCu(0)=0levaaB=0;aCCu(L)=01levaa

kL3
0=—-——+AL,

6

A kL?

==

k
u(x) = 3 [x(L2 - x2)] .
Como fica o problema em /?

Py +ul _i8[¢+u]

+kx =0,
ox? a? ot X
d’u Py 1Y
IR DL LA
[dx2 ] ox2 % ot?

—_———
=0

Restou, portanto, a equagdo classica da difusdo em uma dimensédo. As condi¢des de contorno e iniciais em ¢ sdo:

0=¢(0,1) =¢(0,1) +u(0) = ¥(0,t) =0,
0=¢(L 1) =y(0,t) +u(L) = Y(Lt) =0,
0=1y(x,0)+ g [x(L* - x%)] = Y(x,0) = —g [x(L* - )]

Este portanto € um problema de valor de contorno e inicial (a equag@o da onda) perfeitamente bem especificado. Separando
as varidveis em i:

1
X"T = —X T
a
Xll 1 TI
_— —— = /1
X a?T
Existe agora um problema de Sturm-Liouville em x cldssico, e apds a usual discussdo de sinais obtém-se

nzTEZ nmx

An = —7, X,,(x) = seén T

Continue a solu¢do no verso =



As solugdes para i/, portanto, deverdo ser do tipo

Agora,

A solucdo completa portanto é

nmx
L .

a2n2m?
Y(x,t) = ZA exp[

n=1

U(x,0)=—= [x(L2 —xz)]

—g [x(L2 —x2)] = ZA,, sen m;_x =

Lk L
—/0 A [x(L* — x*)] sen ? dx = Amz,
_ 2k(-1mL?

m3

2,22

k 2k( 1)"L3
g0 = frts? )+ 5 L e [ e ()

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

FA, 27 fev 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Calcule a difusividade numérica introduzida pelo esquema upwind explicito

urtl —yn u —u
i i i i—1
+c =0.
At Ax
Sugestao: note que
n n n
i Wi _ 2uif ui
Ax 2Ax  Ax
_ 2w lul, Tuwl, wh Uy
2Ax 2 Ax 2 Ax 2Ax 2Ax
n n n n n
_ TYin +2uf —ul Ll T
2Ax 20x

SOLUCAO DA QUESTAO:

Reescrevemos o termo advectivo utilizando o resultado da sugestao:

n+l n _n n_ ,n n _ ,n
Uy +e uly +2u —ul + Yin “Uio1 | _ 0
At 2Ax 2Ax ’
n+l n n _ ,n n _ n n
i T cui+l Uy cui+1 2uf +ul
At 2Ax 2Ax ’
n+l n n _ . n n _ n n
ui T C”i+1 U D”i+1 2uf +u
At 2Ax Ax? ’
D cAx
=

Portanto, o esquema € equivalente a uma discretizagdo numérica da equagdo de advecgdo-difusdo, com difusividade
numérica dada pela penultima linha acima =

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Se o produto interno entre duas fungdes complexas de uma varidvel real no intervalo fechado [1,2] for definido
como

2
(f.9) = /1 £ (0g(x)w(x) dx

com w(x) = In(x), calcule (x, x?).

SOLUCAO DA QUESTAO:

2
<x,x2>=/ x* In(x) dx
1

2
= / In(x) x> dx
1l ———

u dou

_ x*In(x) 2 2x*1

-/ -4
1 14Xx

|
|
[\
|
|
Y
~

1
1
=4In2- —[16-1

n 16[ ]
=4In2-15/16m

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Obtenha a série de Fourier complexa de

flx)=x,0<x<1.

SOLUCAO DA QUESTAO:
O problema se resume ao célculodos ¢c,s comL=1-0=1,

1
Cn =/ xe~ 2mnx) gy
0

1-2min-1 _ 2min _ i
4n2n2 " 4n2n?2  2mn

E evidente que o cdlculo para n = 0 tem que ser feito separadamente:

1
1
c0=/ xdx = <.
0 2

o)

_ 1 i 2minx
X = 5 + Z Ee | ]

n=—oco,n#0

Integrando por partes,

= , n#0.

O resultado é

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Resolva a equacdo diferencial parcial
W _ 209
e A i 4
ot ax?
com condig¢des inicial e de contorno

¢(x,0) = ¢o sen (?)

#(0,t) =0,
ap,
(L) =0.

Vocé pode usar as formulas a seguir (se forem, e as que forem, tteis) sem demonstragao.

/L 2(nrtx)
sen” | — | =
0 L

L
2
L
2

L
/ sen (:rt_x) sen(m) 0 n>1
0 L L

/'L X sen((zn - l)nx) 4L(-1)"!

) 2L 31 + 47tn — 4nn?
X (2n—-Dnx)  22n-1)(-1)"L
)COS( 2L )‘ m(2n—3)(2n+1)

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faca ¢ = X (x)T(¢):
XT' = a*X"'T,
1 T/ X/I
—— = = -1
a? T X

E evidente que hd um problema de Sturm-Liouville nos esperando em X, mas ganharemos um pouco de tempo resolvendo
em T primeiro, e raciocinando fisicamente:

dT

— =-1a’T,
a -
dT
T = —/1612 dt
T
In — = —Aa’t
To

T(t) = Ty exp(—Ad>t).

E evidente que nio podemos deixar que a solugdo exploda para t — co: A < 0 nio é aceitdvel; A = 0 também ndo funciona,
porque neste caso a solugdo permaneceria constante (€ evidente que o perfil inicial ¢(x,0) deve se abater, forcado pela
condig¢do de contorno esquerda). Segue-se que A > 0. Além disto, sem perda de generalidade faremos T = 1. O problema
de Sturm-Liouville em X é

2
d—X+/1X=O,
dx?
X(0) =0,
dx
— (L) =0.
dx()

A solucdo geral é

X(x)=A cos(\ﬁx) +B sen(\ﬁx),
d

g =V |-A sen(\/zx) +Bcos(\/zx) .

Continue a solu¢do no verso =



A condi¢do de contorno esquerda (em x = 0) impde A = 0; a condicao de contorno direita (em x = L) impde

cos(VAL) = 0,
7
\//TnL =(2n- 1)52,
2
A= (ZnL— 1) JtZ
As autofungdes sdo -
n X

dn(x) = sen(( ZL) )

A solugao do problema de Sturm-Liouville dd conta das condigdes de contorno, e agora nés nos voltamos para a condi¢io

inicial. A solucdo geral deve ser da forma

o(x,t) = ZBS (Qn_l)nx)exp(—

Para atender a condig¢@o inicial, devemos ter
2 1
¢osen( ) ZB ((n )nx),
L
¢O./0 sen (%) sen (

2L

2m - 1)nx

2m-1)nx

(2n - 1)%a®n’t
412

)

Jax-

- /L ((Zn - Dnx
ZB” sen
o 0 2L

do /OL sen (%) sen (

4goL(-1D)"

o

2L

_ 2
8¢o(—=1)"

" 3;+4mn — 4nn?

(2m - )mx

)dx,
L
)dszm/ senz(
0

2L

(2n - 1)nx
2L

J ax

L 37 + dmtn — don?

Continue a solug¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
FB, 03 mar 2023

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] Um esquema regressivo (upwind) de ordem 2. Expanda em série de Taylor u(x,t) desde x; até x;_| € x;_»
(igualmente espacados de Ax) até a ordem 2, elimine 9*u/dx” e encontre uma aproximagio de diferengas finitas para
du/ x|y, cujo erro é O(Ax?).

SOLUCAO DA QUESTAO:

ou & u| Ax? +0(AX)
U] = U — — —| — x7),
N T )
ou Pul| (2Ax)? 3
Uiy = Uj — —| 2Ax + — | ——— + O(Ax"”).
i-2 i ax‘i 2 i 2 ( )

Para eliminar 6*u/dx?, multiplicamos a primeira equagio acima por 4, e subtraimos:

2

du au
4u;_y = 4u; — —‘ 4Ax + )
x| ox

2Ax% + O(Ax?),

9 &?
Ui_p = U; — e 2Ax + 7y 2Ax% + O(Ax3),
ax|; ox?|;
du 3
dui 1 —ui_p =3u; —2—| Ax + O(Ax”);
x|
ou 3u; —4u;— | +uj—o 2
—| = +O(A
ox |; 2Ax (Ax") m

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Sejam x,y € R” tais que

x=(ay,ay,...,ay),

y=(1L1...,1),
n

a,»=1

SOLUCAO DA QUESTAO:

[ ]

IA
P
TI' Bl
N

Q

S

S —

iNg
S
\Y
S|
[ |

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Ache a série trigonométrica de Fourier (isto é: a série em senos e cossenos) de

0, -1<x<0,
x, 0<x<1.

f(x)={

SOLUCAO DA QUESTAO:

n=1
2 [t 2
An=1 [ f© cos( "L“g) dé,
2 [P 2nm
B, = Z./a f(rf)sen( T §) d¢
Prosseguindo no célculo dos coeficientes,
2 ! 1
A = — = —
0=3 ; x dx >
1
2nné cos(nm) — 1
An:./o §cos( I )d§= 2
1
B, :/ 5zsen(antg) ai = _cos(nm) .
0 L nn

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Ache a funcao de Green do problema

d
d_ayc —2xy = sen(x), y(0) =3.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Multiplico por G(x, £) e integro de 0 a infinito:

/g Oc<x§>[—§—2§y] at= [ Glngsenta

Integrando por partes,

G Y| + /g_oy@ [—%—256} at= [ Gonsenta

§lim G(x,6) =0=

G000+ [ o) |57 ~216] at= [T 60 senc e
oG
5 ~ %0 =0,
dG
@ ? 26G = =8(¢ - x).
Agora, G = uv, e
j_g‘ +2& +0d—§ =-0(¢&-x)
do
df =2
do
20 =2
v )
In (Uo(x)) =-¢
v = p(x) exp(=£%)
du exp(§2)
T e 2¢ Y
~ C[Pepm)
R s (BT
H(£ - x) exp(x?)
=up(x) — O
G(x, &) = |uo(x)vo(x) — H(£ - x) exp(x?) ] exp(—&%)
= [Go(x) — H(& - x) exp(x?) | exp(~&?).
Mas

§1im G(x, &) =0 = Go(x) = exp(x?)

G(x & =[1-H(E-x]exp(x’ ~ &) m

Continue a solug¢do no verso =



