TEAO10 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

PO1A, 14 jun 2021

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: Assinatura:

1 [25] Considere o inicio de programa a seguir:

fruta = ["magi", "laranja", "pera"]
peso = [ 2.00, 3.50, 4.70 ]
punit = [ 5.56, 1.90, 6.36 ]

Acima, peso contém o peso adquirido de cada fruta, e punit contém o preco unitdrio (prego por quilo) de cada fruta.
Continue o programa de tal forma que ele imprima na tela uma tabela contendo: na 12 coluna o nome da fruta, na 22 coluna
o peso adquirido da fruta, e na 32 coluna o preco total (preco unitdrio X peso adquirido) pago pela quantidade adquirida
da fruta. Note que, aqui, peso é o nome coloquial para massa.

SOLUCAO DA QUESTAO:

fruta = ["magd", "laranja", "pera"]
peso = [ 2.0, 3.5, 4.7]
punit = [ 5.56, 1.90, 6.36 ]
print (" fruta", " peso", "prego total");
for i in range(0,3):
print( "%8s%8.2f%12.2f" % (frutali],pesol[i],pesol[i]l*punit[i]));

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] O que o programa abaixo imprime na tela?

from numpy import array
ival = array([317,43,32,991,-47,212,647])

n = len(ival)
imax = ivall[0]
for k in range(1,n):

if ivall[k] > imax :

imax = ivall[k]

print("imax = ",imax)
SOLUCAO DA QUESTAO:
991

Continue a solu¢do no verso =



3 [25] Considere a fungdo f(x) definida pela integral

X e—ll
f(x):/ — du, x € [1,0].
1 u
Utilizando o resultado classico
- Z L
n=0 n!

expanda e™ na integral, integre termo a termo, e obtenha uma expressdo envolvendo uma soma infinita para f(x).
Atencao: o termo n = ( precisa ser tratado de forma diferente.

u

SOLUCAO DA QUESTAO:

f<x>=/1xig%du
5 e,
Y

:m(mzw_

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Sabemos que
I, = / sen(x) dx = 2.

0

Ajuste uma parabola, y = ax? + bx + ¢, a 3 pontos da funcio sen: (0,0), (1/2,1) e (m,0) (ou seja: obtenha a, b e ¢ de tal
forma que a pardbola passe por esses pontos). Integre

I, = / [ax? + bx + c] dx.
0

Quanto vale I,,? (depois de integrar, calcule I, manualmente, usando 7t ~ 3,14).

SOLUCAO DA QUESTAO:
4
a=-—,
2
4
b=—,
T
c=0;
T 2 271
[ax” +bx +c]dx = 3~ 209 m
0

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO1B, 27 jun 2021

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o cédigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova.

NOME: GABARITO

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.

SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

1 [25] A fungdo midint abaixo calcula uma integral numérica I, utilizando a férmula “do ponto do meio”:

1 def midint(a,b,n,f):

2 deltax = (b-a)/n

3 isum = 0.0

4 xleft = a

5 for k in range(1,n+1):

6 xright = atk*deltax

7 fmid = f((xleft+xright)/2)

8 isum += fmid

9 xleft = xright

10 return deltax*isum
Escreva o lado direito formula I,, = ... que o programa calcula, usando o simbolo de somatério ),. O lado direito envolve
Ax = (b — a)/n, o nimero de retdngulos de integracdo n, os pontos x, xi, . . . , X, igualmente espacados e a funcdo a ser
integrada f.
SOLUCAO DA QUESTAO:

Ii=0x )" f((xi1 +x)/2) m
k=1

Continue a solu¢do no verso =




2 [25] A lei de Fourier para a transferéncia de calor pode ser escrita em uma dimensdo (na direcao z) na forma

: dr
qz = pcpaa,
onde g, € o fluxo especifico de calor (J sT'm™2), p (kg m~>) é a massa especifica do meio, ¢, (J kg‘1 K™ é o calor
especifico a pressdo constante, a € a difusividade térmica, T (K) € a temperatura, e z (m) € a a posicdo na direcio do fluxo.
Acima, todas as unidades SI ja estdo dadas, exceto as de a. Obtenha as unidades SI de «, justificando algebricamente
seu procedimento.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Js'm?2=kgm3Jkg ' K [a]Km™!,

s'm™2 =k§m™ MK_I [a]Km™,
sT'm? =mP3 KK [a]m™!,

Continue a solu¢do no verso =



3 [25] A poténcia P de uma bomba depende da massa especifica do fluido p, da velocidade angular do rotor w, do didmetro
do rotor D e da vazdo volumétrica Q (nota: [Q] = L3T~"). Obtenha os dois grupos adimensionais que governam o
problema, usando, obrigatoriamente, p, D € w como varidveis comuns.

SOLUCAO DA QUESTAO:
As dimensdes das diversas variaveis sao

[P] = [FJLT ' = MLT2LT' = ML*T3;

Lol = ML7,
o] =T,
[D] =L
[o] =L’T"
O primeiro grupo adimensional é
I, = Pp°DPw,

c

[I] =1=MLT 2 ML) [L]° [T7']
MOLOTO — Ml+aL2—3a+bT—3—c

a=-1,
—3a+b=-2,
—c=3,
=1,
= -5,
c=-3
I = Pp_lD_scu_3 = #

O segundo grupo adimensional €
I, = Qp“Dba)c,
[] =1 =37 [ML3]“ L] [T7]
MOLOTO — MaL3—3a+bT—l—C

c

a=-0,
-3a+b=-3,
—-c=1,
a=0,
b=-3,
c=-1,
I, =Q0D 0w ™! = D?w .

Continue a solu¢do no verso =



4 [25]1Se E = ((1,1),(1,-1)), obtenha as coordenadas de v = (7, 3) na base E.

SOLUCAO DA QUESTAO:

v=x(1,1)+y(1,-1),
(7,3) =x(1,1) +y(1,-1),

T=x+y,

3=x-1y,

2x =10,

x =35,

y=2m

Continue a solu¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P02A, 15 jul 2022
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o cédigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova.

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

1 [25] A seguinte funcdo escrita em Python,
def epp(i,j,k):
if i==j or i==k or j==
return O
if (i,j,k) == (1,2,3) or (i,j,k) == (3,1,2) or (i,j,k) == (2,3,1):
return 1
else :
return -1

calcula uma quantidade definida neste curso. Que quantidade € essa? Cite todas as aplicagdes (dadas no curso) em que
ela aparece.

SOLUCAO DA QUESTAO:

epp calcula o simbolo de permutac@o €;jx. Ele € usado na defini¢do e célculo do produto vetorial e de determinantes de
ordem 3.

Continue a solu¢do no verso =



2 [25] Atencdo: este é um cenario simplificado com fins didaticos apenas. A vazao volumétrica Q em uma bacia
hidrografica ap6s uma chuva de uma hora de duragdo depende do instante ¢ apds o inicio da chuva, da drea A da bacia, da
altura h de chuva, e da aceleragdo da gravidade g. Obtenha todos os pardmetros adimensionais que controlam o problema,
escolhendo como varidveis comuns a drea A e a aceleracdo da gravidade g.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Existem duas dimensoes fundamentais: L e T. Portanto, esperamos 3 parametros adimensionais As dimensdes das 5

variaveis envolvidas sdo

[el=LT7,
[l =T,
[A] =2,
[R] =L,
[g] =LT2
Os grupos adimensionais sao:
I, = QA%
070 = L3771 [L2]e[LT 2P,
3+2a+b=0,
-1-2b=0,
a=-5/4,
b=-1/2,
I = A5/4Lgl/2;
II, = hA® b,
LOT0 = L[L2]9[LT 2]?,
14+2a+b=0,
-2b =0,
a=-1/2,
b=0,
I, = L;
Al/2
I3 = tA? b,
LOT0 = T[L2J9[LT 2,
0+2a+b=0,
1-2b=0,
a=-1/4,
b=1/2,
1/2
II; = th/‘* [

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Usando obrigatoriamente notacao indicial, calcule
[uxov]-w—[wxu]-o.

Sugestdo: Faca [uXv]-w = €;jxu;vjwi € [WXu] -0 = €mpujv,mwy,. Agoratroque [, m, npor i, j e k (ndo necessariamente
nesta ordem!) de tal forma que os indices de u, v e w coincidam nas duas expressdes. Prossiga.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Havia um erro na sugestdo, e a questao foi anulada. A sugestio correta teria sido:

Sugestao: Faca [uXv]-w = €;xu;vjwi € [WXu] -0 = €mnWiunv,. Agoratroque [, m, npor i, j e k (ndo necessariamente
nesta ordem!) de tal forma que os indices de u, v e w coincidam nas duas expressdes. Prossiga.

Neste caso, a solugdo é:

[uXo] w—[wXu]: v=6uvjWi — €mpnWilimVn

Eijkuil)jWk - EkijWkuin

= €ijkUi0jW — €kijUiljWi

€ijkUiVj Wk — €jjkUivjwg =0 m

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Encontre os autovalores de

DN = =
—_— W N
.

SOLUCAO DA QUESTAO:

A=-D[B-D2-—-1]1-2[2-1)=2]+1[1-23-1)] =0,
(1=D)[6-31-21+A2 1] =2[-A]+[1 -6+2A] =0,
(1=D[5-51+22]+21+1-6+21=0,
[5-5A+A2-50+52 -] +41-5=0,
—10A+41+ 612 - 2% =0,

—61+61%2 - 1% =0,

A[-6+ 61— 2% =0.

Portanto A = 0 é um dos autovalores. Resolvendo a equagdo quadrdtica entre colchetes, obtemos os outros dois:

A=3+V3nm

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P02B, 22 jul 2022
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o cédigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova.

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

NAO ESCREVA NA CARTEIRA.

1 [25] Dado o programa a seguir escrito em Python,
#!/usr/bin/python3
from numpy import array

h=20.1 # passo em x

x = [0.0] # x inicial

y = [array([1.0,0.0])] # y inicial

n = int(10/h) # nimero de passos
def ff(x,y):

return array([-y[0]+y[1],y[0]-y[1]1]1)
def rk4(x,y,h,ff):
k1l = h*xff(x,y)

k2 = hxff(x+h/2,y+k1/2)
k3 = h*ff(x+h/2,y+k2/2)
k4 = h*xff (x+h,y+k3)
yn =y + k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0
return yn
for i in range(O,n): # loop da solugdo numérica

xn = (i+1)*h
yn = rk4(x[i],y[i],h,ff)
x.append (xn)
y.append (yn)
fou = open(’ruk.out’,’wt’)
for i in range(O,n+1): # imprime o arquivo de saida
fou.write( *%12.6f %12.6f %12.6f\n’> % (x[il,y[i]1[0],y[i]1[1]) )
fou.close()

qual é o problema que ele resolve? Escreva todas as equagdes que especificam completamente o problema.

SOLUCAO DA QUESTAO:

-1+l
T4l -1

d yl

dx |y2

yl], y1(0)=1,  3(0)=0n
Y2

Continue a solu¢do no verso =



2 [25] Calcule
[ax [bxc]]

em termos de produtos escalares entre pares de a, b e ¢, multiplicados por b e c.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faca
bxc=d,

entao,

ax[bxc]=axd=e¢jrad;je;

d = epmjbicn ej;
———
d;

a x [b x c] = €jrai€imibicmer
€kij€imj(aibicm)ex
[6k16im — Okmdirlaibicmer
= (ajbrci)er — (aibick)ex

= (aici)brer — (aib;)ckex
=(a-c)b—-(a-b)cn

Continue a solu¢do no verso =



3 [25] Encontre os autovalores e autovetores de

SOLUCAO DA QUESTAO:
1-1 2
R
(1-1)*-2=0,
1-21+A2-2=0,
2 -21-1=0,
2+V4+4
A:T:

Parald; =1+ V2, v1 = (x1,x2) € o autovalor associado a A; e

X1 +2x = (1 +\/§)x1,
x1+x=(1 +\/§)x2,

e ambas as equagdes produzem x; = V2x,. Um possivel autovetor €
o) = (V2,1).
Parady =1 - V2,0, = (x1,x2) é 0 autovalor associado a A e

x1+2xy = (1 - \/E)xl,
X1 +x2 = (1 — \/E)XQ,

e ambas as equagdes produzem x| = —V2x;. Um possivel autovetor é

Uy = (—\/5, 1) |

1+V2.

Continue a solu¢do no verso =



4 [25] A matriz

1 0000
01100
[A]=]10 0 1 1 0
000 1 1
1 000 1

possui 5 autovalores iguais a 1 (ou, o que dd no mesmo: possui autovalor A = 1 com multiplicidade 5). Quanto vale seu
determinante? Sugestao: lembre-se dos invariantes de uma transformacao linear. Justifique sua resposta.

SOLUCAO DA QUESTAO:

det[A] = A X --- X As;
det[A]=1X1IXIXIX1l=1m

Continue a solu¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
PO3A, 12 ago 2022
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o cédigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova.

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

NAO ESCREVA NA CARTEIRA.

1 [25] O programa a seguir,

#!/usr/bin/python3
from math import exp
def ff(x):
return (x*t + x/(1.0 + exp(x)))
def trapezio(n,a,b,f):

h = (b-a)/n
Se = f(a) + £(b)
Si =20.0

for k in range(1,n):
xk = a + kx*h
Si += f(xk)

return (Se + 2xSi)*h/2
nt = 100
dt = 1.0/nt
nx = 100000
Fold = 0.0
Fnew = 0.0
told = 0.0
t =0.0
fou = open(’intxt.out’,’wt’)
fou.write(’%8.4f %8.4f\n’ % (t,Fnew))
for it in range(ut):

Fold = Fnew

told = t

t = told + dt

Fnew = trapezio(nx,0,t,ff)

fou.write(’%8.4f %8.4f\n’ % (t,Fnew))
fou.close();

calcula e imprime uma tabela de valores (t, F(t)). Escreva a expressdo analitica para F(t), em termos de uma integral.

SOLUCAO DA QUESTAO:

F(t):/t [xt+ lfex] dxm
x=0

Continue a solu¢do no verso =



2 [25] Calcule

t

d [t+ X
- X
dt 0 l+e

Sugestao: Use a regra de Leibnitz:

d b(1)

b
— f(x,t)dx=f(b,t)%—f(a,t)(;—j+/

dt a(t)

x] dx.

a(t) ot

PO 9f (x, 1) q

X.

SOLUCAO DA QUESTAO:

a(t) =0,
b(t) =t,

d t
—:/[m+ ol ]m:[ﬁ+ !
dt Jo 1 +ex 1+

t
t]X1_0+/ xdx
€ 0

e +t2
1+et 2

32 t

T2 T i+et

Continue a solu¢do no verso =



312518e f(x,y) = cosh(x +y), calcule a derivada da funcio
F(s) = f(x(s),y(s))

ao longo da curva

ems = 1.

SOLUCAO DA QUESTAO:

F(s) = f(x(s),y(s));
dF _ofdx of dy
ds o9xds ayds’

(;—th = senh(x + y),

of
ay
dx
ds
dy
ds
dF
ds
dF(1)

= senh(x + y),
=1,

=2s,

dx dy
as T ds

= senh(x + y) E
s

=wm@+wu+%”1
s=
=3senh(2) m

Continue a solu¢do no verso =



4 [25] Se
v= (x2 + yz, y2 +25 22+ xz),

calcule V x .

SOLUCAO DA QUESTAO:
i j k
Vxo=| 2 >0 2
?+y? P +zr 2 ax?
B (2 +x%)  a(y*+7%) a2 +x?) axP+y?)| . |o(y*+22)  a(x*+y?) )
B ady B 0z ' ox 0z I ox ay
_ [_8(y2+22) . [6(22+x2) i+ _a(x2+y2) ‘
0z ox oy

=—2zi—2xj—2ykm

Continue a solu¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

PO3B, 19 ago 2022

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o cédigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova.

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

NAO ESCREVA NA CARTEIRA.

1 [25] A drea da superficie mostrada na figura ao lado e
parametrizada por

X =u, -t < u < +m7,
Y=o, - S0 < 47,

z=sen(u+0),

¢é dada pela integral dupla

+7 +7
A= / / F(u,v) dodu.

Obtenha F(u,v). Nao tente calcular a integral.

SOLUCAO DA QUESTAO:

r=(x(u,0),y(u,0),z(1,0));

vl

r = (u,0,sen(u +0));

o
X (1,0, co8(u +0)),

Jdr  or
_x_

du do;
du ov

ou
1)
T (0,1, cos(u +v)),
v
Jor or
— X — = (—cos(u+0),—cos(u+0),+1);
ou ov
or or
— x —|=+v1+2cos?(u+0);
du v

+7 +7
Ay =/ / 1 +2cos?(u + ) dodu;
u=—mn Jo=—mn

F(u,0) =1 +2cos2(u+0)m

Continue a solug¢do no verso =



2 [25]Se F = (y, —x, senh(x? + y?)), calcule
Iy:/ (n-[V x F]) dA
%

sobre a superficie . da semiesfera z = 4/1 — x2 — y2. Considere que o vetor unitdrio n normal a .% aponta para “fora” da
semiesfera.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Trata-se de uma aplicacio evidente do Teorema de Stokes:

/y(n-[VxF])dAz‘%?F-dr,

onde .Z € o circulo unitério x*> + y> = 1 no plano z = 0. Mas

-7{ F.dr = -7{ (-y, x, senh(x? + yz)) - (dx, dy, 0)
%4 %4

= j{ (—ydx + xdy) .
Z

A integral de linha precisa ser parametrizada:

x = cos(0),
dx = —sen(6) do,
y = sen(6),

dy = cos(0) do; =

2n
Iy = / [sen®(0) + cos?(0)] dO = 2n m
6=0

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Obtenha a solugao geral de
dy
X

+y = (1+2x)e".

As integrais

o er
dx = — +Cy,
/ € X 3 1
2x — 1)e*
/xezxdx = & +C
4
sdo lteis para resolver este problema.
SOLUCAO DA QUESTAO:
Y = uv,
dy do N du
o= +p—
dx dx  dx’
d d
ué +z)£ +uv = (1+2x)e",
d
u £+v +0£ = (1 +2x)e*.
Para v temos:
d
ED +0=0,
do
— =y,
dx
d
& = —dx,
v
Inlo| = —x +k,
o] = ke,
=k,e™%,
v =xke™ =Cue™™.
Para u temos:
Cve_x—u = (1+2x)e”,
dx
du 1
— = —(1+2x)e*,
i C. ( x)e

1
du = C—(l +2x)e**dx,

1
U= — [/ezxdx+2/xe_2xdx
Cy
1
Cy

e?* .\ 2(2x —1)e*
2 4

+Cy,

+Cy

=3 [e™ + (2x - e*] +C,
1

= —xe* +C,.

[

@)

Finalmente,

1
y=uv= [—xezx +C,| Cpe™
[

=xe¥ + (C,Cp)e™

=xe¥+Ce ¥ n

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Obtenha a solugao geral de

d?y  dy
— -5—=+4y=0.
a2 Cax Y
SOLUCAO DA QUESTAO:
A equacgdo caracteristica é
22 —5)+4,
cujas raizes sdo
A =1,
=4

Portanto, a solucéo geral é
y(x) =Cie¥ + C264x ]

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I
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Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
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Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o cédigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova.

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

NAO ESCREVA NA CARTEIRA.

Nesta prova, é ttil saber que

/ e“ sen(ax) = % [sen(ax) — cos(ax)] + C,

/ e cos(ax) = % [sen(ax) + cos(ax)] + C.

1 [25] Encontre a solugdo de

d
d—’t‘ +3x=sen(3t),  x(0)=1.

SOLUCAO DA QUESTAO:

d d
xX=u = u—v+v—u+3uv=sen(3t);

dt dt
do du
u Fm + 30| + UE = sen(3t);
do
o3
a -
d
2= 3ar
v
Info| = -3¢ + k;
lo| = dye™
0 =ce
d
cle_Std—l: = sen(3t);
du

_ Ll .

i CIe sen(3t);
1

u(t) = 6—e3f(sen(3t) —cos(3t)) + c2;
C|

1
x(t) =uv = 6—e3t(sen(3t) —cos(3t)) + 2| cre”3t
ci

1
= 6(sen(3t) — cos(3t)) + Ce™3;

1
x(0)=1=>1=—g+C;
C=7/6m

Continue a solu¢do no verso =



2 [25] Encontre a solug¢do geral de
y' +y=e.

SOLUCAO DA QUESTAO:
A equacdo homogénea associada e sua solug¢do sdo
y, +y =0,
P +1=0,
A= =i,

yp(x) = Acos(x) + Bsen(x) = Ay, + Bys.

Procure a solugdo por variagdo de parametros:

y = Ay + By,
y' = A’y + B'yr +Ay| + By),
[ —
=0

y” = A’y + By, + Ay] + By}
Substitua:

A'y| + By} + Ay{ + By} + Ay + By, = &%,
Aly! +yi] +B [yy + y2] +A'y] + B'y; = €,
S—— S——
-0 -0

—A’sen(x) + B’ cos(x) = ¢e*.

As duas equagdes que devemos resolver sao:

A’ cos(x) + B’ sen(x) = 0,
—A’sen(x) + B’ cos(x) = e*.

Com alguma inspiragdo, para A(x):

A’ cos?(x) + B’ sen(x) cos(x) = 0,

—A’ sen’(x) + B cos(x) sen(x) = sen(x)e”,

A’ [0052 (x) + sen® (x)] = —sen(x)e”,
% = —sen(x)e~,

A(x) = —% [sen(x) — cos(x)] + Ca;
para B(x):
A’ cos(x) sen(x) + B’ sen’(x) = 0,
—A’ sen(x) cos(x) + B’ cos’(x) = cos(x)e”,

B'[sen®(x) + cos>(x)] = cos(x)e”,

dB
— =cos(x)e*,
dx

B(x) = % [sen(x) + cos(x)] + Cg;
A solugdo geral terd a forma

y(x) = {—%[sen(x) —cos(x)] + CA} cos(x) + {% [sen(x) + cos(x)] + CB} sen(x)

= %[— sen(x) cos(x) + sen(x) cos(x)] + %[cos2 (x) + sen? (x)] + Ca cos(x) + Cg sen(x)

ve
= % + Cacos(x) +Cgsen(x) m

Continue a solu¢do no verso =



3 [25] Obtenha as 3 raizes de

2 =-1
onde z € C.
SOLUCAO DA QUESTAO:
z= reig,
_1 — ei[T[+2kT[]
r363i9 — ei[n+2kn],
r=1,
3i0 = 7 + 2km,
n  2kx
0=—=+—":
3 3
z1=e3 = l + ﬁi'
1= - 2 2 )
Zy = e = —1,
i%n 1 \/§.
zz=€3 = ———1i
3 2 2"

Continue a solu¢do no verso =



4 [25] Seja Z¢ o circulo com raio 1 e centro na origem do plano complexo, ou seja: o conjunto dos nimeros complexos
z tais que |z| = 1. Calcule a integral
1
1= 75 4
20 2(z2-2)

SOLUCAO DA QUESTAO:
Pelo Teorema dos Residuos,

1
dz = 2mic_q,
%fc Z(Z - 2)

onde c_; € o residuo em torno de z = 0, que € o unico polo dentro do contorno .. Mas

1
C_]=_—2 =

1
I=27£i><—§=—7til

Continue a solu¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

P04B, 16 set 2022

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o cédigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova.

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

NAO ESCREVA NA CARTEIRA.

1 [25] Encontre a solugdo geral de

SOLUCAO DA QUESTAO:

do du ;
XxX=uv = u— +ov— +3uv =¢’;

dt dt
do du
u|—+30| +o— =e;
dt dt
do
— =-3v
dt
do
— = -3dt
v
Injo| = -3t +k;
lo| = dje 3t
v=cre
du
—3¢ t
cie”t— =¢',
T
du 4t
ci— =¢€™,
Vdt
du 1
Qu _ e
dt c1
1
du = —e* 4dt,
401
1L 4
u=—e"+c¢y;
401 2
1
x=uv=|—e* +c|cre”
401
=-el+Ce ¥ m

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Encontre a solug¢do geral de
x%y” +3xy’ +1=0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

x2y” +3xy = -1,

w=1,

2w +3xw = —1,

dw 3,-_1

dx  «x x?’

w = uo,

w2 L
dx dx «x x2’
) P D
dx dx x2
do 3

el
do  3dx
Pl

N

v x

Info| +31In|x| = ¢y,

In (|v||x|3)

=C1,
lo||x]” = exp(c1) = ca,
Z)X3 = +cp = 0,

o(x) = vox;

Ux_3d—u——i
O ax T X2
du 1
— = x
dx 00
1
du = ——[xdx],
00
1 x2+
=——|—+upl;
() 2 0
1 [x? 3
wW=uo=—— | — +up| vox
() 2
1 -3
=5 T WX
y:/w(x)dx+w1
11 | |+W0 24
=——In|x|+ —x wi s
2 2 !

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Usando obrigatoriamente varidveis complexas, integra¢do de contorno e o teorema dos residuos, calcule

/27{ do
o 2-senf’

Sugestdo: faca a transformacio de varidvel z = e'? e transforme a integral acima em uma integral sobre o circulo unitario
no plano complexo envolvendo um polo.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Este € o problema 9.28 do livro-texto
Fazendo a substitui¢do sugerida, se z = e'?, quando 6 vai de 0 a 27, z percorre o circulo unitdrio C no plano complexo;

entdo:

=2isenf =
2-1
2iz

46 1 dz

= AR
—2dz

- ,}é 22 —4iz -1

O integrando possui dois polos, z; = (2 — V3)i e z, = (2 + V3)i, mas apenas z; estd dentro do circulo unitério. Portanto,

send =

Retornando a integral,

ff(z) dz = 2mic_;
c

)
= 2mi lim |(z - 2))—————
zamﬁ R PR, T,
-2 21
=27 =—n
Z1—-22 43

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Encontre a solug¢do geral de
5x2y” +x(1+x)y —y=0
com o método de Frobenius.

SOLUCAO DA QUESTAO:

(o)
n+r
n=0

e8]

y' = Z(n +r)apx™
n=0

(o)

Yy’ = Z(n +r—1D)(n+r)ax"" 2.
n=0

Os 4 termos da EDO sao

5x%y” = Z 5(n+r—1)(n+r)a,x"",
n=0

(o]
xy = Z(n +71)apx™",
n=0
(o]
2.1 _ n+r+l
x“y —Z(n+r)anx ,
n=0

(o)
y= Z AT
n=0

Combinando todos os termos,

[Sn+r—=1D(m+r)+(n+r)—1]apx™ + Z(n +r)ax™ ! = 0.
n=0 n=0
Faca
m=n+1,
n=m-1.

)

Z [Sn+r—-1D(m+r)+(n+r)—1]a,x™ + i(m+r —Dap_1x™7" =0,

n=0 m=1

5r=Dr+r-1 +Z [5(n+r—1D(n+r)+(n+r)—1]apx™" + Z(n+r - Dap—1x™" =0,

n=1 n=1

5r2—4r—1+Z{[5(n+r— Dn+r)+(n+r)—1]a,+ (n+r—Dap_1 }x™" =0.
n=1

Obviamente, a equacdo indicial é

5 —4r—1=0,
r=1,

1

r2=—§.

As raizes sao distintas e sua diferenca ndo € um nimero inteiro. Estamos no caso 1 do Teorema de Frobenius.
r=1:
[5n+r-1)(n+r)+(n+r)-1]a,+(n+r—-1)a,_1 =0,
[5(n)(n+1)+(n+1)-1]a, + (n)ap—; =0,
[5n(n+1)+n]a,+na,—; =0,
[Sn2 + 6n] a, +nap_1 =0,
n

" 5n2+6n n-
1

“Sntrenl

an = 1

Continue a solug¢do no verso =



A 12 solugdo é
2, L3 I 4 I s

|
o) =x = 77X+ 1765~ 3606 * 96096

r=-1/5:

[5(n-1/5-1)(n—-1/5)+(n-1/5)-1]a,+(n—1/5-1)a,—1 =0,
[5n2 - 6n] ap+[n-6/5]a,_1 =0,

n-6/5
ap = ———5——ap-
5n2 — 6n !
__l S5n—-6 .
T S5nGn-6) """
= _ganfl; =
= Snpr

A 22 solugdo é

ya(x) =x7115 [1 - % +% (g)2 - % (35—()3 +.. ]

1/50-x/5

=x e

A solugao geral é
y(x) = C1y1(x) + Coya(x) m

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

FA, 19 set 2022

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o cédigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova.

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

NAO ESCREVA NA CARTEIRA.

1 [25] Dada a equagao diferencial

d
é =(x+1y +x2, (*)

construa um esquema de diferencas finitas implicito “sob medida”, fazendo

d_y _ Yn+l —Yn
dx Ax

onde x,+1 — X, = Ax = constante, e substituindo todos os termos do lado direito de (*) pelas médias aritméticas de x, e
Xn+1, € de y, € yn41. Explicite uma férmula do tipo

Un+l = f(yn; Xns xn+1)~

SOLUCAO DA QUESTAO:

Yn+l — Yn _ (xn+1 + Xn " 1) (yn+] +yn) + (xn+1 +xn)2

Ax 2 2 2
Yntl ~Yn _ (Xn41 + Xn +2) (Ynt1 + Yn) + (X1 +xn)2
Ax 4 4
Yo — g = | LT En 2)Wns1 +Yn) | Conet )|
4 4
Ax Ax (Xps1 + %)% Ax
Ynt1 |1 = (Xpe1 + x5 +2)T] =yn |1+ (pe1 + xn +2)T + "++
Xpal+n )2 Ax
Un [1+ (pat + 2, +2) 85| 4 Gneitin) Ax
Yn+l = [

[l — (xp41 + x5 + 2)%]

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Verifique se os vetores u = (7,3,4), v = (1,2,3) ew = (2,4, 1) sdo linearmente independentes.

SOLUCAO DA QUESTAO:
3 vetores do R? sdo LD se forem coplanares. Portanto, a forma mais rapida de responder ao enunciado é calculando o
produto triplo

[uxov]-w= =-55+#0;

N =
oW
—_ )

logo, os 3 vetores sdo LI =

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Na figura ao lado, considere a curva plana cujas equagdes sao

x(t) = 3e710costt,

y(t) =3¢/ sent,

t > 0. Calcule o seu comprimento total. Observacao: 0 < t < oo,
mas o comprimento da curva € finito.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Este é o problema 7.4 do livro-texto

dx \2
(_3;) + dt

2 2]/
( —3et/10 sen(t) + 10 cos(t))) + (+3e_t/10 (COS(t) - % sen(t))) l d

cos(t) + Lcos (1)

9 -2t/10 2 t 2 t
[ e sen”(t) + 2 sen(t) 10 100

+ 9219 [cos? (1) = 2co (t)sen(t)+ L cen?() . dt
€0 10 " 100°°

1 1 172
_ |ga—2t/10 2 2 2 2
[9e (sen (t) + 100 cos“(t) +cos”(t) + 100 sen (t))] dt

@e—%/lo dt

100
— 3 1016_t/10 dt
10 ‘

Integrando,

* 34/101
z:/ %e*’/‘odms\/lm.
t=0

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Obtenha a série de Laurent de
1

z(1-2)

f(2) =

em torno de z = 0 e para a regido |z| > 1. Sugestdo: |1/z| < 1 na regido especificada.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Este é o problema 9.14 do livro-texto

Continue a solug¢do no verso =



TEAO10 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

FB, 23 set 2022

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o cédigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova.

NOME: GABARITO Assinatura:

AO REALIZAR ESTA PROVA, VOCE DEVE JUSTIFICAR TODAS AS PASSAGENS. EVITE “PULAR” PARTES
IMPORTANTES DO DESENVOLVIMENTO DE CADA QUESTAO. JUSTIFIQUE CADA PASSO IMPORTANTE.
SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUAS RESPOSTAS.

ATENCAO PARA A NOTACAO VETORIAL E TENSORIAL! VETORES MANUSCRITOS DEVEM SER ESCRITOS
COMO v; TENSORES DE ORDEM 2 COMO A.

NAO ESCREVA NA CARTEIRA.

1[25]()prognunaaoladoreyﬂverunneﬁ- #!/usr/bin/python3
camente a equagao diferencial h=0.1 # passo em x
x = [0.0] # x inicial
dy_ y = [1.0] # y inicial
dx n = int(10/h) # nimero de passos
y(0)=... def ff(x,y):
return (x+1)*y + x**2;
Preencha os pontos. def rk4(x,y,h,ff):
k1 = h*ff(x,y)
k2 = h*ff(x+h/2,y+k1/2)
k3 = h*ff(x+h/2,y+k2/2)
k4 = h*xff(x+h,y+k3)
yn =y + k1/6.0 + k2/3.0 + k3/3.0 + k4/6.0
return yn
for i in range(O,n): # loop da solugdo numérica
xn = (i+1)#*h
yn = rk4(x[i],y[i],h,£f)
x.append (xn)
y.append (yn)
fou = open(’rukfb.out’,’wt’)
for i in range(O,n+1): # imprime o arquivo de saida
fou.write( ’%12.6f %12.6f\n’ % (x[il,y[il) )
fou.close()

SOLUCAO DA QUESTAO:

d
azi = (x+ Dy +x%

y(0)=1m

Continue a solug¢do no verso =



2 [25] Nesta questio, considere que os vetores e; pertencem 2 base candnica do R3. A contracdo de dois tensores de
ordem 2 A e B € definida por
A:B=A;B(ej-e)(ei-em).

Se § € um tensor simétrico § = S;;e;e;, S;j = Sj; € se A € um tensor antissimétrico, A = A;je;ej, A;; = —Aj;, obtenha
S:A.

SOLUCAO DA QUESTAO:

S:A= SijAlm(ej -e)(eien).

= $ijAimb;10im
= SijAji
1 1
= ESijAji + EsjiAij
1
= ESU (Ajl +Aij) =0nm

Continue a solug¢do no verso =



3 [25] Utilizando obrigatoriamente integracdo de contorno com varidveis complexas, calcule

+00 1
I:/ 3 - dx.
oo X0 +1

Justifique todos os passos, incluindo a prova de sobre quais partes do contorno a integral € nula.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Considere a fungdo f(z) = 1/(z* +1). Esta fungdo possui singularidades em
D +i= 0,
23 = _j= e(—iT[/2+2kT[);

7 = o(-in/6+2kn/3)

Consequentemente, apenas a singularidade em z; = i precisa ser considerada no Teorema dos residuos.

2y

. .
z3 22

Para verificar a integral sobre o semi-circulo %5 quando R — oo:
) 1
- < lim T dz
Ls Z +1 R— o0 Zs 12 +1
) T iReiQ
= lim 3310 .-
R—e Jo_ |R3e310 + i
) e iReiG
=im ) |Reee
R—o0 Jo_g |R7e”!

lim dz

R—o0

4 = lim — =0.
R—co R2

Portanto, pelo Teorema dos residuos, devemos ter

x=+00 1
/ O dx = 2mic_y,
X=—00 X2 +1

onde o residuo c_; em z; é calculado como se segue:
1 1 )
Z+i (z-z2)(z-2)(z-2)

logo, nas proximidades de zj,
1

(2) ~ ;
f (z = z1)(z1 = 22) (21 — 23)
donde z; € claramente um polo de primeira ordem, e

1

T (@ -2)(z1 - 23)
1

T - [V3/2-i/2D) (i - [-V3/2—1/2])

-1

1
(3i/2 = V3/2)(3i/2 + V3/2)
1 1
T 9/4-3/4° 3
Finalmente,
I= —@ [

3

Continue a solug¢do no verso =



4 [25] Utilizando o método de Frobenius, obtenha a solugdo geral de

Yy’ + xzy =0.

SOLUCAO DA QUESTAO:
O ponto x = 0 é um ponto ordindrio. Isso sugere que solucdes simples em série de poténcias sdo possiveis. De qualquer
forma, usamos o ferramental usual do método de Frobenius:

(o)
"
y= D o
n=0
(o]
y' = Z(r +n)apx"
n=0

Yy’ = Z(r +n—=1D(r+n)ax 2.
n=0

Substituindo na equagdo diferencial,

o0 o0
Z(r +n—-1D)(r+nax" 2+ Z apx™? = 0.
n=0 n=0

Faca
r+n+2=r+m-2,
n=m-4,
m=n+4.
Agora,

(o]
Z(r +n—1)(r+n)a,x" 2+ Z Am_ax M2 =,
=0 m=4

(r- 1)(r)aoxr_2 +(Nr+Dax™ '+ T+ D(r+2)ax" + (r+2)(r+3)azx '+

(o8]

Z [(r+n—1)(r+n)a,+an_4] x""2 =0,

n=4
A equacgdo indicial € obtida tomando-se ag # 0:
(r—=Dr=0,
=1
ry) = 0.

Estamos no caso iii do Teorema de Frobenius, e primeiro verificamos se a menor raiz leva a duas solugdes. De fato,
fazendo r = 0, vemos que tanto ap quanto a; podem ser quaisquer, mas que a, = 0 e a3 = 0. A relag@o de recorréncia é

(n—1Dnay, +ap—4 =0,

Gy
=" (n—1n’
Partindo de a; = a3 = 0,
ag=a7=ajp=ay1=a4=aj5=...=0.
Partindo de ap = 1 e de a; = 1, obtemos, respectivamente
1 1
as = _E’ as = _%,
1 1
ag = +ﬁ’ ag = +m,
1 1
412 = 788704 43 = T204640°

Continue a solu¢do no verso =



As duas solucdes LI sdo

1 1 |
N O S W S SN e S

y1(x) 2" Tent st T

1 5 1 9 1 13

20" T 1a20" T 246a0" T

y(x) =x -

e a solugdo geral, como sempre, é
y(x) = c1y1(x) + c2tp(x) m

Continue a solug¢do no verso =



