TEAO013 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

P01, 06 Set 2019

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

1 [20] Considere o esquema de diferencas finitas upwind explicito e condicionalmente estavel para a equacdo da onda:

u?“ =u} — Coluj —u}"].
Considere que a matriz u foi alocada com u = zeros((2,nx+1),float), onde zeros foi importada de numpy, com
nx=1000, e que vocé esta calculando u[new] a partir de u[old], sendo que old refere-se ao passo de tempo n, e new
ao passo de tempo n + 1. Mostre como, utilizando a técnica de slicing, vocé pode calcular u[new,1:nx] em apenas
uma linha de cédigo em Python (usando numpy); suponha que a variavel Cou, com o nimero de Courant, ja foi
calculada e que ela garante a estabilidade do esquema.

SOLUCAO DA QUESTAO:

ulnew,1:nx] = ulold,1:nx] - Cou*(ulold,1:nx] - ulold,0:nx-1])

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] Considere um esquema de diferencas finitas implicito “classico” para a equagio da difusao:

—Fou?fll +(1+ 2Fo)u§“r1 - Foulf’jl1 =ul, i=1,...,N.—1.

onde Fo = DAt/Ax?, e D é a difusividade. Sabemos que a equaciio acima em geral niio vale para a primeira (i = 1) e
ultima (i = Ny — 1) linhas. Obtenha essas linhas para as condi¢des de contorno

u(0,t) = «a,

ou(L.t)
Ox =5

sendo « e ff constantes, onde x = 0 corresponde ao ponto de grade i = 0, e x = L corresponde ao ponto de grade i = N.

SOLUCAO DA QUESTAO: A primeira linha fica

~Foa + (1 + 2Fo)ul*! — Foul*! = u”,

(1 +2Fo)u! — Fou} = u! + Foa.

A aproximagdo da derivadaem x = L é

1
du(Lt) UnL TuNL P
ox Ax -

n+l n+l _
uy, —Un.- = BAx,

n+l _  n+l
uy, =uy _ +pAx,

de forma que a ultima linha fica

n+l n+l n+tl _ n
—FouNx_2 +(1+ 2Fo)uNx_1 - FouNx =uy s

n+l n+l n+l _.n
—FouNx_2 +(1+ 2F0)uNx_1 —Fo [uNX_l + ﬁAx] = Uy s
—Foul'(]j:l_2 +(1+ Fo)ul'zf;l_1 —FofAx = uy, |,

+1 +1
—Fou]'{,x_2 +(1+ Fo)ul’{]x_1 = “le—l + FoffAx m

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Considere o espaco vetorial das funcdes complexas de uma variavel real x e quadrado-integraveis em [0, 1], e a
operagao

1
U@zlxﬁwmmm

onde * indica o conjugado complexo. Verifique se (-, -) € um produto interno legitimo.

SOLUCAO DA QUESTAO:

1
mw=Ax%wmmw
1
54ﬁum¢mrw

*

1
{Ax%umww]ﬂwﬁf
1
<ﬁg+h>=A.#f%mww>+mmhu

1 1
= / X f*(x)g(x) dx + / x2f*(x)h(x) dx
0 0
=(fop +{f i) v
1
mwhéﬁﬁmmmm
1
=0{/0 x2f*(x)g(x) dx
=a(f.9) v
1
@ﬂ=Ax7wvww

1
= / lef(x)l2 dx > 0, se f(x) # 0 em algum sub-intervalo finito de [0, 1] v/
0

1
G = [ RF s
1
= / x%|f(x)[*dx = 0, se f(x) # 0 apenas em conjunto enumeravel de pontos de [0, 1] v/
0

Trata-se, portanto, de um produto interno legitimo m

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] Obtenha a série de Fourier trigonométrica de f(x) = e™* no intervalo [a, b] = [0, 1], sabendo que

/e_x cos(ax) dx = e * [asen(ax) 2—cos(ax)] ic
1+a
/e_x sen(ax) dx = e |- sen(ax) _2a cos(ax)] +C.
l+a

SOLUCAO DA QUESTAO:
a=0,b=1,L=1.

Finalmente, para x € [0, 1],

S - -1
B _1 e '[e—1] e '[e—1]
f(x) =1-e +2; [m cos (ZUT[X) +2ﬂnm sen (ZHT[X)

- 1 2nn
_ -1 §
= (1—8 ){1+2n_1 [mCOS(ZHJIX)'FmSCH(znTEX)]}

Continue a soluc¢do no verso =



+1.00

5 [20] Desejamos aproximar a funcdo f(x) = cos(zx/2) A
em x € [—1, 1] usando uma base de fun¢des ortonormais +0.80 - fe) ==

+0.60 |-

1
ﬁ’ v/, \Y
3 +0.40
pi(x) = \gx,
\/g 3x2 _1 +0.20 |- B
o =325 / \
2 2 +0.00 £ !

-0.20 L .
-1.00 —-0.50 +0.00 +0.50 +1.00

polx) =

Sabendo que

3/2

+1 2
[ = -

)
T

+1 2 _
[ s ax- \E [u] ,
-1 T

obtenha ], a, e a3 tais que “f(x) - f(x)“ seja minima, com ]?(x) = appo(x) + a1p1(x) + apa(x). A f(x) resultante,
com os &’s corretos, é mostrada na figura. Justifique sua resposta.

SOLUCAO DA QUESTAO:
As fungodes po(x), p1(x) e p2(x) ja sdo ortonormais (sabemos disso, porque o enunciado nos disse). Por tanto, os @’s sdo
+1 23/2
a0 = (o). fy = [ o)y = 2,
-1

+1
@ = (p (), f(x)) = / P )b =0,

+1 12—
= a0, 509) = [ oo as =3 ==

Sabemos que a; = 0 porque o integrando correspondente, p; (x) f (x), é o produto de uma fung¢éo impar (p; (x)) por uma
par (f(x)), que é impar, e cuja integral é zero m

Continue a soluc¢do no verso =



TEAO013 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P02, 04 Out 2019

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO

1 [20] Para resolver o segundo trabalho computacional, vocé precisou modificar levemente a rotina triad, que resolve
um sistema de equacgdes lineares cuja matriz é tridiagonal. A rotina original, disponibilizada no livro-texto, é mostrada

abaixo. Indique a lapis quais foram as modificagdes necessarias.

SOLUCAO DA QUESTAO (CORRIJA A LAPIS O CODIGO ABAIXO):

A solucgao é trocar float por complex em zeros:

def triad(a,b,c,d):

n = len(a);
cc = zeros(n,complex)
dd = zeros(n,complex)

cc[0] = c[0]/b[0O] ;
for i in range(l,n-1):

cclil = (c[il)/(b[i]l - alil*ccli-11)

dd[0] = d[0]l/bl[0] ;
for i in range(l,n):

dd[i] = (d[i] - alil*dd[i-1])/(b[i]

x = zeros(n,complex)
x[n-1] = dd[n-1] ;
for i in range (n-2,-1,-1):

x[i] = dd[i] - cclil*x[i+1]

return X

- alil*ccl[i-11)

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] Os polinémios de Laguerre de grau n sio definidos em [0, +c0) pela formula

Lo(x) = % (%— l)nx".

VOCE NAO VAI PRECISAR USAR A RELACAO DE RECURSAO NESTA QUESTAO. Os polindmios de Laguerre
formam uma base ortonormal das funcdes reais em [0, +o0) para o produto interno

(fog) = /0 " Fg()e™ d.

Os 3 primeiros polindmios sdo Lo(x) = 1, Li(x) = 1 — x, Ly(x) = %(x2 — 4x + 2). Para h(x) = e, obtenha ay, |
e ap tais que ”h(x) - h(x)” seja minima (a norma é definida em relacio ao produto interno dado acima!), com
h(x) = agLo(x) + a1L1(x) + aaLa(x).

SOLUCAO DA QUESTAO: A base ¢ ortogonal; entéo os valores de ap, @ e @y que minimizam a norma sio simplesmente
coeficientes de Fourier de h(x):

ag = (Lo(x), h(x)) = /°° Ixe ™ xe ™ dx
0
_l 00 -2x _ .
= 2/0 e (2dx) = 1/2;
ap = (L1(x), h(x)) = /°°(1 —x)xe ¥ xe ¥dx
0
= /00(1 —x)e Xdx = 1/4;
0

ar = (L1(x), h(x)) = /°° %(x2 —4x+2)xe * xe  dx
0

1 [oe]
=_/ (x* —4x +2)e > dx = 1/8m
2 Jo

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Sabendo que

calcule a transformada de Fourier de

+71/2
/ cos(x) cos(kx) dx =

n/2 1—k2

SOLUCAO DA QUESTAO:

f(k)

2_ f(x)efikx dx
T J-co
1 +m/2
— cos(x)e F* dx
21 ) np2
1 +m/2
— cos(x) [cos(kx) —isen(kx)] dx
27'[ -1/2
1 +m/2
— cos(x) cos(kx) dx
27'[ -n/2
_ cos (%") .
(1 - k2)

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] Seja

Calcule ]?(k).

x| < 1,

I,
fx) = {0, x| > 1.

SOLUCAO DA QUESTAO:

O célculo de f(k) é quase imediato:

7 1 : —ikx
fk) = E/_ e dx

1
_ 1 [_e—ikx]x:+1

2mik x==1
I ik
= g < <
1
= m[Zi sen(k)]
sen(k)
= —Fn
nk

Continue a soluc¢do no verso =



5 [20] Se .
flw) = % /_ . f(t)e ! dt,

calcule a transformada de Fourier da EDO

Py 1dy 1 1

e Ta TR

X,

(onde T é constante) e obtenha y(w) em funcéo de x(w).

SOLUCAO DA QUESTAO:

dy 1dy 1 1
Fz{ 2 4 2 4 = %! _
‘/{dﬂ +Tdt+T2y} ‘/{ﬂx}

(9)5() + 2 5(@) + 255(0) = =7(0)

b w1
-0 + =+ =
T T

[—w2T2 +iwT + 1] y(w) = x(w)

(o) = 7(0)

y(w) =

x(w)
—w?T? +iwT + 1

Continue a soluc¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P03, 25 Out 2019

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

1 [20] Dada a equacdo diferencial
0¢ %
X _p=——~_
ot x? k.

onde D > Qe k > 0, a sua discretizacdo com um esquema de diferengas finitas totalmente implicito, progressivo no tempo
e centrado no espago, produz uma equagdo geral do tipo

A¢?_+ll +B¢;1+1 +C¢n+1 — AN

i+1 i

onde como sempre ¢} € a aproximagdo em grade de ¢(iAx, nAt). Obtenha A, B e C em fungéo dos parametros adimensionais

DAt

Fo=—,

Ax?

Kt = kAt.

SOLUCAO DA QUESTAO
s -gp et
At Ax? !
Dét
g = s (! - 20t ) - Geangr!

= g = Fo (@] - 207 + g1 ) - Kigr!

= Fo (¢ - 267 + 912! ) + Kugp™! = g

i+l i-1

~Fog?"! + (1 + 2Fo + Kt)¢7 ™' — Fog! = ¢7 =

i+l =

A = —Fo,
B = (1 +2Fo + Kt),
C=-Fonm

Continue a solucio no verso =



2 [20] Dada a matriz
2 1+i

[A]z[l—i 2

a) [5] Sem fazer nenhum célculo, o que voc€ pode dizer sobre seus autovalores e autovetores?

s

b) [5] Calcule os autovalores. Confirme sua resposta sobre (a).

¢) [10] Calcule os autovetores. Confirme, com cdlculos, sua resposta sobre (b).

SOLUCAO DA QUESTAO

a) [A] é auto-adjunta; logo, os autovalores sdo reais, e os autovetores sdo ortogonais.

b) e ¢) Com Maxima,

(%i1) A : matrix([2,1+%i], [1-%i,2]1);
[ 2 %1+ 1]
(%o1) [ ]
[1-%i 2 ]
(%i2) eigenvectors(A);
(%02) [[[2 - sqrt(2), sqrt(2) + 21, [1, 111,

sqrt(2) %i - sqrt(2) sqrt(2) %i - sqrt(2)
[[[1, ———=mmmmmmmmmmmmm- 11, [[1, - —————mmmmmmmmee 111
2 2
b) Os autovalores sao
Ai=2-V2,
Ai =2+ \/z

¢) Os autovetores sao

. 1—\/§+i\/§
sl )

2

Os autovalores sdo reais, de fato. Os autovetores sdo ortogonais:
i i\ i el iy i
('u,'u > = [v]]"0] + [v3]"0)

o) )
=1x1+ X

2 2
N BN
B 2 2

=2 +2i = 2i + 2i2
=14 —-—= - "=

4

4

:l—Z:O.

Continue a solucio no verso =



3 [20] Encontre a funcdo de Green da equacdo diferencial ordinéria

L b sen(pe) = G 9(0) = do.

SOLUCAO DA QUESTAO:

£ +sen()§(&) = F(©)

G, 5)% + Glx, &) sen(D)H(E) = Gx, O ©)
_¢ ~ )
/0 G(x. &) érdf+ / Glx, &) sen(E)p(E) dé = /0 Glx, ) (&) A
/ ¢<§>—d§+ / Glx. &) sen(E)g(E) dE = /O Glx ) (2) dé
G(x, 00) ¢(c0) — G(x, 0)po + ‘/0. d(&)

=0

—d—§+c<x,§)sen(§) a = /0 G, £)f(¢) dé.

=5(¢-x)

Resolvamos, portanto

—‘;—§+G<x £sen(d) = 8¢ —x):  Glx,00) =

G(x, &) = u(x, E)o(x, §);

- [uj—g + vdé_, + uvsen(&) = §(¢ — x);
[—j—§ +vsen(é)| — vj—§ =6(¢& — x);

do
_d_§ +vsen(¢) = 0;

9 ox, 8 sen(d):

a€
(d 5 = sen(6)d¢
/:d?v: /O sen(y) d
w20 zzl—coS(f)
o(x. &)

= exp[1 - cos(&)]
v(x,0)
v(x, &) = v(x,0)exp[1 — cos(é)] .
Obtemos agora u:

—vj—g = 5(£ - x);

—o(x,0)exp (1 —COS(f)] — =0 -x)

du 1
a = 30 exp [—(1 = cos(£))] 6(£ - x)

u(x, &) = u(x,0) - (x 0 —(1 = cos(n))]6(n — x)dn
H( - )
u(x,0) - o(x.0) P [=(1 = cos(x))] .

Continue a solucio no verso =



A funcdo de Green, portanto, é

G(x, &) = ulx, E)o(x, )

= :u(x, 0) - Ii;((gx_OJ)C) exp[—(1 - cos(x))]} v(x,0)exp [1 — cos(&)]

= u(x,0)v(x,0) — H(E — x)exp[—1 + cos(x) + 1 — cos(&)]
= G(x,0)exp[l — cos(é)] — H(E — x)exp [—1 + cos(x) + (1 — cos(¢))];
= {G(x,0) — H(§ — x) exp[—(1 — cos(x))]} exp[1 — cos(£)]

aplicando a condic¢do de contorno no infinito,

G(x,00)=0 =
0 = [G(x,0) — exp[—(1 — cos(x))]] exp[1 — cos(0)] =
G(x,0) = exp[—(1 — cos(x))].

Finalmente,

G(x, &) = [1 = H(& - x)] exp[—(1 — cos(x))] exp[1 — cos(¢)]
= [1 - H(¢ — x)] exp[cos(x) — cos(¢)] m

Continue a solucio no verso =



4 [20] Usando obrigatoriamente o método das caracteristicas, resolva

ou ou 12

— +x— =x"/°,
ot Ox

u(x,0) = f(x).

SOLUCAO DA QUESTAO:
Sejam

x = X(s),
T =T(s),
u(x, t) = u(X(s), T(s)) = U(s);
dU oOudT OJudX
—_— st —— =
ds ot ds Ox ds

dr 0
- =1 = T(s) = TOT + s

dx = X(s) = X(s) = X(0)e’.
ds
A EDO em U(s) sera
ds X6
= [X(0)e*]'?

= (X(0)'%e** =
U(s) - U0) = 2(X(0))/*[e*/? - 1].

Mass =t,e:
X = X(0)e*;
X(0) = Xe™ = xe™;
u(x,0) = u(X(0),0) = U(0) = f(X(0)).
Portanto,

U(s) = £(X(0)) + 2(X(0))[e*? - 1];
u(x,t) = f(xe_t) + z(xe—t)l/Z[et/z “1]m

Continue a solucio no verso =



5 [20] Encontre os autovalores e as autofunc¢des do problema de Sturm-Liouville

d2y
— + Ay =0,
dx? y
y(0) =y'(1) = 0.
SOLUCAO DA QUESTAO:
Discuta os valores de A:
A=-k2<0:
dzy 2
@ - k y= 0,
P —k?=0;
r = zk;

y(x) = Acosh(kx) + Bsenh(kx);
y’(x) = Asenh(kx) + B cosh(kx).
y(0) =0 = Acosh(0) + Bsenh(0) = 0,

A=0.
y’'(1) =0 = Bcosh(1l) =0,
B=0.
Portanto ndo ha autovalores para esse caso.
A=0:
ey,
dxz2 7
y(x) = Ax + B.

y(0)=0 = B=0.
y(1)=0 = A=0.

Portanto ndo hd autovalores para esse caso.

A=k%>0:
dzy 2
@‘i—k y=0;
r?+k?=0;

r= ii\/z;
y(x) = Acos(kx) + Bsen(kx).
y'(x) = —Asen(kx) + Bcos(kx)
y(0)=0 = A=0.
y’(1) = Beos(k) =0 =

cos(k) =0 =
2n+1
kn—§+nn: n2 T, n=0,1,
Portanto os autovalores e as autofuncgdes sdo
2
2n+1
Ap = n2 nf , n=0,1,
2n+1
yn(x)zsen((nz)nx), n=0,1,... m

Continue a solucio no verso =



TEAO013 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P03, 25 Out 2019

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO

Assinatura:

1 [20] Resolva

¢ _ 20%

ot ox?’
$(0,1) = ¢o,
(L, t) =0,
$(x,0) = 0.

SOLUCAO DA QUESTAO

As condi¢bes sdo ndo-homogéneas. A solucdo de regime permanente é

x
= (1-7)-
$x) = o (1- 3
Facamos, portanto,
x
() = $x0) = go (1= 7 )
a equacdo diferencial em u(x, t) é a mesma:
ou  ,0%u
—_— =g —
ot 0x?
com as condicdes inicial e de contorno
u(0,¢t) =0,
u(L,t) =0,

u(x,0) = —do (1 - %)

Agora

u(x,t) = X(x)T(¢);
XT' = a*TX"";
T/ _ XII

= =A.
aAT X

A discusséo usual de sinais produz

Agora a forma geral da solugéo é

g =01 )+ Diton - (4 fsn (7
n=1

).

Continue a soluc¢do no verso =




Finalmente, impomos a condicéo inicial:

L (o]
x X L
- 1-= 2) ae =S Apos
/x=0¢°( L)Sen( L ; m3
2
Amz—ﬂl
mn

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] Resolva o problema de valor inicial

0 0
3x6_Z + 36—3 = xy, u(x,0) = e

SOLUCAO DA QUESTAO
O método das caracteristicas se impde. Se

x = X(s),
y=7Y(s),
sio as equagdes paramétricas de uma curva no R?,
u=u(x,y) =u(X(s),Y(s)) = U(s),
isto é: u = U(s) é uma nova funcéo de s. Escrevemos agora lado a lado a equacéo diferencial parcial original e a derivada
total de U:

ou ou

=3x— +3—,

Xy x6x+ 9y
QU _ oudx oudy
ds 98X ds Y ds’

Deste par, obtemos 3 equagdes ordinarias:

dx
== = 3x(s), X(0) = ¢&,
ds
dy
— =3, Y(0) =0,
oS (0)
dUu
% = XOY0). U(0) = u(£,0) = e,
s
Que merecem ser integradas:
ax
— = 3ds,
X
X
In — = 3s,
X — §e35;
Y = 3s;
dUu
E = 563338,

U(s) —U(0) = 3¢ /0 ze¥? dz

(Bs = 1)es + 1)¢
3 .

Recuperamos agora as variaveis originais:

s =1y/3,

&= X/e3s =x/eY;

((3s — 1)e3 + 1)¢&
3

-2 N ((3s - 1)3835 +1)¢

= e_(x/ey)2 + ((y - ])ey + ]) eiy

u(x,y) =U(s) =U(0) +

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Resolva
2 2
P P,
0xr  oy?

com

$(0,y) =0, $(L,y) =0,
¢(x, M) =0, $(x,0) = f(x).

Deixe seu resultado indicado em termos de integrais envolvendo f(x) para os coeficientes de Fourier.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Como é comum:

P(x,y) = X(x)Y(y),
YX"+XY" =0,
Xty

—— =)
X Y

O sinal de menos para A é uma conveniéncia algébrica. Olhe para as condi¢des de contorno: um problema homogéneo
(Sturm-Liouville) é imediatamente disponivel em x; portanto,

X"+ 21X =0,
r’+21=0,

X(x) = A(x) cos(VAx) + Bsen(VAx),
X(0) = X(L) = 0
As constantes sio:
X(O) =0 = A=0,
X({L)=0 = sen(VAL) = nn,
Vi""
7
B n*n?
/ln L2 )
Agora em y:
n?m?
Y = I Y,
2,2
v "y o,
LZ

Y, = A, cosh (ﬂ) + B, senh (@) .
L L

As constantes A, e B, sdo obtidas da seguinte forma:

o(x,y) = isen (%) [An cosh (mL[—y) + B, senh (%)] ;

n=1
- nmx
f(x) = ;An sen (T) ;
L ) L
g rrsen (B s = Dk [ o (15 on ()

2 (f mimx
Ap == ) dx.
: xzof(x)sen( i )dx

Continue a soluc¢do no verso =



Com os A,,’s calculados, prosseguimos para obter os B,’s:

= niwx nntM nntM
0= Z sen (T) [An cosh (T) + B,, senh (T)] ;

n=1

nntM
B, = —A, cotgh (T) [

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] Ache a série trigonométrica de Fourier (isto é: a série em senos e cossenos) de

0, -1<x<0,
x, 0<x<I1.

f(X)={

SOLUCAO DA QUESTAO:

flx) = % +g [An cos(zn;x) + By sen (Zn;x)] ,
b
Ay = %/u f(f)cos(zngtg) dé,

b ni
B-7 [ f(§)sen(2L§) de.

Prosseguindo no célculo dos coeficientes,

Al /1 ¥ cos (Znnf) d = cos(nm) — 1’
0

n2n?
2nn§) d = _cos(nm) .
nn

Continue a soluc¢do no verso =



5 [20] Se f(x) é uma funcdo qualquer de x, e se sua transformada de Fourier é .% { f (x)}, mostre que

Fif@r= [ xf@eis dx:i@’

usando obrigatoriamente o fato:

d

* [f(x)e_ikx] = —ixf(x)e_ikx.

SOLUCAO DA QUESTAO:

+00 . 1 +00 .
/ xf(x)e ** dx = — —ix f(x)e ¥ dx
X

=—00 _i X=—00
i +00 d ik
:__12/_ a[f(x)e £x] dx
+00
= idik fx)e ** dx
_ idﬁ"{f(x)} .
dk

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [20] Seja

g _ sl Z20i + dint

P Ax?
a estimativa usual de diferencas finitas para a derivada de ordem 2. Uma estimativa possivel para a derivada de ordem
3¢é

T I
Trrr _ Vi+l i—1

BT 2Ax
Obtenha </§l’.” em fungio de ¢;_»,. .. P;42 € Ax.

SOLUCAO DA QUESTAO

T 1 Piv2 — 2041 + Pi _ i —2¢i1+ dia

L7 oAx Ax? Ax?

1

= m [¢i+2 =201+ i — (i — 21 + ¢i_2)]
1

= m [¢i+2 =21 + 2021 — ¢i_2] .

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] Considere o produto interno candnico no espaco das funcdes reais e quadrado-integraveis no intervalo [0, +c0),

(9= [ Fege0
Seja f(x) continua neste espaco, e tal que f(0) existe e é finito; para k > 0, calcule

klim (f(x), kexp(—kx)) .

SOLUCAO DA QUESTAO

00

{(f(x),kcos(kx)) = f(x)k exp(—kx) dx
x=0

u = kx; du = kdx; =
: s « u du
lim (f(3).kcos(kx) = lim / 1§ kentn

- £(0) /0 exp(—u) du = £(0) u

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Um sensor mede uma variavel fisica x. A resposta y do sensor é modelada pela EDO de ordem 1

dy
dt

Vi qu= 2 O e,

onde T é o tempo de resposta do sensor e €(t) é um erro aleatorio cometido pelo sensor a cada instante de tempo.

Considerando a defini¢do da transformada de Fourier,

flw) = 1 /_ e 9 £ (1) dt,

21

o0

onde i = V-1 e w é a frequéncia angular, obtenha uma expressio para J*y (onde * indica conjugag¢io) em fungio de w,

T,Xee€.

SOLUCAO DA QUESTAO:

S U
iwy+;y=f[x+a,
(1 +iwT)y = [X + €,

(1 +i0T)y (1 +iwT)y = [x + €]'[x + €],
(1 -iwT)( +i0D)[y'y] = [X'*x + X €+ X + €],
(1+’TH[FY] = [FX+ X e+ X+ €],

1 —~
FE+ET+ e

yyl= 1

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] Encontre os autovalores e as autofuncdes do problema de Sturm-Liouville

dy
@ +)Ly = O,

y'(0) =y(1) =0.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Discuta os valores de A:
A=-k2<0:
@ — K2y =
dx? ’
P —kr=0;
r = +k;

y(x) = Acosh(kx) + Bsenh(kx);
y’(x) = Asenh(kx) + Bcosh(kx).
y’(0) =0 = Asenh(0) + Bcosh(0) =0,

B=0.
y(1) =0 = Acosh(1l) =0,
A=0.
Portanto néo ha autovalores para esse caso.
A=0:
dZ
—2 —0;
dx?
y(x) = Ax + B,
y'(x) = A.
y(0)=0 =2A=0
y(1)=0 =B=0
Portanto néo ha autovalores para esse caso.
A=k*>0:
dzy
— 4 k*y =0,
dx? y
r?+k*=0;
r= ii\/ﬁ;

y(x) = Acos(kx) + Bsen(kx),
y’(x) = —Asen(kx) + Bcos(kx),
y'(0)=0 = B=0.

y(1) = Acos(k) =0 =

cos(k) =0 =
2n+1
kn=g+nn= n2 T, n=0,1,...
Portanto os autovalores e as autofungdes sdo
n+1 1°
Ap = n2 | , n=0,1,
2n+1
o) = cos (ZEDE) o

Continue a soluc¢do no verso =



5 [20] Usando o método de separacio de variaveis, resolva o problema

¢ _ 8¢
ﬁ =a @ + bXCOS(t),
$(x,0) =0,
)
A, Ao 0 = 09
oy (x,0)
$(0,t) =0,
P(L,t) =0,
onde a e b sdo constantes positivas. SUGESTAO: {X,, = sen(nnx/L)}, n=1,2,3,... éum conjunto completo de auto-
fungdes que atendem as condi¢des de contorno. Faca bx cos(t) = 37 | A, fu(t) sen(nnx/L) e p(x, t) = 3 | Xn(x)Tn(t).
SOLUCAO DA QUESTAO:
As condig¢bes de contorno sdo compativeis com as autofungdes
Xn(x):sen(?), n=1,2,...

que teriam aparecido se nao fosse o termo ndo-homogéneo bx cos(t) da EDP.
Inicialmente, decompomos a funcéo na base:

bx cos(t) = i fu(t)A, sen (?)
n=1

Claramente,
fu(t) = cos(t), Vn.

Prosseguindo,

( n=1 x=
L
L
b/ xsen(ix) dx = =A,,
x=0 L 2
_1\ym+lg2
b( 1)™L =£Am»
mit 2
2b(=1)"*1L
mit

Fazemos agora
B, t) = D Xa(D)Tu (1)
n=1

e substituimos na equacao diferencial parcial:

> 42T, o X, 2b(-1)"1L
; > Xa(x) = a ;Tn(t) = +;cos(t)TXn(x); =
den B n*n? )
& -t
&1, n’n’d? 2b(-1)"1L
i + B T, = - cos(t)

Continue a soluc¢do no verso =



[ B N N O N

Resolvemos a equagéo diferencial ndo-homogénea:

(%i1) edo : 'diff(Tn,t,2) + alpha~2*xTn = beta*cos(t) ;
2
d Tn 2
(%ol) ---- + alpha Tn = beta cos(t)
2
dt

(%12) ode2(edo,Tn,t);

Is alpha zero or nonzero?

nonzero;
beta cos(t) %i alpha t - %i alpha t
(%02) Tn = ----------- + %kl %e + hk2 %e
2
alpha - 1
Logo,

Neste ponto,

d(x,t) = i [Bn cos(t) + Cy, cos (

ot

As condigdes iniciais sdo

2b(_1)n+1L3
(n?n2a? — L?)nn
—_—
B,

Ta(t) =

)

n=1

—0¢(x, ) = Z [—Bn sen(t) + ? (—Cn sen (nnTat) + D, cos (m‘c

n=1

¢(x,0)=0 =

= nix
0:;(Bn+cn)sen (T) =
Cn = —By;
d¢(x,0)
R kA
at =
= nmna nmat nmnx
0= 25 [ neos (77 sen ()
n=1
D,=0m

n
o)

nmx

L

nmat nnat
cos(t) + C,, cos (T) + Dy, sen (T) .

)
()

Continue a soluc¢do no verso =



