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Declaro que segui o código de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

1 [20] Considere a seguinte seção interativa de Python:

> a = [[1,2,3],[4,5,6]]
> b = a
> b[0] = [7,8,9]
> print(a)
O que é impresso na linha seguinte?

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

[[7, 8, 9], [4, 5, 6]]

Continue a solução no verso =⇒



2 [20] Faça a análise de estabilidade de von Neumann do esquema explícito de diferenças finitas para a equação de
advecção

un+1
i = uni −

c∆t

2∆x
(
uni+1 − u

n
i−1

)
.

Qual é a sua conclusão (não vale citar de memória) sobre a sua estabilidade?

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

ξl ea(tn+∆t )eikl i∆x = ξl eatn eikl i∆x −
Co
2

(
ξl eatn eikl (i+1)∆x − ξl eatn eikl (i−1)∆x

)
;

eliminando o fator comum ξl eatn+ikl i∆x ,

ea∆t = 1 −
Co
2

(
e+ikl∆x − e−ikl∆x

)
= 1 − iCo senkl∆x .

Claramente, |ea∆t | > 1, e o esquema é incondicionalmente instável

Continue a solução no verso =⇒



3 [20] Considere o espaço vetorial dos polinômios de grau 2 definidos em [−1,+1], P = {ax2 + bx + c}, com a,b, c ∈ R.

a) [10] Mostre que (1,x ,x2) é uma base de P.

b) [10] Se f (x) ∈ P e д(x) ∈ P, um produto interno legítimo é

〈f ,д〉 =

∫ +1

−1
f (x)д(x) dx .

Verifique se a base do item (a) é ortogonal com este produto interno.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
a) Um conjunto de vetores é uma base se:
i) Ele gera o espaço. Dada f (x) = ax2 + bx + c ∈ P, uma combinação linear dos vetores da base gera qualquer vetor do
espaço se existem α , β e γ tais que, para quaisquer a, b e c,

αx2 + βx + γ = ax2 + bx + c .

Mas isso é sempre possível para α = a, β = b e γ = c, de modo que (1,x ,x2) de fato geram P.
ii) Os vetores da base são LI, ou seja,

αx2 + βx + γ = 0 ⇔ α = β = γ = 0,

onde 0 é a função f (x) ≡ 0, em x ∈ [−1,+1].
O sentido⇐ é óbvio.
Para provar o sentido⇒, escolha 3 valores de x entre −1 e +1, por exemplo −1, 0 e 1. Então,

α + β + γ = 0,
γ = 0,

α − β + γ = 0.

O sistema acima possui solução única α = β = γ = 0, e isso conclui o item (a).
b) Os produtos internos dos pares de vetores da base são

〈1,x〉 =
∫ +1

−1
1x dx = 0,〈

1,x2〉 = ∫ +1

−1
1x2 dx = 2/3,〈

x ,x2〉 = ∫ +1

−1
x x2 dx = 0.

Logo, a base não é ortogonal.

Continue a solução no verso =⇒



4 [20] Obtenha a série de Fourier trigonométrica de f (x) = 1 − x2 no intervalo [a,b] = [−1,+1].

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Note que f é par! Logo,

Bn ≡ 0, ∀n ∈ {1, 2, 3, . . .}.
Continuando, a = −1, b = +1, L = 2.

An =
2
2

∫ +1

−1
f (x) cos

(
2nπx

2

)
dx

= 2
∫ 1

0
(1 − x2) cos

(
2nπx

2

)
dx ;

A0 = 2
∫ 1

0
(1 − x2) dx = 4/3;

An = 2
∫ 1

0
(1 − x2) cos (nπx) dx

=
4(−1)n+1

π2n2 , n > 0.

Finalmente,

f (x) =
2
3
+

∞∑
n=1

4(−1)n+1

π2n2 cos (nπx)

Continue a solução no verso =⇒



5 [20] Prove a identidade de Parseval para funções complexas de uma variável real em uma forma um pouco mais geral
do que a discutida em aula: se

f (x) =
+∞∑

m=−∞

ame
2πimx
L ,

д(x) =
+∞∑

n=−∞

bne
2πinx
L ,

α ≤ x ≤ β , então
1
L

∫ β

α
f ∗(x)д(x) dx =

+∞∑
m=−∞

a∗mbm

para L = β − α .

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Começo notando que 〈

e
2πinx
L , e

2πinx
L

〉
=

e 2πinx
L

2
=

∫ β

α
e

2πi(n−n)x
L dx = L,〈

e
2πimx
L , e

2πinx
L

〉
=

∫ β

α
e

2πi(n−m)x
L dx = 0, m , n.

Agora, ∫ β

α
f ∗(x)д(x) dx =

∫ β

α

[
+∞∑

m=−∞

a∗me−
2πimx
L

] [
+∞∑

n=−∞

bne+
2πinx
L

]
dx

=

+∞∑
m=−∞

+∞∑
n=−∞

a∗mbn

∫ β

α
e

2πi(n−m)x
L dx

=

+∞∑
m=−∞

a∗mbmL

= L
+∞∑

m=−∞

a∗mbm

Continue a solução no verso =⇒
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Declaro que segui o código de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

1 [20] Considere o conjunto das funções reais f (x) quadrado-integráveis em [0,L]. Mostre que

〈f ,д〉 ≡

∫ L

0
f (x)д(x) dx

é um produto interno legítimo.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Preciso verificar 4 coisas:
a)

〈f ,д〉 =

∫ L

0
f (x)д(x) dx

=

∫ l

0
д(x)f (x) dx = 〈д, f 〉 . OK

b)

〈f ,д + h〉 =

∫ L

0
f (x)[д(x) + h(x)] dx

=

∫ L

0
{ f (x)д(x) + f (x)h(x)} dx

=

∫ L

0
f (x)д(x) dx +

∫ L

0
f (x)h(x) dx

= 〈f ,д〉 + 〈f ,h〉 . OK

c)

〈f ,αд〉 =

∫ L

0
f (x)[αд(x)] dx

= α

∫ L

0
f (x)д(x) dx

= α 〈f ,д〉 . OK

d)

〈f , f 〉 =

∫ L

0
[f (x)]2 dx{

> 0, f (x) . 0,
= 0, f (x) ≡ 0.

OK

As afirmativas acima valem exceto em um conjunto de medida zero, o que não muda o valor do produto interno em cada
caso.

Continue a solução no verso =⇒



2 [20] Uma forma da desigualdade de Cauchy-Schwarz é

|〈x ,y〉|2 ≤ 〈x ,x〉 〈y,y〉 .

Agora sejam x ,y ∈ Rn tais que

x = (a1,a2, . . . ,an),

y = (1, 1, . . . , 1),
n∑
i=1

ai = 1.

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, prove que

n∑
i=1

a2
i ≥ 1.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Havia um erro no enunciado: deveria ter sido: Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, prove que

n∑
i=1

a2
i ≥

1
n
.

����� n∑
i=1
(ai × 1)

�����2 ≤
(

n∑
i=1

a2
i

) (
n∑
i=1

12

)
,

1 ≤ n

(
n∑
i=1

a2
i

)
,

n∑
i=1

a2
i ≥

1
n

Continue a solução no verso =⇒



3 [20] Sabendo que ∫ +∞

−∞

cos(kx)
(1 + x2)2

dx =
(π + kπ)e−|k |

2
,

obtenha a transformada de Fourier exatamente como definida neste curso de

f (x) =
1

(1 + x2)2
.

SIMPLIFIQUE AOMÁXIMO SUA RESPOSTA.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

f̂ (k) =
1

2π

∫ +∞

−∞

f (x)e−ikx dx

=
1

2π

∫ +∞

−∞

cos(kx)
(1 + x2)2

dx

=
1

2π
(π + kπ)e−|k |

2

=
(1 + k)e−|k |

4

Continue a solução no verso =⇒



4 [20] Sabendo que ∫ +∞

k=−∞
e−a

2k2t cos(bk) dk =
√
πe−

b2
4a2

a
√
t
,

resolva usando obrigatoriamente transformada de Fourier em x :

∂c

∂t
+ u
∂c

∂x
= a2 ∂

2c

∂x2 ,

c(x , 0) =
M

A
δ (x).

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
A transformada de Fourier da equação diferencial é

d̂c
dt
+ ikuĉ = −a2k2ĉ;

d̂c
dt
= −[iku + a2k2 ]̂c;

ĉ(k, t) = ĉ(k, 0)e−(iku+a
2k2)t .

O valor inicial é simplesmente

ĉ(k, 0) =
1

2π

∫ +∞

−∞

e−ikx M

A
δ (x) dx

=
M

2πA
.

Portanto,

c(x , t) =

∫ +∞

k=−∞
ĉ(k, t)e+ikx dk

=

∫ +∞

k=−∞

M

2πA
e−(iku+a

2k2)t e+ikx dk

=
M

2πA

∫ +∞

k=−∞
e−k

2a2
eik (x−ut ) dk

=
M

2πA

∫ +∞

k=−∞
e−k

2a2t cos(k(x − ut)) dk

=
M

2πA

√
πe−

(x−ut )2

4a2

a
√
t

=
M

A

e−
(x−ut )2

4a2

√
4πa2t

Continue a solução no verso =⇒



5 [20] Sejam os pares de transformada de Fourier

f (x) = e−|x | ↔ f̂ (k) =
1

π(k2 + 1)
;

д(x) =
1

1 + x2 ↔ д̂(k) =
e−|k |

2
.

Calcule

ĥ(k) =
1

2π

∫ +∞

x=−∞
e−ikx

∫ +∞

ξ=−∞

e−|ξ |

1 + (x − ξ )2
dξ dx .

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Trata-se da transformada de Fourier de uma convolução:

ĥ(k) = F { f (x) ∗ д(x)}

= 2π f̂ (k)д̂(k)

=
e−|k |

k2 + 1

Continue a solução no verso =⇒
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Declaro que segui o código de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

1 [20] Considere a equação diferencial
∂ϕ

∂τ
=

1
2
∂2ϕ

∂ζ 2 − i(ϕ − 1),

com i =
√
−1, onde τ e ζ são quantidades adimensionais reais e ϕ é complexo. Discretize a equação utilizando um

esquema totalmene implícito para ∂2ϕ
∂ζ 2 e ϕ, e obtenha uma equação na forma

Aϕn+1
i+1 + Bϕ

n+1
i +Cϕn+1

i−1 = ϕ
n
i + D.

Obtenha cada um dos A, B, C e D em função de Fo = ∆τ/∆ζ 2 e/ou Cr = ∆τ .

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Discretiza-se em ζ : i = 0, 1, . . . ,M .

ϕn+1
i − ϕni
∆t

=
1
2
ϕn+1
i+1 − 2ϕn+1

i + ϕn+1
i−1

∆ζ 2 − i(ϕn+1
i − 1)

ϕn+1
i − ϕni =

Fo
2

[
ϕn+1
i+1 − 2ϕn+1

i + ϕn+1
i−1

]
− iCr(ϕn+1

i − 1).

Passando todos os termos em (n + 1) para o lado esquerdo, e todos os termos em n para o lado direito, tem-se

−
Fo
2
ϕn+1
i+1 + (1 + iCr + Fo) ϕn+1

i −
Fo
2
ϕn+1
i−1 = ϕ

n
i + iCr

Continue a solução no verso =⇒



2 [20] Obtenha a função de Green de

x
dy
dx
+

(
1 −

x

L

)
y = f (x ), y (1) = y1,

onde L é uma constante, e f (x ) é o forçante do sistema. Atenção: esse problema tem condição inicial em x = 1:
todas as integrais devem ser entre 1 e∞.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Como sempre,

G (x , ξ )
dy
dξ
+
G (x , ξ )

ξ

(
1 −

ξ

L

)
y = G (x , ξ )

f (ξ )

ξ
,∫ ∞

1
G (x , ξ )

dy
dξ

dξ +

∫ ∞

1

G (x , ξ )

ξ

(
1 −

ξ

L

)
y dξ =

∫ ∞

1
G (x , ξ )

f (ξ )

ξ
dξ

G (x , ξ )y (ξ )
�����

ξ=∞

ξ=1
−

∫ ∞

1
y

dG
dξ

dξ +

∫ ∞

1

G (x , ξ )

ξ

(
1 −

ξ

L

)
y dξ =

∫ ∞

1
G (x , ξ )

f (ξ )

ξ
dξ

G (x ,∞)y (∞) −G (x , 1)y1+∫ ∞

1

[
−

dG
dξ
+

1
ξ

(
1 −

ξ

L

)
G (x , ξ )

]
y (ξ ) dξ =

∫ ∞

1
G (x , ξ )

f (ξ )

ξ
dξ

Agora escolhemos

G (x ,∞) = 0,
[
−

dG
dξ
+

1
ξ

(
1 −

ξ

L

)
G (x , ξ )

]
= δ (ξ − x ),

e re-escrevemos
y (x ) = G (x , 1)y1 +

∫ ∞

1
G (x , ξ )

f (ξ )

ξ
dξ .

Para resolver a equação diferencial em G, fazemos

G (x , ξ ) = U (x , ξ )V (x , ξ ),

−U
dV
dξ
−V

dU
dξ
+

1
ξ

(
1 −

ξ

L

)
UV = δ (ξ − x ),

U

[
−

dV
dξ
+

1
ξ

(
1 −

ξ

L

)
V

]
−V

dU
dξ
= δ (ξ − x ).

Como sempre, anulamos o colchete:

dV
dξ
=

1
ξ

(
1 −

ξ

L

)
V ,

dV

V
=

1
ξ

(
1 −

ξ

L

)
dξ .

Como queremos V (x , ξ ), mudamos a variável de integração para qualquer coisa (por exemplo, z), e integramos a partir
de z = 1 até z = ξ :

∫ V (x,ξ )

V (x,1)

dV

V
=

∫ ξ

1

[
dz
z
−

dz
L

]
,

ln
V (x , ξ )

V (x , 1)
= ln

ξ

1
−
ξ − 1
L
,

lnV (x , ξ ) = ln ξ −
ξ − 1
L
+ lnV (x , 1),

V (x , ξ ) = V (x , 1)ξe−(ξ−1)/L .

Continue a solução no verso =⇒



Ficamos agora com

−V (x , 1)ξe−(ξ−1)/L dU
dξ
= δ (ξ − x ),

dU
dξ
= −

1
V (x , 1)ξ

e(ξ−1)/Lδ (ξ − x ).

Novamente, mudo de ξ para z e integro de 1 a ξ :

U (x , ξ ) = U (x , 1) −
1

V (x , 1)

∫ ξ

1

e(z−1)/L

z
δ (z − x ) dz,

= U (x , 1) −
H (ξ − x )

V (x , 1)
e(x−1)/L

x
.

Isso agora nos dá a função de Green:

G (x , ξ ) = U (x , ξ )V (x , ξ )

=

[
U (x , 1) −

H (ξ − x )

V (x , 1)
e(x−1)/L

x

]
V (x , 1)ξe−(ξ−1)/L

= U (x , 1)V (x , 1)ξe−(ξ−1)/L − H (ξ − x )
ξ

x
e

(x−1)−(ξ −1)
L

= G (x , 1)ξe−(ξ−1)/L − H (ξ − x )
ξ

x
e

(x−1)−(ξ −1)
L

= ξe−(ξ−1)/L
[
G (x , 1) − H (ξ − x )

e(x−1)/L

x

]
.

Fazemos agora

G (x , 1) =
e(x−1)/L

x
,

e retornamos:

G (x , ξ ) = ξe−(ξ−1)/L [
1 − H (ξ − x )

] e(x−1)/L

x
,

=
ξ

x
e−

ξ −x
L

[
1 − H (ξ − x )

]

Continue a solução no verso =⇒



3 [20] Considere o problema de Sturm-Liouville,

d
dx

[
e−2x dy

dx

]
+ λe−2xy = 0,

y (0) = 0, y (π) = 0.

a) [05] Mostre que a solução geral é da forma

y (x ) =



ex
[
A senh(

√
1 − λx ) + B cosh(

√
1 − λx )

]
, λ , 1,

ex (C + Dx ), λ = 1.

b) [05] Para λ , 1, mostre que B = 0, e que senh(
√

1 − λ π) = 0.

c) [10] Agora use senh(
√

1 − λ x ) = i sen(
√
λ − 1x ), e mostre que os autovalores são λn = 1 + n2.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
a) Expandindo as derivadas,

d
dx

[
e−2x dy

dx

]
+ λe−2xy =

e−2x d2y

dx2 − 2e−2x dy
dx
+ λe−2xy =

e−2x
[
y ′′(x ) − 2y ′(x ) + λy

]
.

A equação característica do termo entre colchetes é

r 2 − 2r + λ = 0,

com soluções r = (1±
√

1 − λ). O caso λ = 1 produz uma raiz dupla, e deve ser tratado separadamente. Neste caso, além
da solução ex , encontra-se uma segunda solução LI xex . Portanto, para λ = 1, a solução geral é do tipo ex (C +Dx ). Para
λ , 1, as raízes sao distintas, e

y = k1e(1+
√

1−λ)x + k2e(1−
√

1−λ)x

Faça k1 = (B +A)/2, k2 = (B −A)/2, e obtenha

y = ex
[
k1e+

√
1−λ x + k2e−

√
1−λ x

]

= ex

B

e+
√

1−λ x + e−
√

1−λ x

2
+A

e+
√

1−λ x − e−
√

1−λ x

2


= ex

[
B cosh

√
1 − λ x +A senh

√
1 − λ x

]

b) Como cosh(0) = 1, impondo-se y (0) = 0 encontra-se B = 0. Agora, senh(0) = 0, de modo que resta impor

y (π) = 0 ⇒ A senh
√

1 − λ π = 0 ⇒ senh
√

1 − λ π = 0,

pois A deve ser diferente de zero para fugir da solução trivial
c)

senh
√

1 − λπ = 0

i sen
√
λ − 1π = 0

√
λ − 1 = n

λ = 1 + n2

Continue a solução no verso =⇒



4 [20] Resolva o problema de valor inicial

3x
∂u

∂x
+ 3
∂u

∂y
= xy, u (x , 0) = e−x

2
.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
O método das características se impõe. Se

x = X (s ),

y = Y (s ),

são as equações paramétricas de uma curva no R2,

u = u (x ,y) = u (X (s ),Y (s )) = U (s ),

isto é: u = U (s ) é uma nova função de s . Escrevemos agora lado a lado a equação diferencial parcial original e a derivada
total deU :

xy = 3x
∂u

∂x
+ 3
∂u

∂y
,

dU
ds
=
∂u

∂X

dX
ds
+
∂u

∂Y

dY
ds
.

Deste par, obtemos 3 equações ordinárias:

dX
ds
= 3X (s ), X (0) = ξ ,

dY
ds
= 3, Y (0) = 0,

dU
ds
= X (s )Y (s ), U (0) = u (ξ , 0) = e−ξ

2
.

Que merecem ser integradas:

dX

X
= 3ds,

ln
X

ξ
= 3s,

X = ξe3s ;
Y = 3s;

dU
ds
= ξe3s3s,

U (s ) −U (0) = 3ξ
∫ s

0
ze3z dz

=
((3s − 1)e3s + 1)ξ

3
.

Recuperamos agora as variáveis originais:

s = y/3,

ξ = x/e3s = x/ey ;

u (x ,y) = U (s ) = U (0) +
((3s − 1)e3s + 1)ξ

3

= e−ξ
2
+

((3s − 1)e3s + 1)ξ
3

= e−(x/ey )2 +
((y − 1)ey + 1) x

ey

3

Continue a solução no verso =⇒



5 [20] Utilizando obrigatoriamente o método de separação de variáveis, ϕ (x , t ) = X (x )T (t ), resolva

∂ϕ

∂t
= ϕ
∂ϕ

∂x
; ϕ (0, t ) = 0, ϕ (1, 0) = 1.

Sugestão: a solução é muito parecida com a solução da equação de Boussinesq, só que mais fácil.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Separando-se as variáveis, obtém-se:

X
dT
dt
= XT

[
T

dX
dx

]
,

1
T 2

dT
dt
=

dX
dx
= c1.

Resolvendo primeiro em T :

1
T 2

dT
dt
= c1,

dT

T 2 = c1dt ,

−
1
T
= c1t + c2,

T =
−1

c1t + c2
.

Resolvendo X :

dX

dx
= c1,

X = c1x + c3.

A solução será do tipo

ϕ = XT = −
c1x + c3
c1t + c2

= −
x + c3/c1
t + c2/c1

= −
x + a

t + b
.

Neste ponto, note que há apenas 2 graus de liberdade, representados pelas constantes a e b, e que correspondem à única
condição de contorno e à única condição inicial dadas. Impondo cada uma delas:

ϕ (0, t ) = 0⇒ −
a

t + b
= 0⇒ a = 0;

ϕ (1, 0) = 1⇒ −
1
b
= 1⇒ b = −1.

Donde
ϕ (x , t ) = −

x

t − 1
=

x

1 − t

Continue a solução no verso =⇒



TEA013 Matemática Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P04, 30 Nov 2018
Prof. Nelson Luís Dias

0

Declaro que segui o código de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

1 [20] O problema de dispersão atmosférica

U
∂C

∂x
= K
∂2C

∂z2 ,

∂C(x , 0)
∂z

=
∂C(x ,h)

∂z
= 0,

C(0, z) =
Q

U
B(z),

onde B(z) é um retângulo delgado na altura de emissão, possui discretização

−FoCn+1
i−1 + (1 + 2Fo)Cn+1

i − FoCn+1
i+1 = C

n
i , (?)

onde
Fo =

D∆x

U∆z2

e i = 1, . . . ,N − 1 (i é o índice do eixo z). As condições de contorno podem ser implementadas numericamente fazendo

C0 = C1, CN−1 = CN .

Escreva (?) para esses dois casos, eliminando em cada caso a variável C? que não pode aparecer.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
1o caso:

−FoCn+1
0 + (1 + 2Fo)Cn+1

1 − FoCn+1
2 = Cn

1 ,

−FoCn+1
1 + (1 + 2Fo)Cn+1

1 − FoCn+1
2 = Cn

1 ,

(1 + Fo)Cn+1
1 − FoCn+1

2 = Cn
1

2o caso:

−FoCn+1
N−2 + (1 + 2Fo)Cn+1

N−1 − FoCn+1
N = Cn

N−1,

−FoCn+1
N−2 + (1 + 2Fo)Cn+1

N−1 − FoCn+1
N−1 = C

n
N−1,

−FoCn+1
N−2 + (1 + Fo)Cn+1

N−1 = C
n
N−1

Continue a solução no verso =⇒



2 [20] Considere o seguinte fato: se | f (x)| ≤ д(x), e д(x) é integrável em um intervalo, então f (x) também é:

| f (x)| ≤ д(x) ⇒

∫ ∞

1
f (x) dx ≤

∫ ∞

1
д(x) dx < ∞.

Utilizando este fato, mostre que sen(x)/x é quadrado-integrável em [0,+∞). Sugestão: note que
∫ ∞
1

1
x 2 dx = 1. Esta

questão é fácil: a solução se baseia no fato de que | sen(x)| ≤ 1.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

f (x) =
sen2(x)

x2 ;

д(x) =
1
x2 ;

sen2(x) ≤ 1⇒ f (x) ≤ д(x) ⇒

∫ ∞

1

sen2(x)

x2 dx ≤
∫ ∞

1

1
x2 dx = 1

Continue a solução no verso =⇒



3 [20] Obtenha a série de Fourier complexa, no intervalo [0, 1], de

f (x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1/3;
0, 1/3 < x ≤ 1.

Você pode deixar os coeficientes de Fourier na forma complexa.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

f (x) =
+∞∑

n=−∞

cne
2πinx
L ;

a = 0; b = 1; L = 1;

cn =
1
L

∫ b

a
e−

2πinx
L f (x) dx

c0 = 1/3;

n , 0⇒ cn =

∫ 1/3

0
e−2πinx dx

=
i

2πn

[
e−

2πin
3 − 1

]

Continue a solução no verso =⇒



4 [20] Se

д̂(k) =

{
1

2π , |k | < k0,

0, |k | > k0,

calcule a sua transformada de Fourier inversa д(x), usando a definição adotada neste curso.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

д(x) =
1

2π

∫ +k0

−k0

e+ikx dk

=
1

2πix

∫ +k0

−k0

e+ikx d(ikx)

=
1

2πix

[
e+ik0x − e−ik0x

]
=

1
πx

sen(k0x)

Continue a solução no verso =⇒



5 [20] Utilizando o método de separação de variáveis, resolva

U
∂C

∂x
= K
∂2C

∂z2 ,

∂C

∂x
= α2 ∂

2C

∂z2 ,

∂C(x , 0)
∂z

=
∂C(x ,h)

∂z
= 0,

C(0, z) =
Q

U
B(z),

onde

α2 =
K

U
,

B(z) =

{
1
σ , |z − ze | ≤ σ/2,
0, |z − ze | > σ/2.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
Tente C(x , z) = X (x)Z (z); a equação fica

Z
dX
dx
=

K

U
X

d2Z

dz2 ;

1
α2X

dX
dx
=

1
Z

d2Z

dz2 = λ.

As condições de contorno sugerem um problema de Sturm-Liouville em Z :

d
dZ
[X (x)Z (0)] = 0⇒ Z ′(0) = 0,

d
dZ
[X (x)Z (h)] = 0⇒ Z ′(h) = 0.

A equação em z fica

d2Z

dz2 − λZ = 0,

Z ′(0) = Z ′(h) = 0.

Tentemos λ = k2 > 0 com k > 0; a solução é do tipo

Z (z) = A cosh(kz) + B senh(kz);
Z ′(z) = k [A senh(kz) + B cosh(kz)] ;

Z ′(0) = 0⇒ kB = 0; B = 0;
Z ′(h) = 0⇒ kA senh(kh) = 0; A = 0.

Portanto, λ > 0 leva à solução trivial, que não pode ser autofunção.
Tentemos λ = 0; a solução é do tipo

Z (z) = D + Fz;
Z ′(z) = F ;

Z ′(0) = 0⇒ F = 0;
Z ′(h) = 0⇒ F = 0.

Portanto, λ = 0 admite a solução não-trivial Z (z) = D, desde que D , 0.
Tentemos λ = −k2 < 0, com k > 0. A solução é do tipo

Z (z) = A cos(kz) + B sen(kz);
Z ′(z) = k [−A sen(kz) + B cos(kz)] ;

Z ′(0) = 0⇒ kB = 0; B = 0;

Z ′(h) = 0⇒ A sen(kh) = 0; knh = nπ; kn =
nπ

h
.

Continue a solução no verso =⇒



Os autovalores e as autofunções são

λn = −
n2π2

h2 ,

Zn = cos
(πnz
h

)
.

Usamos agora os autovalores para obter as funções Xn correspondentes:

λn = 0⇒
1

α2X

dX
dx
= 0 ⇒ X = X00(constante);

λn = −
n2π2

h2 ⇒
1

α2X

dX
dx
= −

n2π2

h2 ⇒ Xn(x) = X0ne−
α 2n2π2x

h2

A solução que atende às condições de contorno é

C(x , z) =
a0
2
+

∞∑
n=1

ane−k
2
nα

2x cos(knz).

Precisamos dos coeficientes de Fourier: em x = 0,

Q

U
B(z) =

a0
2
+

∞∑
n=1

an cos(knz).

Para calcular a0, simplesmente integre:

Q

U

∫ h

0
B(z)dz = h

a0
2
+

∞∑
n=1

∫ h

0
an cos(knz)dz︸                  ︷︷                  ︸

≡0

⇒

a0 =
2Q
hU
.

Para os demais coeficientes,m > 0,

Q

U
B(z) cos(kmz) =

a0
2

cos(kmz) +
∞∑
n=1

an cos(knz) cos(kmz),

Q

U

∫ h

0
B(z) cos(kmz)dz =

a0
2

∫ h

0
cos(kmz)dz +

∞∑
n=1

an

∫ h

0
cos(knz) cos(kmz)dz,

Q

Uσ

∫ ze+σ /2

ze−σ /2
cos(kmz)dz =

a0
2

∫ h

0
cos(kmz)dz +

∞∑
n=1

an

∫ h

0
cos(knz) cos(kmz)dz,

2Q
Uσkm

sen
(
kmσ

2

)
cos(kmze ) =

a0
2

∫ h

0
cos(kmz)dz +

∞∑
n=1

an

∫ h

0
cos(knz) cos(kmz)dz.

As funções no lado direito do somatório acima são ortogonais:∫ h

0
cos(knz) cos(kmz)dz =

{
0, m , n,

h/2 m = n , 0.

Segue-se que

am =
4Q

Uσπm
sen

(
kmσ

2

)
cos(kmze ), m > 0

Continue a solução no verso =⇒



TEA013 Matemática Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
F, 10 Dez 2018
Prof. Nelson Luís Dias

0

Declaro que segui o código de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

1 [20] O problema difusivo

∂ϕ

∂t
= D
∂2ϕ

∂x2 ,

ϕ (0, t ) = ϕ0,

∂ϕ (L, t )

∂x
= 0,

ϕ (x , 0) = f (x ),

possui discretização
−Foϕn+1

i−1 + (1 + 2Fo)ϕn+1
i − Foϕn+1

i+1 = ϕ
n
i , (?)

onde
Fo =

D∆t

∆x2

e i = 1, . . . ,N − 1 (i é o índice do eixo x ). Modi�que (?) para levar em conta as condições de contorno, e mostre como
�cam as 1a e última linhas da matriz do sistema de equações que deve ser resolvido a cada passo.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
1o caso:

−Foϕ0 + (1 + 2Fo)ϕn+1
1 − Foϕn+1

2 = ϕn1 ,

(1 + 2Fo)ϕn+1
1 − Foϕn+1

2 = ϕn1 + Foϕ0.

2o caso:

−Foϕn+1
N−2 + (1 + 2Fo)ϕn+1

N−1 − Foϕn+1
N = ϕnN−1,

−Foϕn+1
N−2 + (1 + 2Fo)ϕn+1

N−1 − Foϕn+1
N−1 = ϕ

n
N−1,

−Foϕn+1
N−2 + (1 + Fo)ϕn+1

N−1 = ϕ
n
N−1

Continue a solução no verso =⇒



2 [20] Considere a série complexa de Fourier de f (x ) = x2 no intervalo [0, 1]. Os seus coe�cientes de Fourier são

c0 =

∫ 1

0
x2 dx =

1
3

;

cn =

∫ 1

0
x2e−(2πinx ) dx =

1 + iπn
2π2n2 , n , 0.

Usando a igualdade de Parseval, ∫ 1

0
| f (x ) |2 dx =

+∞∑
n=−∞

|cn |
2,

calcule
∞∑
n=1

1 + π2n2

4π4n4 .

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

∫ 1

0
| f (x ) |2 dx =

+∞∑
n=−∞

|cn |
2 ⇒

∫ 1

0
x4 dx =

1
5
=

1
9
+ 2

∞∑
n=1
|cn |

2;

2
45
=

∞∑
n=1

1 + π2n2

4π4n4

Continue a solução no verso =⇒



3 [20] Se x (t ) e y (t ) são duas funções relacionadas por

dy
dt
+

1
T
y =

1
T
x ,

com T > 0, e

x̂ (ω) =
1

2π

∫ +∞
−∞

x (t )e−iωt dt ,

obtenha ŷ (ω) em funcão de x̂ (ω).

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:

iωŷ +
1
T
ŷ =

1
T
x̂ ,

(1 + iωT )ŷ = x̂ ,

ŷ =
x̂

1 + iωT
.

Continue a solução no verso =⇒



4 [20] Um problema difusivo envolve o cálculo da concentração c (x , t ) de uma espécie química regida pela equação

∂c

∂t
= v0

∂

∂x

[
x
∂c

∂x

]
,

c (x , 0) = 0,
c (0, t ) = c0,

c (∞, t ) = 0.

Sabendo que as dimensões físicas do problema são tais que JcK = Jc0K; JxK = L; JtK = T e Jv0K = L T−1, e que as variáveis
envolvidas são x , t , v0, c (x , t ) e c0,

a) [10] Encontre as duas variáveis adimensionais ϕ e ξ que governam o problema, de tal maneira que ϕ = ϕ (ξ ).

b) [10] Agora, utilizando o método de transformação de similaridade, encontre a equação diferencial ordinária de ϕ
em ξ , e suas condições de contorno. NÃO É PRECISO RESOLVER A EQUAÇÃO.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
a)

ϕ =
c (x , t )

c0
; ξ =

x

v0t
.

b) As derivadas que aparecem na equação diferencial parcial são

∂c

∂t
= c0

dϕ
dξ
∂ξ

∂t
= c0

dϕ
dξ

[
−

x

v0t2

]
;

∂c

∂x
= c0

dϕ
dξ
∂ξ

∂x
= c0

dϕ
dξ

1
v0t

;

∂2c

∂x2 = c0
∂

∂x

[
dϕ
dξ

1
v0t

]
= c0

1
v0t

d2ϕ

dξ 2
1
v0t
=

c0

(v0t )2
d2ϕ

dξ 2 .

Substituindo na equação orignal, obtemos

∂c

∂t
= c0

[
x
∂2c

∂x2 +
∂c

∂x

]
,

−c0

[
−

x

v0t2

]
dϕ
dξ
= v0c0

[
x

1
(v0t )2

d2ϕ

dξ 2 +
1
v0t

dϕ
dξ

]

−
x

t

dϕ
dξ
= v0

[
x

v0t

d2ϕ

dξ 2 +
dϕ
dξ

]
.

A EDO, portanto, será

ξ
d2ϕ

dξ 2 + (1 + ξ )
dϕ
dξ
= 0,

ϕ (0) = 1,
ϕ (∞) = 0

Continue a solução no verso =⇒



5 [20] Utilizando o método de separação de variáveis, resolva

∂ϕ

∂t
= α2 ∂

2ϕ

∂x2 ,

ϕ (0, t ) = ϕ0,

∂ϕ (L, t )

∂x
= 0,

ϕ (x , 0) = f (x ).

Observação: você pode usar o fato de que
∫ L

0
sen2

(
(2n + 1)πx

2L

)
dx =

L

2
.

SOLUÇÃO DA QUESTÃO:
As condições de contorno não são homogêneas. Isso pode ser resolvido com a transformação

ψ (x , t ) = ϕ (x , t ) − ϕ0 ⇒

∂ψ

∂x
=
∂ϕ

∂x
,

∂ψ

∂t
=
∂ϕ

∂t
,

∂ψ

∂t
= α2 ∂

2ψ

∂x2 ,

ψ (0, t ) = 0,
∂ψ (L, t )

∂x
= 0,

ψ (x , 0) = f (x ) − ϕ0.

Fazemos agoraψ (x , t ) = X (x )T (t ); a equação �ca

X
dT
dt
= α2 d2X

dx2 ;

1
α2T

dT
dt
=

1
X

d2X

dx2 = λ.

O problema de Sturm-Liouville é
d2X

dx2 − λX = 0, X (0) = 0, X ′(L) = 0.

O problema é difusivo. É razoável proibir λ > 0. Sempre vale a pena, entretanto, testar λ = 0: a solução é do tipo

X (x ) = A + Bx ;
X (0) = 0⇒ A = 0,
X ′(L) = 0⇒ B = 0.

Portanto, λ = 0 não pode ser autovalor. Para λ = −k2 < 0, com k > 0, a solução é do tipo

X (x ) = A cos(kx ) + B sen(kx ),
X ′(x ) = k

[
−A sen(kx ) + B cos(kx )

]
Impondo as condições de contorno,

X (0) = 0⇒ A = 0,
X ′(L) = 0⇒ kB cos(kL) = 0;

cos(kL) = 0⇒

kL =
π

2
+ nπ =

(2n + 1)π
2L

;

λn = −
(2n + 1)2π2

4L2 .

Continue a solução no verso =⇒



A equação em Tn (t ) é

1
α2Tn

dTn
dt
= −

(2n + 1)2π2

4L2 ;

dTn
Tn
= −

(2n + 1)2π2

4L2 dt ;

Tn (t ) = T0 exp
[
−
(2n + 1)2π2

4L2 t

]
.

A solução geral é da forma

ψ (x , t ) =
∞∑
n=1

Bne−
(2n+1)2π2

4L2 t sen
(
(2n + 1)πx

2L

)
.

Em t = 0:

f (x ) − ϕ0 =

∞∑
n=1

Bn sen
(
(2n + 1)πx

2L

)
,

[f (x ) − ϕ0] sen
(
(2m + 1)πx

2L

)
=

∞∑
n=1

Bn sen
(
(2n + 1)πx

2L

)
sen

(
(2m + 1)πx

2L

)
,

∫ L

0
[f (x ) − ϕ0] sen

(
(2m + 1)πx

2L

)
dx = Bm

∫ L

0
sen2

(
(2m + 1)πx

2L

)
dx ,

Bm =
2
L

∫ L

0
[f (x ) − ϕ0] sen

(
(2m + 1)πx

2L

)
dx

Continue a solução no verso =⇒


