TEAO13 Matematica Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P01, 31 Ago Mar 2018
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

1 [20] Considere a seguinte se¢do interativa de Python:

> a = [[1,2,3],[4:5,6]]

>b =a
> blo] = [7,8,9]
> print(a)

O que € impresso na linha seguinte?

SOLUCAO DA QUESTAO:
({7, 8, 91, [4, 5, 61]

Continue a solucio no verso =



2 [20] Faca a andlise de estabilidade de von Neumann do esquema explicito de diferencas finitas para a equacdo de
advecgao
1 cAt
w = = o (uly el

Qual € a sua conclusio (ndo vale citar de memoria) sobre a sua estabilidade?

SOLUCAO DA QUESTAO:

é"lea(t"+At)eikliAx _ gleat,,eikliAx _

0 s Lo
Lo (gleatnelkl(HI)Ax _ gleatnelkl(l l)Ax) :
2
eliminando o fator comum §leat"+ik’mx,
eaAt -1- 9 (e+ik1Ax _ e—ikle)
2
=1-1iCosenk;Ax.

Claramente, |e““ | > 1, e 0 esquema € incondicionalmente instdvel m

Continue a solucio no verso =



3 [20] Considere o espaco vetorial dos polindmios de grau 2 definidos em [—1, +1], P = {ax? + bx + ¢}, com a, b,c € R.
a) [10] Mostre que (1, x, x*) é uma base de P.

b) [10] Se f(x) € P e g(x) € P, um produto interno legitimo &

+1
(f.g) = / gt dx.

Verifique se a base do item (a) € ortogonal com este produto interno.

SOLUCAO DA QUESTAO:

a) Um conjunto de vetores é uma base se:

i) Ele gera o espaco. Dada f(x) = ax? + bx + ¢ € P, uma combinacio linear dos vetores da base gera qualquer vetor do
espago se existem «, f§ e y tais que, para quaisquer a, b e c,

ax? + fx +y = ax> + bx +c.

Mas isso é sempre possivel para @ = a, f = b e y = ¢, de modo que (1, x, x?) de fato geram P.
ii) Os vetores da base sao LI, ou seja,

ax*+fxry=0oa=p=y=0,
onde 0 é a fungéo f(x) =0,em x € [—1,+1].

O sentido < € 6bvio.
Para provar o sentido =, escolha 3 valores de x entre —1 e +1, por exemplo —1, 0 e 1. Entdo,

a+p+y=0,
y =0,
a-pf+y=0.

O sistema acima possui solugdo tnica ¢ = § = y = 0, e isso conclui o item (a).
b) Os produtos internos dos pares de vetores da base sdo

+1
(1,x)=/ 1xdx =0,

1

+1
(1,x*) = / 1x*dx =2/3,

1

+1
<x,x2>=/ xx2dx = 0.

1

Logo, a base ndo € ortogonal.

Continue a solucio no verso —



4 [20] Obtenha a série de Fourier trigonométrica de f(x) = 1 — x? no intervalo [a, b] = [~1, +1].

SOLUCAO DA QUESTAO:
Note que f é par! Logo,

Continuando, a = -1, b = +1, L = 2.

Finalmente,

B,=0, Vne{l1,2,3,...}.

2 [ 2
An=§/_1 f(x)cos( ”;x)dx

1
2
:2/ (1 —xz)cos( nrtx) dx;
0 2

1
A0=2/ (1-x?)dx =4/3;
0

1
A, = 2/ (1 — x?) cos (nmx) dx
0

_ 4(_1)n+1

n>0.
n2n?

flx) = % + g —4(;213;“ cos (nmx) m

Continue a solucio no verso =



5 [20] Prove a identidade de Parseval para fun¢des complexas de uma varidvel real em uma forma um pouco mais geral
do que a discutida em aula: se

+00
fe)= D ame™ ",
m=—co
+00 omi
gix) = . bue’ T,
n=—oo
a < x < f, entdo
1 p i} +00 i}
L[ rwewa= Y ab,
a m=—co
paral = f—a.
SOLUCAO DA QUESTAO:

Comeco notando que

2ninx 2ninx 2 ﬂ 2mi(n—-n)x
e L ,er = = (S L dx = L,
4

2mimx 2minx ﬁ 2ni(n-m)x
e L ,e L = e L dx =0, m # n.
a

Agora,

dx

/ﬂ fr0)g(x)dx = /ﬂ[ f afne_zminxl I i bet 7T

m=-—co n=-—oo0

« 2ni(n—m)x
Z Z a,,bn e” r dx
o

m=—00 n=—0o0

—_—

+00

Z ay,bmL

m=—oo

=L i ay,bmm
M=——co

Continue a solucio no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II
Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

P01, 31 Ago Mar 2018
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO

Assinatura:

1 [20] Considere o conjunto das func¢des reais f(x) quadrado-integraveis em [0, L]. Mostre que

€ um produto interno legitimo.

L
(f.g) = /O FOr)g) dx

SOLUCAO DA QUESTAO:
Preciso verificar 4 coisas:

a)

b)

c)

d)

L
(fog) = /0 FO)gle) dx

1
- /0 90x)f(x)dx = (g, f) . OK

L
(fog+h)= /0 FOOlg0) + h(x)] dx
L
- /0 (F()g(x) + Fh()} dx

L L

:/ f(x)g(x)dx+/ J(x)h(x) dx
0 0

=(f.9 +{f.h).OK

L
(frag) = /0 Feolago)] dx

L
—a /0 Fl)g(x) d

=a(f,g).OK

L
o f) = /0 G dx

>0, f(x)z0, OK
=0, f(x)=0.

As afirmativas acima valem exceto em um conjunto de medida zero, o que ndo muda o valor do produto interno em cada

Caso.

Continue a solucio no verso =



2 [20] Uma forma da desigualdade de Cauchy-Schwarz é
(e, y)I* < (x, %) (g, y) -
Agora sejam x,y € R" tais que

x:(al,az,...,an),
y=0,1,...,1),

n
Za,-z 1.

i=1

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, prove que

I 3
~ DN
I\

—

SOLUCAO DA QUESTAO:
Havia um erro no enunciado: deveria ter sido: Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, prove que

=

iNg
S
[\
S|
[ |

Continue a solucio no verso =



3 [20] Sabendo que
/*‘X’ cos(kx) q (0 + km)e~ |
" A=
oo (1 +x2)2 2
obtenha a transformada de Fourier exatamente como definida neste curso de

1
flx)= m

SIMPLIFIQUE AO MAXIMO SUA RESPOSTA.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Fo =52 [ pwetax

_ 1™ cos(kx)
T2 ) (1 4+x2)2
1 (1t + km)e~ Ikl
S 2n 2
(1 + k)e Ikl
= n
4

Continue a solucio no verso =



4 [20] Sabendo que

b2

+00 —7

/ ekt cos(bk) dk = \/&—4,
k=—0c0 a\/;

resolva usando obrigatoriamente transformada de Fourier em x:

Oc dc  , 0%

— +y— = —_—,
ot u@x aaxz

c(x,0) = %5(@.

SOLUCAO DA QUESTAO:
A transformada de Fourier da equacdo diferencial é
dc - —~
—i + ikuc = —azkzc;
dc —~
d_i = —[iku + a®k*]¢;

E(k, t) — E(k, O)e—(iku+a2k2)t.

O valor inicial € simplesmente

I~ 1 e —ikxM
c(k,0) = ﬂ‘/ e Zé(x) dx

M
T 2mA”

—00

Portanto,

+o00
c(x,t) = / ok, t)et** dk
k

=—00

_ / M kurde grikx g
k=—o0 21A
_ 2MA T R ikt g
T k=—00
M +0o
- 2nA k=—o00
_(x—ut)2

M Ame i

2nA a\/?

_ (x—ut)2

M (] 442

= — n
A \4na2t

e K@t cos(k(x — ut)) dk

Continue a solucio no verso =



5 [20] Sejam os pares de transformada de Fourier

-~ 1
— —|x| k = —
flx)=e = )=~y
; eIkl
96 = - k) =~
Calcule . . .
~ 1 . e e
h(k) = — _lk"/ ——— d&dx.
© =7 /x:_me e TR
SOLUCAO DA QUESTAO:

Trata-se da transformada de Fourier de uma convolugao:

h(k) = F {f(x) * g(x)}
= 2 f(k)3lk)

e_lkl

N

Continue a solucio no verso =



TEAO013 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental 0
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

P03, 31 Out 2018

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o cédigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

1 [20] Considere a equacio diferencial

ap  18%¢ G- 1)
—_ = - =1 — ,
ar 202
comi = V-1, onde 7 e { sdo quantidades adimensionais reais e ¢) é complexo. Discretize a equagio utilizando um
. 3¢ N
esquema totalmene implicito para 20 © ¢, e obtenha uma equacéo na forma

AP+ Bgrt! + Cp™! = ¢+ D.

i+1

Obtenha cada um dos A, B, C e D em funcédo de Fo = AT/A§2 e/ou Cr = Ar.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Discretiza-se em {: i = 0,1,..., M.

¢n+1 _¢n 1 n+l _2¢(z+1 + n+1
i i - i i

i+1 i—1 soan+l
—i(e™ -1
At 2 AL i =D
n FO .
ot =97 = - [ - 200+ g - et - ),

Passando todos os termos em (n + 1) para o lado esquerdo, e todos os termos em n para o lado direito, tem-se

F F
—70 mtl+ (1 +iCr + Fo) ¢! — 70 =g +iCrm

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] Obtenha a funcio de Green de

xj—jj H(1-D)y=rw. v =y,

onde L é uma constante, e f(x) é o forcante do sistema. Atencao: esse problema tem condicio inicial em x = 1:
todas as integrais devem ser entre 1 e co.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Como sempre,
oo g+ 2 1-5)y =m0l
G(x Gxé) [ ¢ _ ()
/IG(xg“) dE + / (1 )df—/1 G(x, §)§d§
=00
G(x,é)y(é)‘ -
£=1

[ v [T 1Yy - [TowolPa

G(x, 00)y(o0) — G(x, 1)y +

Tl L 28 &)
[ (- §owa|uere = [ owmalPa

Agora escolhemos

G(x,00) =0

dG 1 ¢ _
[‘d—g LS g’] oY)

€ re-escrevemos

f(&)

y(x) = Glx. Dys + / 6.5y 1

dé.

Para resolver a equacéo diferencial em G, fazemos

G(x,8) = U(x, V(x,£),

_ %‘V(:Tg s1(1_§)Uv 5(E - ),
dav 1 £ dU
o] s
Como sempre, anulamos o colchete:
dav 1 £
@i
dV_l _i
Forli-p)e

Como queremos V(x, &), mudamos a variavel de integracdo para qualquer coisa (por exemplo, z), e integramos a partir

dez=1latéz=2¢:
/VM) dv /f [dz dz]
veny V. i Lz L)

In Vix,§) = lné - ;1,
Vi(x, 1) 1 L

InV(x,&) =Iné - % +InV(x,1),
V(x, &) = Vi(x, 1)Ee DL,

Continue a soluc¢do no verso =



Ficamos agora com

V. DEe VG = 3¢ )
U _ 1 g
iz V(x,l)rfe 8(& —x).

Novamente, mudo de & para z e integro de 1 a &:

1 § oz-1)/L
mn@=Wnn—wXD['ez 5(z - x) da,

H(E —x) D/

=U 1) - V(x, 1) x

Isso agora nos da a fungio de Green:

G(x, &) =U(x, V(x,£)

_ (x-1)/L
- |oeen - S

] V(x, 1)§e_(§_1)/L

=U(x, 1)V(x, 1)56—(§—1)/L _H(E - x)ﬁe""”Li’”

X

= G(x, 1)§67(§71)/L —H( - x)ge%
pe

(x=1)
= ’g’e_(‘f_l)/L [G(x, 1) -H(¢ —x)e : /L] .

Fazemos agora
e(x_l)/L
G(x,1) = ,
x

e retornamos:

(x=1)/
Glx, £) = £ DL [1 — H(E - x)] o

9
X
_&=x

[1-H(-x)] =

= U
(¢}

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Considere o problema de Sturm-Liouville,
i e—2xd_y
dx dx
y(0) =0, y(n) =0.

+ e y=0,

a) [05] Mostre que a solugéo geral é da forma

) = e* [Asenh(VI = Ax) + Beosh(VI = Ax)|, A #1,
v = e*(C + Dx), A=1.

b) [05] Para A # 1, mostre que B = 0, e que senh(V1 — Ax) = 0.

c) [10] Agora use senh(V1 — Ax) = isen(VA — 1 x), e mostre que os autovalores sio A, = 1 + n%.

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) Expandindo as derivadas,

d
d |:e—2x_y:| +Ae_2xy=

dx dx
&y dy
-2 -2 -2 _
e x—z—Ze xa'l’/‘le xy—

e [y”(x) -2y’ (x) + Ay

A equacdo caracteristica do termo entre colchetes é
2 -
r°=2r+A=0,

com solugdes r = (1 = V1 — A). O caso A = 1 produz uma raiz dupla, e deve ser tratado separadamente. Neste caso, além
da solu¢do e*, encontra-se uma segunda solucdo LI xe*. Portanto, para A = 1, a solugéo geral é do tipo e*(C + Dx). Para
A # 1, as raizes sao distintas, e

(1+VI=A)x (1-VI=A)x

y:kle +k26

Faca k) = (B+ A)/2, k; = (B— A)/2, e obtenha

y = = [k16+ 1-Ax +k2€_ I—Ax]

et l—/1x+e—\/l—/1x et l—Ax_e—\/l—Ax}

=e¢" |B +A

2 2
=e* [Bcosh\/l —Ax + Asenh V1 —Ax] n

b) Como cosh(0) = 1, impondo-se y(0) = 0 encontra-se B = 0. Agora, senh(0) = 0, de modo que resta impor
y(n) =0 = AsenhVl-An=0 = senhVl -An =0,

pois A deve ser diferente de zero para fugir da solucio trivial m

©)

senhVl - Ax =0
isenVA—-1n =0
VA-1=n

A=1+n’n

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] Resolva o problema de valor inicial

0 0
3xa—z + 36—2 = xy, u(x,0) = e

SOLUCAO DA QUESTAO:

O método das caracteristicas se impde. Se
x = X(s),
y=Y(s),

sdo as equagdes paramétricas de uma curva no R?,
u=u(x,y) = uX(s),Y(s)) = Uls),

isto é: u = U(s) é uma nova funcéo de s. Escrevemos agora lado a lado a equacéo diferencial parcial original e a derivada
total de U:

ou ou
xy—3xa+3a—y,
v ou dX . oudY
ds  0Xds Y ds’

Deste par, obtemos 3 equagdes ordinarias:

dx
— =3X(s), X(0)=¢,
ds
dy
— =3, Y(0) =0,
ds
dUu
o = XOYE). U(0) = u(£,0) =,
s
Que merecem ser integradas:
ax
— = 3ds,
X
X
In — = 3s,
X — §633;
Y = 3s;
dUu
a = §C3S3S,

U(s) — U(0) = 3¢ /O ze’% dz

((Bs = 1)es + 1)¢
3 .

Recuperamos agora as varidveis originais:
s =y/3,

&= x/e = x/eY;

u(x, y) = U(S) — U(O) 4 ((35 — ])e3s + l)lf

3
- 3s
=t 4 (Bs—1)e™ + 1)
3
—o(x/et)? (y-1eY+1) % ]

3

Continue a soluc¢do no verso =



5 [20] Utilizando obrigatoriamente o método de separacio de variaveis, ¢(x, t) = X (x)T(t), resolva

op _ ,99. _ -
5 =95, ¢0.H=0 ¢(1,0)=

Sugestdo: a solucdo é muito parecida com a solugdo da equacgdo de Boussinesq, s6 que mais facil.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Separando-se as variaveis, obtém-se:
X— =XT [
1 dT _dx
= =c.
T2dt  dx
Resolvendo primeiro em T:
1 dT
—— =,
T2dt !
dT
F = Cldt,
! t+
—-—=c o,
T 1 2
-1
B cit+cp '
Resolvendo X:
dX
==,
dx !
X =cjx +c3.
A solugéo sera do tipo
$=xXT=-_IXT9
cit+cp
x +c3/cy
- t+cy/ct
_ x+a
t+b’

Neste ponto, note que ha apenas 2 graus de liberdade, representados pelas constantes a e b, e que correspondem a unica
condicéo de contorno e a tinica condicio inicial dadas. Impondo cada uma delas:

a
t) = — = =0
$0,t) =0= b 0=a=0;
1
¢(1’0):1=>_E:1:>b:_1'
Donde . .
A

Continue a soluc¢do no verso =



TEAO13 Matematica Aplicada II

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

P04, 30 Nov 2018

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

1 [20] O problema de dispersdo atmosférica

ac 0*C

Ay i

u Ox 022’
0C(x,0)  0C(x,h) _ 0
8z 0z

C(0,z) = %B(z),

onde B(z) é um retingulo delgado na altura de emisséo, possui discretizagcdo

~FoC™! + (1 + 2Fo)C*! — FoC™! = CF, (%)
onde DA
Fo = al
UAZ?
ei=1,...,N—1(iéoindice do eixo z). As condi¢cdes de contorno podem ser implementadas numericamente fazendo
Co = Cy, Cn-1 =Cn.

Escreva (x) para esses dois casos, eliminando em cada caso a varidvel C» que nao pode aparecer.

SOLUCAO DA QUESTAO:
12 caso:
~FoCy*! + (1 + 2Fo)C*! — FoCy*! = CT,
~FoC™M! + (1 + 2Fo)CI*! — FoCi*! = C7,
(1 +Fo)C*! —FoCi*! = (' m
22 caso:

—FoCH, + (1 + 2Fo)Crtl — FoCit! = €,
~FoClY + (1 + 2Fo)Cit!, = FoCl! =,

—FoC, + (1 + Fo)Cpt! = Cl_, m

Continue a solucio no verso =



2 [20] Considere o seguinte fato: se |f(x)| < g(x), e g(x) € integravel em um intervalo, entdo f(x) também é:
|f(x)] < glx) = [ f(x)dx < [ g(x)dx < oo.

Utilizando este fato, mostre que sen(x)/x é quadrado-integravel em [0, +c0). Sugestido: note que floo ﬁ dx = 1. Esta
questdo é facil: a solucao se baseia no fato de que | sen(x)| < 1.

SOLUCAO DA QUESTAO:
sen’(x
flay = ),
x
f— 1 .
g(x) - ;9
00 2 o]
sen’(x) < 1= f(x) < g(x) = / sen (x) dx < / ldx =1lm
1 x? 12

Continue a solucio no verso =



3 [20] Obtenha a série de Fourier complexa, no intervalo [0, 1], de

I, 0<x<1/3;
flx) =
0, 1/3<x<1.

Vocé pode deixar os coeficientes de Fourier na forma complexa.

SOLUCAO DA QUESTAO:

+00

fo)= Y eac™ B

n=—oo

a=0;b=1;L=1;

1 b 2ninx
C":f/ e L f(x)dx

co = 1/3;

1/3 ‘
n0=c, = / e~ 2mHnx 4y
0

e
= —— |C E —
2mn .

Continue a solucio no verso =



4 20] Se
3 |kl < ko,

k) =
o {o, Kl > ko

calcule a sua transformada de Fourier inversa g(x), usando a defini¢do adotada neste curso.

SOLUCAO DA QUESTAO:

1 +k0 i
g(x) — 2_ / e+1kx dk
mJ_

ko
1 +ko .
= / e kX d(ikx)
2mix —ko
_ 1 +ikox —ikox]
 2mix [e ©

1
— sen(kpx) m
X

Continue a solucio no verso =



5 [20] Utilizando o método de separacdo de varidveis, resolva

ac _ o%C
ox 0z’
aCc  ,0°C
A
Ox 072
6C(x,0) _ oCerh) _
dz 0z

C(0,2) = %B(z),

onde
ook
U
B(Z): %5 |Z_Z€| S 0-/2’
0, |z—z>0c/2.
SOLUCAO DA QUESTAO:
Tente C(x, z) = X(x)Z(z); a equagio fica
2
X _K #z
dx U dz?
1 dX  1d°Z

X dx  Zdz?
As condicdes de contorno sugerem um problema de Sturm-Liouville em Z:
d
ZX@Z0)]=0= Z'0) =0,
d
d—Z[X(x)Z(h)] =0=Z'(h)=0.

A equacdo em z fica

d’z
—Z _AZ=0,
dz?

Z'0)=2z'(h=0.
Tentemos A = k> > 0 com k > 0; a solucdo é do tipo

Z(z) = Acosh(kz) + Bsenh(kz);
Z'(z) = k [Asenh(kz) + Bcosh(kz)];
Z'(0)=0=kB=0; B=0;
Z'(h) = 0 = kAsenh(kh) =0; A=0.

Portanto, A > 0 leva a solucdo trivial, que ndo pode ser autofuncao.
Tentemos A = 0; a solucdo € do tipo

Z(z) =D + Fz;
Z'(z) = F;
Z'0)=0=>F=0;
Z'(h)=0=F=0.

Portanto, A = 0 admite a solug¢@o ndo-trivial Z(z) = D, desde que D # 0.
Tentemos A = —k? < 0, com k > 0. A solugio é do tipo

Z(z) = Acos(kz) + Bsen(kz);

Z'(z) = k[-Asen(kz) + Bcos(kz)] ;
7(0)=0= kB =0; B=0;
Z'(h) = 0 = Asen(kh) = 0; k,h =nm; k, =

nim

h

Continue a solucio no verso —



Os autovalores e as autofuncdes sao

PR
h2
7 (J‘an)
n=cos|—].
h

Usamos agora os autovalores para obter as fungdes X,, correspondentes:

1 dx
Ap=0= X dx =0 = X = Xyo(constante);
2,2 2,2
n°m 1 dX n-m _a?n?nx
S R A

A solucdo que atende as condi¢des de contorno é

(o)
a 2.2
Clx,z) = g + Y ape %X cos(kyz).
n=1

Precisamos dos coeficientes de Fourier: em x = 0,

Q

UB(Z) = % + nz:; an cos(k,z).

Para calcular a, simplesmente integre:

Q/hB()d h“°+i/h cos(knz)dz =
— V4 zZ=n— a V4 z
U Jo B 24 Jo n n

[ S——
=0
_ 20
ap = hU.
Para os demais coeficientes, m > 0,
Q _ao -
=B(z)cos(kmz) = — cos(kmz) + Z an cos(k,z) cos(kp,z),
U 2 —

h h o0 h
Q / B(z)cos(ky,z)dz = % / cos(kmz)dz + Z an / cos(k,z) cos(kmz) dz,
UJo 2 Jo o

Q Zet+o /2 ao h o h
= / cos(kmz)dz = — / cos(kmz)dz + Z an / cos(knz) cos(kmz) dz,
Uo J. 2 Jo —~ " Jo

e—0/2
20 kmnmo _ag h - /‘h
Uok. sen( > )cos(kmze) =3 /0 cos(kmz)dz + ; an A cos(knz) cos(kmz)dz.

As fungdes no lado direito do somatdrio acima sio ortogonais:

0, m#n,

h
kn kmz)dz =
/0 cos(knz) cos(kpmz)dz {h/Z 0.

Segue-se que
Y
am =

Uomm

sen (kaa) cos(kmze), m>0m

Continue a solucio no verso =
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1 [20] O problema difusivo

ap ¢
o =P
$(0,1) = ¢o,
Ap(L,t)
ax
$(x,0) = f(x),

possui discretizacéo
—Fog™! + (1 + 2Fo)¢!*! — Fog™'! = (%)

i+l 1’

onde
DAt

Ax?
ei=1,...,N—1(iéoindice do eixo x). Modifique (%) para levar em conta as condi¢des de contorno, e mostre como
ficam as 12 e dltima linhas da matriz do sistema de equacdes que deve ser resolvido a cada passo.

0 =

SOLUCAO DA QUESTAO:
12 caso:
—Fogy + (1 + 2F0)¢*! — Fogy*! = g7,
(1 + 2Fo)g*! — Foqs"“ ¢ + Fody.
22 caso:

—Fogmt!, + (1 + 2Fo)¢! — Fogt! = ¢n
~Fog™L + (1 + 2Fo)¢™ "+1 —Fogit! = ¢,

—Fog™H, + ( 1+Fo)¢"+1 Pr .

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] Considere a série complexa de Fourier de f(x) = x* no intervalo [0, 1]. Os seus coeficientes de Fourier sio

Usando a igualdade de Parseval,

1 5 1
coz/xdxz—;
0 3

1 .
; 1+inn
_ 2 .—(2minx) _
cp = x‘e dx = , n#0.
" /0 2n2n?

/01 [f(o)I? dx = i leal?,

n=—o0o
calcule
i 1+ w2n?
4utnt
n=1
SOLUCAO DA QUESTAO:

/Ol|f<x)|2dx= S el =

n=-—o0
1 [e6]
1 1
4 2
xX"dx====+4+2) |cal";
2 > 1+ n2n?
E_HZ:; 47[4n4.

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Se x(t) e y(t) sdo duas funcdes relacionadas por

comT >0,e

obtenha y(w) em funcéo de x(w).

dy N 1 1
v 1 _ 1.
@ TITT

[oe]

1 oo .
X(w) = —/ x(t)e 't dt,
2n J_

SOLUGAO DA QUESTAO:

iwy + lg: l)?,
T T
(1+iwT)y =%,
- X
Y= T¥ieT

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] Um problema difusivo envolve o calculo da concentracio c(x, t) de uma espécie quimica regida pela equacio

5 =i

ot~ Vox |Vox)
c(x,0)=0
c(0,t) = co,
c(o0,t) =0

Sabendo que as dimensdes fisicas do problema sio tais que [c] = [co]; [x] = L; [t] = Te [uvo] = LT, e que as variaveis
envolvidas sio x, t, vy, c¢(x, t) € ¢,

a) [10] Encontre as duas variaveis adimensionais ¢ e £ que governam o problema, de tal maneira que ¢ = ¢(£).

b) [10] Agora, utilizando o método de transformacio de similaridade, encontre a equacéo diferencial ordinaria de ¢
em &, e suas condicdes de contorno. NAO E PRECISO RESOLVER A EQUACAO.

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)
c(x,t) . «x
¢ = o &= vt

b) As derivadas que aparecem na equacio diferencial parcial sdo

dc dg ¢ _ d¢ x ]
gt~ Pagar T Vg | oo
de _ dpor  dp 1

ox dg‘ ox d§ vt

d%c d¢ 1 1 d?¢ 1 co d’¢

—_— =) — || =)= = .
i df vt |~ oot dE2 vot  (uot)? dé2

Substituindo na equagio orignal, obtemos
dc ¢  dc
E =C [Xﬁ + a] ,

x |d$ _ 1 d* 1 d¢
- [‘F] ag ~ [ @n?dg " oot d&]
xdq’)_v [xdng qu]

CtdE vt dE2  dE

A EDO, portanto, sera

LT

o U=
$(0) = 1,
$(o0) =0

Continue a soluc¢do no verso =



5 [20] Utilizando o método de separacio de variaveis, resolva

09 282
o= o
¢(0’ t) = ¢O’
0p(L,t)
T =0,
$(x,0) = f(x).

Observacéo: vocé pode usar o fato de que

L
0 2L

| =

SOLUCAO DA QUESTAO:

As condi¢bes de contorno néo sdo homogéneas. Isso pode ser resolvido com a transformacio

Y(x,t) = d(x,t) —¢do =
9y _ 94 9 _ 99
ax  ox’ at ot

o _ 0%
ot ¢ ox?’
¥(0,t) =0,
(L1
ox 0,

¥(x,0) = f(x) = do.

Fazemos agora /(x, t) = X(x)T(t); a equagéo fica

dar  ,d’X
dt 7~ dx?’
1 dT  1d°X

2T dt X dx?
O problema de Sturm-Liouville é
d>x ,
— —-AX =0, X(0) =0, X(L) =0.
dx?

O problema ¢é difusivo. E razoavel proibir A > 0. Sempre vale a pena, entretanto, testar A

X(x) = A+ Bx;
X(0)=0=>A=0,
X'(L)y=0=B=0.

Portanto, A = 0 ndo pode ser autovalor. Para A = —k? < 0, com k > 0, a solugéo é do tipo

X(x) = Acos(kx) + Bsen(kx),
X'(x) = k [-Asen(kx) + Bcos(kx)]

Impondo as condi¢des de contorno,

X(0)=0= A=0,
X’'(L) =0 = kBcos(kL) = 0;

cos(kL) =0 =
T 2n+ m
L=— =’
k 5 + nm T
P (2n +1)%x?
T a2

= 0: a solucéo é do tipo

Continue a soluc¢do no verso =



A equagdo em T,(t) é

1 dT, _ (271 + 1)27t2.

2T, dt 412
dT, __@n+ 1’2
T, 412 ’

(2n+1)2ﬂ:2
To(t) = Tyexp |- 2 74
n(t) oeXp[ 0

A solugio geral é da forma

N - Gnene?, (2n + 1)mx
,t) = B, 412 T
Y(x,t) ; € sen( 71

Emt=0:

f(x)—¢o=23nsen(W),

1766 - gutsen (2 DEE) = 5, s (B s Bt

2L n=1 2L 2L
t 2 1 L 2 |
[ 1560 gonsen (2 ey [ (220

2L

L
b= 2 [ 170 - utn B2 e

Continue a soluc¢do no verso =



