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TEA010 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental 0
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

P01, 23 Mar 2018

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o cédigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

1 [20] O arquivo texto mississipi.dat possui os dados de vazio média mensal do rio Mississipi em pés ctbicos por
segundo entre 1933 e 2016. As 3 primeiras linhas do arquivo sdo

USGS 07010000 00060 75971 1933 1 123300
USGS 07010000 00060 75971 1933 2 93540
USGS 07010000 00060 75971 1933 3 133500

e a ultima linha é
USGS 07010000 00060 75971 2016 12 156400

Obviamente, os campos de interesse sdo os 3 dltimos (ano, més, e vazio média mensal). Escreva um programa em
Python completo que leia o arquivo e calcule a média de cada més (sobre todos os anos), e depois imprima no novo
arquivo texto mississipi.out 12 linhas com a vazdo média de cada més para o periodo 1933-2016. INDIQUE COM
CLAREZA ABSOLUTA A INDENTACAO!!

SOLUGAO DA QUESTAO:

#!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
# -*- coding: iso-8859-1 -*-

from numpy import array,zeros # numpy n&o é essencial, mas é util
fin = open('mississipi.dat','rt') # abre o arq de entrada
dmes = zeros (12,float) # 12 vazdes mensais
qq = [I # lista vazia de vazdes ano/més
for line in fin: # loop em todos os dados
campo = line.split() # separa os campos
ano = int (campo [4]) # o ano
mes = int (campo [5]) # o més
vaz = float (campo[6]) # a vazdo média mensal do ano
print (ano ,mes,vaz) # para ver algo na tela
dmes [mes-1] = vaz # guarda a vazdo mensal
if mes == 12: # no fim do ano,
qq.append (dmes) # inclui na lista qq
pass
pass
fin.close () # fecha o arquivo de saida
qq = array(qq) # transf. lista em array
qmed = zeros (12, float) # vazOes médias de longo periodo
nanos = qq.shape [0] # nimero de anos disponiveis
print (nanos) # imprime o numero de anos
for m in range (12): # loop nos meses
for i in range(nanos): # loop nos anos
qmed [m] += qqli,m] # acumula a média mensal
pass
qmed [m] /= nanos # média sobre o no de anos
pass
fou = open('mississipi.out','wt') # arquivo de saida
for m in range (12): # para cada més...
fou.write('%02d,%12.4f\n"' % (m+1,qmed[ml)) # imprime a média
pass
fou.close () # fecha o arquivo de saida

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] Uma soleira é um “degrau” em um canal que pode ser
usado, entre outras coisas, para medir a vazdo. As variaveis
de interesse sdo a vazio volumétrica Q (L3 T™"), a altura p

da soleira (L), o seu comprimento L. (L) , a largura B (do gy divection "
canal e da soleira) (L), e a aceleracio da gravidade g (LT™2). —> 5 Le “_\ N,
Obtenha os pardmetros adimensionais que vocé espera que A P =

descrevam a fisica do fenémeno.

SOLUCAO DA QUESTAO:

No enunciado faltou listar a altura do escoamento acima da soleira, h, como uma das variaveis, mas isso ndo impede que
os outros 3 parametros adimensionais sejam encontrados.

A matriz dimensional é

h
o

|

| Q
3
-1

o |
S =

(=
o =

L
T

[\

cujo posto é 2.
Com 6 variaveis e 2 dimensdes fundamentais (L e T), nés esperamos 4 grupos adimensionais. Esses grupos podem ser
obtidos sistematicamente fazendo-se:

n= 0y 400
M = Q®g"L. = %,
I = Q“g"h = ngS? .

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Obtenha as coordenadas do vetor (3,4, 5) na base ((1,0,0), (1,2,0), (1,2, 3)).

SOLUCAO DA QUESTAO:

a(1,0,0) + f(1,2,0) + y(1,2,3) = (3,4,5),
(¢ + B +y,26+2y,3y) =(3,4,9),
a+pf+y=3,
26+ 2y =4,
3y =5,
a=1,
p=1/3,
y=5/3m

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] O duplo produto vetorial entre 3 vetores do Riuvew, pode ser definido de duas maneiras:

uX[vxw] ou [uxXv] Xw.

Verifique se elas sao ou nao sio equivalentes.

SOLUCAO DA QUESTAO:

[v X w]

S
Il

= €jjkViWjek;
uX[vXwl=uxa
= €EnkmUndkem
= €EnkmUn€ijkViwWjem
= €ijk€mnkUnViWjem
= (5im§jn - 5in5jm) UpUiwjem
= ujUinei - uiUinej
= ujwjvie,- - uiv,-wjej

=u-wv-(u-v)w.
Por outro lado,

b =[uxv]
= €jjkUivjef;
[ux vl Xw=¢€rmnbrwmen
= €Ekmn€ijkUiVjiWmen
= €ijk€mnkUiVjWmen
= (5im6jn - 5in5jm) Ujvjwmen
= uinWiej — uivjwje,-

u-wyo-(v-wu

Portanto, em geral,

u-wo—-—u-v)w#@u-wov-(v-wu,

uXvxXwl#uXv]|Xwn

Continue a soluc¢do no verso =



5 [20] J4 sabemos que é possivel escrever uma transformacéo linear na base canénica E = (ey, 2, e3) na forma
A= Aije,-ej.

Se u = upey é um vetor do R3, obtenha
u-A

em notacdo indicial.

SOLUCAO DA QUESTAO:

u-A=ureg-Ajjee;
= urAij(ex - e;)e;
= ukAijSkl-ej

= uiA,-jej |

Continue a soluc¢do no verso =



TEA010 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P02, 27 Abr 2018

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:
1 [20] 5.0
a) [10] Dada f(x) definida no intervalo [xg, xo + 2A], de- 4.5 = \\
duza a regra de Simpson para 3 pontos interpolando a 40 [
funcao g(x) = ax® + bx + ¢ através dos pontos (x, fp), . } \
(x1, fi) e (x2, f2). B / \
3.0 |
b) [05] Repetindo a férmula obtida em (a) para [xp + T s } \
2h,xo + 4h] e juntando as duas, deduza a regra de = T
Simpson para 5 pontos, ou seja: deduza a formula para 20 ¢
a integral de Simpson de envolvendo (xy, fo), (x1, f1), 15
(x29fZ), (X3, .ﬁ’) € (X4,ﬁ1). 1.0 F
c) [10] Use o resultado de (b) para obter numericamente 05 g
f04 f(x)dx, onde f(x) é a funcdo da figura ao lado. 0.0 E
Obviamente, vocé tem que “ler” os valores de f(x) do 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
grafico. z
SOLUCAO DA QUESTAO:
a) Faca xp = 0, x; = h, x, = 2h. Agora
¢ = fo,

ah2+bh+c=f1,
4ah® + 2bh + ¢ = f>.

ah® + bh = fi - f,
4ah® + 2bh = f> - fp.

bh = (fi = fo) — ah?,

4ah’ +2[(fi - fo) - al’| = fo = fo,
2ah* +2fi = 2fy = f — fos

2ah? = fo = 2fi + fo

_fo-2fi+hr
ok
bh = fi— fy - LS

bh=—3/2)fo +2fi — (1/2) f,

_ -G/ +2fi - (12
- .

b

Continue a soluc¢do no verso =




Portanto,

2h
%o o3 b2

(ax“+bx+c)dx=|— + — +cx
0

32 0
8ah®  4bh?
= 3 + T + 2ch
8K [fo=2fi + ], 4 [=G/2)fo +2fi - (112
=?{_7ﬁ_‘+7' h +2Jok

Il
>

(503211 + £ + 201G+ 251~ /28] + 20
[(4/3-3+2)fo+(-8/3+4)fi + (4/3-1)f3]
o+ 4i + fl.

W]

b) Some dois trechos:
4h

Fl)dxx % [fo+4fi + i+ 5 [ +4f + fi

0
=g[f0+4fl+2f2+4f3+f4].

coh=1;

4

1

/ f(x)dxz§[l+4><2+2><4+4><4.65+2]

0
41.6 208

-3 15

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] A contracdo de dois tensores A, B é definida por
AIB=Ajjeej.Bipeien = AijjBim(ej-er)(e; - en).
Se S é um tensor simétrico de ordem 2, e A é um tensor anti-simétrico de ordem 2:
S =S;jeie;, Sij = Sji; A=Aeem, Aim = —Anil,

mostre que
S:A=0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

S1A=SijAim(ej-er)(ei-en).

= $ijAim6;10im
= SijAji
1 1
= EsijAji + zsjiAij
1
= ESU (A], +Aij) =0m

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Para x(t), y(t) € C; t € R, resolva (isto é, obtenha a solucdo geral de):

dx
— =x -3y,
a 7Y
dy
— =x+uy.
a Y

Atencio: resolva o problema do comeco ao fim com niimeros complexos. Niao se preocupe em obter solucoes
puramente “reais”. Fica mais facil assim!

SOLUGAO DA QUESTAO:

d x| _[1 -3|]|x
de |y| |1 1 |y|"
Os autovalores e autovetores correspondentes da matriz séo:

M=1-iV3= £, = (1,i/V3);
b =1+iV3 = f, = (1,-i/V3).

Vamos entdo decompor o vetor com componentes (x, y) na base candnica na base de autovetores:

(1,i/V3) + b(1, -i/V3);
y]

(x - i\/gy) S
(x i\/gy) .

(x,y) =

s —N]H

r—1Q

l\)l»-‘l\JI—‘

Portanto, na base dos autovetores, o sistema é dado por

%[Z] - [1—1\/(3; 1+i\/g

d
b
Este sistema esta na forma diagonal, e tem solucéo
a(t) = Aoe(l—i\/?)t’
b(t) = Bpe1+1V31,
Finalmente,
x(t) = Aoe(lm@)t n Boe(m\/?)t’

_ i 1-iV3)¢ (1+iV3)t
y(t) = — Apel — Bpe n
V3

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] Se r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u, v)) parametriza uma superficie S no R3, e se n é o vetor normal a S em cada
ponto, entdo é verdade que

Portanto, dada uma funcio vetorial v(x, y, z),

I= /S(n -v)dS = /w ([% X %] - v(x(u,v), y(u, v), z(u,v)) | dudo.

Sabendo disso, calcule I = [((n - v) dS, onde S é a superficie

x =u,
:uz,
z=v,
0<u<l,0<v<lev(xyz)=1-x1-y1-2).
SOLUCAO DA QUESTAO:
or
— =(1,2u,0),
Em (1,2u,0)
or
— =(0,0,1),
70 ( )
or Or
— X — = (2u,-1,0),
au <o = 2w L0
v(u,v):(l—u,l—uz,l—v),
0 0
[a—Zxa—;]-vz—u2+2u—l,
1 1
1:/ (=u® +2u—1)dodu
u=0 Jo=0
__1
= 3.

Continue a soluc¢do no verso =



5 [20] Se

u(x) = x1e; + x%ez + x§e3,

Calcule V - u.

SOLUCAO DA QUESTAO:

V-u=1+2x2+3x§l

Continue a soluc¢do no verso =



TEA010 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental O
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

P03, 25 Mai 2018

Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

1 [20] Para os valores de n entre 0 e 15, 0 programa ao lado
tenta calcular (div significa divisdo inteira)

1 #!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
= ndiv 4 2 # -x- coding: is0-8859-1 -*-
p=ndiv4, 3 for n in range(16):
— ; 4 p=mn//4
q = ndiv 2, s o -n 2
6 r=mn}9Y 4
e 7 if r == 0 :
n mod4d=0 f(0)=0, : et =0
elif r == :
£1(0) n mod4=1 [f"0)=(-4)?, 10 der = (-4)**p
= _ _ 1 11 elif r == 2 :
n mod4=2 f"0)=(-1)P"29, 12 der = (-1)#x(p+1) * 2x*q
— n — (—1)?H9 13 else :
n mod4=3 f*0)=(-1)r21, 14 Gor = (-1)xkp * 26xq

mas ha um erro. QUE ERRO E ESSE? EM QUE LINHA ELE P imt ('%4dL%4d’ % (n,der))

OCORRE? 17 ass

SOLUGCAO DA QUESTAO:
Na linha 5 deveriamos terq = n // 2, porque o operador // produz divisio inteira.

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] Em um aquifero, a superficie freatica é bem representada por

=i (5 (4]}

onde hg e L sdo constantes com dimenséo de comprimento. A condutividade hidraulica saturada é k, e a vazdo especifica

v é dada pela lei de Darcy:
v =—kVh.

Calcule a derivada de f(x,y) = |v| na direcdo t = (1/v2)(1,1) e no ponto (x,y) = (L, L).

SOLUCAO DA QUESTAO:
Vh= %i | Z_Zj’

= E_)ZC‘ * %J]

v [i_);' * ZLLQJ] ;

vl = f(x,y) = kho 4%42 . %]1/2

Dada f(x,y), a derivada direcional na dire¢io do vetor unitario ¢ é

df
E—t'Vf.

Precisamos portanto do gradiente de f:

+ = —i+ =]
& A [

-1/2
kh() 4x2 y2 8x . Yy
- | |

Em (x,y) = (L,L):

df
<L =t.v
ds f
1 kho[4 1 172 1
Lo Mot L (E L
NG 2 |12 7 4r2 13’213
1 kho [17717'%(8 1
= — (1, 1) =2 | = 2
NG 2 |42 137213
~ 1(1 ) kho 41217 (8 1
SN2 2 |17 13213
2khoL 1
= — (8+1/2)
2217 L?
_ kho 17
V2V1712 2
V17 khy
= ——n
22 L2

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Sabendo que
or o

32 = 30 dudv

o=l

e que
1/2 1
/ [1 + uz] " qu = 3 [arcsenh(u) +u(l+ uz)l/z] )

calcule a area da superficie
x(u,v) = u,
y(u,v) = 02/‘/5,

z(u,v) = u? + vz,

para0<u<1,0<v < 1.

SOLUCAO DA QUESTAO:

r = (u, v? N3, u? +0%)
0

6’ = (1,0,2u);

= (0,20/V3,20);

a_rxg (1,0.2u) x (0,20/V3,20)

ou Jvu

= (—4uv/\/_, 3,20, 20/\/_);
6r ar| 4 21172
(')u o \/§ [1 +u ] .

Na verdade, na dltima linha acima deve ser |v|, mas 0 < v < 1! Prosseguindo:

4 1/2
Ay = / / i u2 / doudu
u=0 J o=l ()

/ \/_ [1 +u ]]/2 du
u=0
[arcsenh 1) + \/_]

$||~

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] Resolva

a> 0,b > 0. Sugestio: faca y = uv.

—z +ay=-by’,  y(0) =y,

SOLUCAO DA QUESTAO:
Facay = uv:

do du
U— +v— + auv = —buv?,
dx dx

v du
— t+av|u+v— = —bu*’.
dx

dx

Obrigue o termo dentro dos colchetes a ser nulo, e resolva:

Substitua no que restou:

(note que yo = upvy)

donde

ax

U =o€
du
— = —buzv,
dx
du _
— = —bype " dx,
2
u
1 1 by _
- _ - __ [1—6 ax]’
u u a
u-—1u _
=——9y [1 -],
Uy a
u—ug=——upvg [l —e ] u,
a

b
ull+-yo(1—-e*)| = u,
a

—ax

Yoe
b (] —eax)
1+ ay()(l e )

y:u’v:

Continue a soluc¢do no verso =



5 [20] Obtenha a solugio geral de
y"’ — 2y’ +y = sen(x).

SOLUGAO DA QUESTAO:

_ cos(x)

y(x)

+ (c1 + cpx)e* m

Continue a soluc¢do no verso =



TEA010 Matematica Aplicada I
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P04, 22 Jun 2018
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

1 [20] O seguinte trecho de programa,

1 def ff(x,y):

2 a = 0.00001

3 b =1.0/14.0

4 return array([-axy[0]l*y[1],axy[0]l*y[1] - b*y[1],b*xy[111)

é usado para resolver um sistema de equagdes

(7 fiGey1,y2,43)
192 = Hx Yy, y2, y3)
X

Y3 f3(x, 91,92, y3)

com o método de Runge-Kutta de 42 ordem. Baseando-se no cddigo mostrado, escreva as férmulas de fi, f> e f3.

SOLUCAO DA QUESTAO:
fi = —ayiya,
o =ayiyr — by,
ﬁ; = by2 | |

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] Simplifique a0 maximo cada uma das expressdes abaixo, deixando (no méaximo) quantidades reais no denomi-

nador. Na resposta final, todas as exponenciais complexas do tipo e'®

correspondente, x + iy.

devem ser convertidas para a forma algébrica

1 |14
B e (© [E
. 3 1 |
b 2 in/6 d
SOLUGCAO DA QUESTAO:
(a)
[ 1+4i
1—4i  (1-4i)(1 +4)
o 1+4i
T 1-16i2
1+4i
= | ]
17
(b)
[2ein/6]3 — 8617‘[/2 —8im
(©)
B R
e
B 1+i L/4
T la-na+)
it
2
_\/Eei(n/4+2kn) 174
|2
[ @ilr/4+2km) 1/4
1
- in/16+kn/2 _
- 21/8el k=0,1,2,3 N
w1 = 21/3 (cos(nt/16) +isen(n/16)),
w2 = 21/3 (cos(9m/16) +isen(971/16)),
w3 = 21/8 (cos(17m/16) +isen(9m/16)),
w2 = 21/8 (cos(25m/16) +isen(251/16)) =
(d)
L, L _(-D+0+)
1+i 1-i  (1+i)(1-1i)
2
==—=1m
2

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Encontre uma solucio da equacio

1
y'+-y' +y=0
X

da forma .
y(x) =x" Z anx”.
n=0
Obtenha a forma geral dos ay’s.
SOLUCAO DA QUESTAO:
"+ L +y=0
y +yry=
xy'+y +xy=0
y = Z anxr+n
n=0
y = Z an(r + n)x™ !
n=0
Yy’ = Z an(r +n)(r+n—1)x"+"2
n=0
xy = Zanxr+n+1 — Z am_sz—m—l
n=0 m=2

14

Xy =

r+n—1

Ms

(r+n—-1)(r +n)a,x
n=0

Reunindo todos os termos em x”*™~1

[aor + ag(r = Dr] x™ ' + [a1(r + 1) + a;r(r + )] x" + i {an [r+n)+ (r+n-1)(+n)]+a,}x ! =0.
n=2

A equacéo indicial é

r+rP—r=0=r=0 = a; =0.

Agora,
ap[n+(n-Dn]l +a,2 =0

ann2 +a,»=0

an-2
ap = ———.
n2
Para conseguir uma férmula geral, note que
ag
a = _E?
a ap ao ag
= —— =+ = + = + s
ST T T2 T ex222x1? 22X )P
a4 ag ap ao
ag = —— = — = — = — R
6 62 62 x 42 x 22 (2x3)2(2x2)2(2x1)2 [23(3x2x 1)]?
— (—])k__%
ax = (1) DRI

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] Calcule
4
S R—d
f, =i

|Z = [1+i]] = 1.

onde .Z é o circulo definido por

SOLUCAO DA QUESTAO:

Esta é uma aplicagio direta da formula integral de Cauchy:

& d¢ =2mif(z)

-z
=2mi [1+i]*

=2mi [\/Eei”/4]4

= 2mi 4e'™

=-87im

Continue a soluc¢do no verso =



5 [20] Utilizando obrigatoriamente transformada de Laplace, obtenha a solucio de

y”’ -2y’ +y = sen(x), y(0) = 1/2, y’(0) = 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

%5 = sy(0) — ' (0) = 2[s7 — y(0)] + 7§ =

1+s2
(s"‘—zs+1)y—%+1=1—:s—2
@teuqm:1:§+%—1
_ s—1)2s
(52—23+1)y=%
_ (s—=1)%s
(“%Vy:;ﬂ:n
_ s
SEIGEN)
yz%cos(x)-

Continue a soluc¢do no verso =



TEA010 Matematica Aplicada I
Curso de Engenharia Ambiental O

Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
F, 02 Jul 2018
Prof. Nelson Luis Dias

Declaro que segui o codigo de ética do Curso de Engenharia Ambiental ao realizar esta prova

NOME: GABARITO Assinatura:

1 [20] A expressio
Tm =j{ €limr1nkaidA=}£ (n-v)dA,
& 7

onde . é uma superficie fechada que limita uma regiio % do R?, e n = niey é o vetor unitario normal a .# apontando
para fora em cada ponto, é um escalar.

a) Identifique o vetor v. Escreva-o da forma mais simples que vocé conseguir.

b) Agora aplique o teorema da divergéncia a expressdo acima. N&do é necessario calcular a divergéncia que vai

aparecer.
SOLUCAO DA QUESTAO:
a)
U = €1imNTkiek.
b)

Tm =?{ €limringTr; dA
2

0
=/ 6_(€limrlTki) dV e
< Oxx

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] Resolva:

d
—y—2xy=1, y(0) = 1.
dx
Vocé vai precisar de
2 X
erf(x) = — / e dt
T Jt=0
SOLUCAO DA QUESTAO:
Faca y = uv e substitua:
do
— +v— -2 =1
wg +Ug — 2xuv
d d
u [£ —2xv] +v£ =1
0
d
ﬁ -2xv=0
d
&0~ oxdx
v
v d X
/ D oo | ede =
v 1 0
In 2 =2
o

X

1
u=— e_§2d§+u0=ﬁerf(x)+u0:>
2’00

Yo Jo

y=uv = [ﬁ erf(x) + uo] vgex2
200

N

y = 76"2 erf(x) + Ke*';

y0)=1=K=1n

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Encontre a solugio geral de
2y + (x+x)y —y=0

pelo método de Frobenius.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Na forma normal,

Claramente, x = 0 é um ponto singular. Porém,

xp(x) =1+x,

xzq(x) =-1.

O ponto singular é regular, e o método de Frobenius é aplicavel.
Tente:

(o)
y= E anxn+r

(n+r)ax"!

Q\
1
M

=S
i}
(=}

(n+r—1(n+r)a,x""2,

Q\
I
M

=
I}
(=}

e substitua na EDO, obtendo

i [(m+r=1D(n+r)+@m+r)—1]a,x""" + i [(n+7)] apx™"*! = 0.
n=0 n=0

Evidentemente devemos fazer

m+r=n+r+1,
m=n+1,
n=m-1;

00

Z [(m+r—1D(n+r)+(n+r)—1]a,x"" + i [((m=1+7)] amx™ 1 =0,

n=0 m=1
Segue-se que

(o)

[r? - 1]apx" + Z (n+r)?- 1 apx™T+ > [(n=1+r)]ap1x™" =0,
n=1 =1

n

[r? = agx” + Z {[(n +r)? - 1] an+ [(n=1+71)] an,l}x"” =0.
n=1

A equacdo indicial é
rP=1=r=zl

As raizes diferem por um inteiro; a menor raiz pode levar as duas solugdes, ou a nenhuma delas. Tentemos:
2
[(n - 1) —1lap +[n-2lap_1 =0,

[n>=2n+1-1]a, + [n-2]a,_; =0,
nn-2)a, + (n—2a,—; =0,

na, + ay—1 =0,
an-1
anp = ———.
n

Continue a soluc¢do no verso =



Para ag # 0, esta primeira solucio é:

ap =1,
a1=—1,
1
a2:§,
1
a3__6’
(-1)"
ap =
n!
e
1 1 1
=—|l-x+=x2—=x>+...
Y1 p X 2x 6x
_e_x
T ox

Nosso teorema sobre as solugdes nos garante que a menor raiz leva a duas solugdes, mas nédo nos diz nada sobre como
encontra-las! No nosso caso, ha necessidade de uma certa sutileza ou imaginacio. Dois caminhos sdo possiveis:

1. O mais facil é procurar a solucéo gerada por r = +1. Ela é

[(n+1)? - 1la, + na,_; =0,
(n2 +2n+1-1)a, +na,_1 =0,
n(n+2)a, + nay,—; =0,
an = — dn-1 |
" n+2’
A segunda solugéo sera
2 o Xt X x°
P=X— =t ot ——— ...

3 12 60 360 2520

que claramente é linearmente independente de y;.

2. O mais dificil é encontrar a segunda solu¢éo a partir da menor raiz. Suponha entio que ap = 0; neste caso,
(lembre-se: para r = —1), a; = 0 necessariamente. A relagio de recorréncia para o préoximo n, 2, fica:

n(n-2)a, + (n—-2)ap-1 =0,
2(0)(12 + (O)a1 =0,
2(0)a; + (0)0 = 0.

Portanto, se a9 = a; = 0, ay pode ser qualquer. Fazendo, sem perda de generalidade, a; = 1, teremos entéo

az = —1/3,
ag = +1/12,
as = —1/60,
ae = 1/360,
ay = —1/2520,
etc. Ou, paran > 2:
(-1)" 2(=1)"

an:n(n—l)(n—Z)...3 n!

Mudando o indice para que ele comece de 0:

=x-=+= +...

2\ (< 1)m2ymt] 2 3 xS 46
=) ) 3 712760 T 360 2520

m=0

que ¢é o mesmo resultado obtido parar = +1 =

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] Utilizando obrigatoriamente transformada de Laplace, resolva

yiv —y= e—t’
0=y(0) =y'(0) = y"(0),
1 — yl/l(o)'

SOLUCAO DA QUESTAO:
A transformada de Laplace da equacéo diferencial é

— ! 14 7’ i 1
s - 57y(0) - sy (0) — sy (0) -y (0) —§ =

Introduzindo as condicdes iniciais,

1
4 —
-Dy-1= ,
(s iz s+1
1
4 —
-1y = +1,
(s )Y s+1
1
4 —
-1y = +1,
(s i s+ 1
2+s
4
-7 = ,
(s )Y s+1
- 2+s
T EI)E D+ 1)
_ 2+s
y:

(SZ+D)(s+1)2(s-1)
A decomposicao em fragdes parciais da transformada acima é

s—3 B 5 B 1 N 3
4(s2+1) 8(s+1) 4(s+1)2 8(s—1)

y=

A inversa é :

s+1°

Continue a soluc¢do no verso =



5 [20] Usando obrigatoriamente variaveis complexas, integracio de contorno e o teorema dos residuos, calcule

27 do
/o 2—senf’
Sugestio: faca a transformacéo de variavel z = e'? e transforme a integral acima em uma integral sobre o circulo unitario
no plano complexo envolvendo um polo.

SOLUGAO DA QUESTAO:

Fazendo a substituicio sugerida, se z = €', quando  vai de 0 a 27, z percorre o circulo unitario C no plano complexo;
entao:

7 = eiﬂ,
dz = ieie,
d
& a0
iz
e
1 .
z— = :elﬁ_eﬂﬁ
z
=2isenf =
2
z7 -1
0=
sen T
Retornando a integral,
/2“ do % 1 dz
o 2-senf Cz_% iz

B % -2dz
S Je 2 -4diz-1
O integrando possui dois polos, z; = (2 - V3)iez, = 2+ V3)i, mas apenas z; esta dentro do circulo unitéario. Portanto,

f f(z)dz = 2mic_y
c
-2

=2 1 ) — =

A [(z D=
-2 2

=2mi il

.
z—=z2 3

Continue a soluc¢do no verso =



