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1 [25] Uma lata de dleo de raio de base R e altura H tem um furo no fundo, de raio r. As razodes r/R e R/H séo fixas,
de modo que basta uma dessas variaveis na anélise do problema (vamos usar H). O 6leo tem viscosidade cinemética
v ([v] = L2T™"). Se o tempo de drenagem do 6leo da lata é Ty, e considerando que (obviamente) a aceleracio da
gravidade g é importante, obtenha os 2 pardmetros adimensionais que governam o problema. As variaveis comuns aos
dois pardmetros devem ser, obrigatoriamente, H e g.

SOLUCAO DA QUESTAO:
As duas dimensdes fundamentais deste problema séo L e T. Teremos 2 parametros adimensionais:

I = Hagbv,
I, = H%"T,.

A primeira equagdo gera o sistema:

LT = L*(LT )P T ' =

a+b+2=0,
-2b-1=0
Entao,
b=-1/2, a=-3/2.
donde
I, = H/2g 2y = —
H/gH

A segunda equacio gera o sistema:

LT = L2(LT ) T =

a+b=0,
-2b+1=0
Entao,
b=1/2 a=-1/2.
donde

HZZTd”%.

Temos agora a previsdo de analise dimensional para um viscosimetro elementar:

v:H\/g_Hf(Td\/%) .

Continue a soluc¢do no verso =



2 [25] A figura abaixo mostra o perfil do lago de um reservatorio de abastecimento de 4gua. As cotas, medidas na
vertical, estdo em m. As distincias horizontais estio em hm (100 m). A regifo hachuriada é solo, enquanto que a regiao
branca é agua. A profundidade maxima do lago é de 12 m. Suponha por simplicidade que o reservatorio tem uma largura

constante (na direcio y) e igual a 100 m. Determine, por integracio numérica, o volume total do reservatorio em m®.
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SOLUCAO DA QUESTAO:

Basta aplicar a regra do trapézio aos elementos delimitados pelas linhas tracejadas:

1 3
V:100><100><§><[4><6+(4+8)><3+(8+20)><2+(20+30)><1]=830000m.

Continue a solugéo no verso =



3 [25] A série de exp(x) é
=) e =) An
exp(x) = — = -,
;) n! ;} B,

com A, = x" e B, = n!. Qual é a relacdo de recursdo entre A, e A,_1, e entre B,, € B,_1?

SOLUCAO DA QUESTAO:

1

_.n_ n-1 _ .
A,=x"=nXx = xAn_1;

B,=n'=nx(n-1)!=nB,_m

Continue a soluc¢do no verso =



4 [25] Sendo §; ; o delta de Kronecker, e €;j; 0 simbolo de permutacéo, calcule o valor numérico de

Sii (€1mn0110m20n3) -

SOLUCAO DA QUESTAO:

Sii (€1mnd110m20n3) = (811 + 822 + J33) X (€123) =3 m

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [25] A matriz
0 1
SR
é uma matriz de rotagdo? Por qué? Sugestao: Para [u] = [1,1]" e [v] = [1,—1]7, Calcule [C][u] e [C][2]: o resultado
parece uma rotacdo para vocé?

SOLUCAO DA QUESTAO:
Temos

[Cllu] = [1 1] =[ul.

[Cl[v] = [-1 1] =-[v].

Claramente, ndo se trata de uma rotagdo: enquanto que u “néo sai do lugar”, v é rebatido em torno da reta y = x.

Continue a soluc¢do no verso =



2 [25] Obtenha a solucdo geral do sistema de equacdes diferenciais acopladas

d—x—x+4
dt Y
dy

— =x+y.
dt xry

SOLUCAO DA QUESTAO:
O sistema tem a forma

AR

A matriz do sistema possui 2 autovalores, ; = 3 e A, = —1, e dois autovetores associados, v1 = (2,1) e v, = (—2,1). Se
(u,v) sdo as componentes da solucdo na base dos autovetores, teremos duas equac¢des desacopladas:

=3u = u(t) = ae’

=—1v = o(t) = fe '

x(t)| _ |2 2| _;
[y(t)]‘“[l 1]e -

dt

do

dt
Na base canonica a solucéo sera

e’ + B

Continue a soluc¢do no verso =



3 [25] Se
3t
I(t) = %/t (xzt) dx,

Obtenha I(t) de forma explicita.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Trata-se de uma aplicagdo direta da Regra de Leibnitz:

d b(t)

() §F(xt
da +/ fxt) dx;

db
(x,t)dt = f(b,t)a —f(a,t)a " Ey

dt a(t)
d 3t 3t
— (xzt)dx:9t3><3—t3><1+/ x? dx,
dt J, ;
1
= 26> + < [27° - ]
3

104
=—+Fnm

Continue a soluc¢do no verso =



4 [25] Um campo de velocidade uniforme v = (1,0,0) ms™ atravessa a superficie .7

x = 41-92 -1<y<1, 0<z<1lm.

Calcule a vazio total

Q= / (n-v)dA.
7
SOLUGCAO DA QUESTAO:
A parametrizacdo 6bvia mais uma vez é
x = (1-u?)V/?
y=u,
z=v
Entdo,
0 0
Q:/(n-v)dA:// v-[—rx—r du do.
7 o ou Ov
Agora,
0
T~ (—u(t - uw?)2,1,0),
ou
or
— =(0,0,1),
5 = (0.0.1)
or or 2 -1/2 u
— X — = 1- ,1,0) X (0,0,1) = {1, ————,0];
3 X 5y = @ -u) ) % (0,0,1) 1= )1
or y or 1
v |— — | =1
ou Ov

1 1
Q:/ / dudvo=2m’s"'m
=-1Jov=0

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [25] Para a regido hachuriada do plano complexo mos-

. Y
trada na figura ao lado, obtenha a série de Laurent em torno
dezo=a+ia(aeR,a>0)de
20
fz)=—.
z
Deixe o resultado final em fungéao de z — z, e de z (ou seja: LT T T T
< N
nio substitua zy = a + ia). e M
Sugestdo: reescreva z — zg + zop no denominador. / A
/
/ \\
1 . \
| Zo=a+ia \
T * )
\ ‘ |
\ I )
\ | /
\ | /
\\ | //
|
SOLUCAO DA QUESTAO:
Observe que em qualquer ponto do disco cinza,
zZ—2p
zZ— 29| < |zo| = < 1.
20
Agora,
20 20

f@@)

Z0 1

20 |1+ =2
A

o

Continue a soluc¢do no verso =



2 [25] Calcule a transformada de Laplace de
f(t) = e’ cosh(t).

SOLUGAO DA QUESTAO:

% [.,zﬂ{e”} + ,,sf{l}]

1[ 1 1]
= - + —
21ls—2 s
s—1

| ]
s2 —2s

Continue a soluc¢do no verso =



3 [50] Utilizando o método de Frobenius, obtenha duas solucdes LI de

x*y” + x(x = 1)y’ + (1 - x)y = 0.

SOLUGCAO DA QUESTAO:
Inicialmente, verificamos se x = 0 é um ponto singular regular. Reescrevemos a EDO em forma normal:

”+(1 1) ’+(1 1) =0
Y o Y 2 3 y=
e verificamos

xp(x) = (x - 1),
x%q(x) =1 - x,

e de fato o ponto é singular regular. Fazemos entdo

(o8]
_ n+r
DI
n=0

(o)
y/ — Z(n + r)ananrrfl’
n=0
(o]
y' = Z(n +r)(n+r—1)ax™"2,
n=0

E sempre preferivel substituir essas expressdes na forma “néo-normal”!

x? Z(n +r)(n+r-— 1)a,,x"+r_2] +x(x—1) Z(n +r)a,x™t!

+(1-x) [Z anx"”} =0.
n=0

n=0 n=0
Entao,
(o] (o] (o] [ee) [ee)
Z(n +r)(n+r—1a,x"" + Z(n +r)a,x™t - Z(n +7r)apx"™" + Z apx™" — Z apx™t = 0.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
Reunindo os expoentes de x em comum, temos
Z {ln+r)n+r-1)—-(m+r)+1]a,}x"" + Z {[(n+r)—1]ap}x"*"* = 0.
n=0 n=0
E possivel simplificar:
DA+ n+r=2) + 1] a3 x™ + > {[(n+7) - 1 an} " =0
n=0 n=0

Neste ponto, fazemos

n+r+l=m+r,
n+1l=m,

n=m-1

e substituimos:

Z {lln+r)(n+r—=2)+1]a,} x™" + Z {llm+r-=1)=1]am_1}x™" = 0.

n=0 m=1

Renomeando agora m = n no segundo somatorio, e separando o caso n = 0, teremos:

[r(r—2) + 1] apx" + i {ln+r)(n+r—-2)+1]a, +[(n+7r-2)]a,_1}x"" =0.

n=1

Continue a solug¢do no verso =



A equacéo indicial é

rP—2r+1=0,
(r-1)? =0,

r=1.

A raiz é dupla. Uma solugdo é

(e

_ n+1
Yy = E anX .

n=0

Procuramos os a,’s, a partir de a9 = 1 (sem perda de generalidade, como sempre):

[(n + l)(n - 1) + 1](,1" + [(n - 1)an—1] =0,

_ (n-1)
T -1 +1
n-—1
= - 2 an—1.

n-1

Partindo de ay = 1, teremos a; = 0, e a partir da equacdo acima, a, = 0 paran > 1. A nossa primeira solugio é

simplesmente
y1(x) = x.

De fato, y; = 1, e (substituindo na EDO)
x(x-1)+(1—-x)x=0.

Precisamos agora de uma segunda solucéo, e o Teorema de Frobenius nos sugere

(o]
yo(x) = xlnx + Z cpx™t,
n=1

1 [ee]
J(x)=x—+Inx+ E + 1)cpx"
Y5 (x) xx nx (n+ 1)cpx

n=1

(o]
+Znn+lcnx -1

n=1

R

Yy (x) =
Entéo,

1 (e8]
;+Znn+lcnx T+ x(x-1)

n=1

1 > ]
x— +Inx+ Z(n + 1)c,x"

n=1

Como se espera, todos os termos envolvendo In x se cancelam. Prosseguindo,

1 o o )
x2 =+ Z n(n+1)c,x" | +x(x—1) |1+ Z(n + 1)c,x"
x n=1 n=1 |
Simplificamos:
x+Zn(n+ Depx™ 1 + |x(x = 1) + x(x — I)Z(n+ 1e,x"
n=1 n=1

s

+(1-x)

+(1—-x)

|

x +in n+1)c,x" +Z(n+1)cnx —Z(n+1)cnx +chx

n=1
Reunimos agora os termos nos mesmos expoentes de x:

[ee] [oe]
nn+1)—(n+1)+ 1] c,x" +Z [(n+1)

n=1 n=1

Simplificamos novamente:

Z [(n+1)(n-1)+ 1] cpx” +ch”+2

n=1 n=1

Cnxn+2 —

[ oo

xInx + Z cnx"“} =0
L n=1

[ o

chxnﬂ] _

Ln=1

(1-x) i cnx"“] =0;

chx n+2 = .

n=1

Continue a soluc¢do no verso =



Parece bem evidente que devemos fazer

m+1l=n+2,

m=n+1,
n=m-1.
Obtemos:
(o] (o]
Z [(n+1)(n—=1)+ 1] cax" + Z(m —Depmox™ ! = —x2.

n=1 2

3
il

Separamos o caso n = 1 (que corresponde ao expoente x2!):
2 nl _ L2
c1x +Z{[(n+1)(n—1)+1]cn+[(n—1)]cn_1}x = —x°.
n=2

Isso nos da, imediatamente,
Cc1 = -1.

Prosseguindo,

[(n+1)(n=1) +1]cp = =(n = 1)cp1,
n-—1
Thr)m-1)+1°
n—1
n2—1+1c
n—1

- Cn-1
n

= (-1)(-1)

Ch = n-1»

n-1

(n-1)(n-2)
n?(n—1)2 Cn=2

pp(n=1m-1)...2x1
B TS R
(n—1)!

[n!]?
(n—1)!
[nx (n—1)][n!]
1
nxn!

= (1"
= (-1"
= (1"

Portanto,
1

nXxn!

xn+1 -

y2(x) = xlnx + i(—l)"

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [25] Considere o programa em Python a seguir:

#!/usr/bin/python3
# -*- coding: is0-8859-1 —*-
def f(x):
return x
def trapezio (n ,a ,b , f ):

230

trapezio (n ,a ,b , £ ): integra f entre a e b com
PP

deltax = (b - a )/ n

Se=f (a)+f (b) # define Se
Si =0.0 # inicializa Si
for k in range (1 , n ): # calcula Si

xk = a + k * deltax
Si+=f ( xk)
I =Se + 2% Si # calculo de I
I *= deltax
I/=2
return I
Inumer = trapezio(2,0.0,1.0,f)
Iexata = 0.5
print (abs(Inumer - Iexata))

Qual o valor que o programa imprime na tela?

n  trapézios

SOLUCAO DA QUESTAO:
A fungédo f(x) = x é linear; para ela, a regra do trapézio é exata. O programa imprime 0.

Continue a soluc¢do no verso =




2 [25] Dados os vetores u = (1,2,3), v = (3,2,1) e w = (1,3,2), calculeu X v X w.

SOLUCAO DA QUESTAO:

uXxovXxXw=(28,4,-20).

Continue a soluc¢do no verso =



3 [25] Calcule .
/_ H(E - a)8(2 - a) dE.

SOLUCAO DA QUESTAO:

u(¢) = H(§ —a) = du = 6(¢ - a)dE;
do(&) = 6(¢ —a) d& = v(§) = H(¢ - a).

/_ H(E - a) 5(¢ - a)dé = H(E - ))H(E —a)| - / H(E - a)3(¢ - a)d&; =

u do

z/ H(E — a) 8(¢ - a) d& = [H(x — )]’
—00 ——— —

u dvu

[ HE- @06t = S e - oF = Sl - m
—00 —m— — ——

u dv

Continue a soluc¢do no verso =



4 [25] Obtenha uma expressdo para a transformada de Laplace 7(s) da solucéio da equacio diferencial ordinaria

144 ’ x ’
y’ +3y —4y=x2—5; y(0) = 1; y’'(0) = 0.

Pode ser util saber que

g[XZ_f]:E_L
2

§3 0 2527

ATENCAO: LEVE O CALCULO DE SUAS FRACOES PARCIAIS ATE O FIM.

SOLUCAO DA QUESTAO:
A transformada de Laplace da EDO produz
2— ’ — — 2 1
sG = 5y(0) —y'(0) + 30T~ y(O] - 4§ = 5 - 7,
2— — _
- + 3 - 3 bt 4 = = - —,
Y — s+ 3sy y 5 5
2 1
2 _
+3s—-4)y=3+s+ — — —,
(s +3s—4)y St 5o
1

2
(*+35—4)7=3+s5+—= — —;
s3 252

25t 4653 —s+4
2s3(s? +3s — 4)
17 5 1 1 11

—_— + —_—
80(s +4) 165 42 255  10(s—1) "

y=

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [25] A Engenheira Ambiental Kanaliza Déora est4 estudando escoamentos em canais cuja largura é muito maior que a
profundidade. Kanaliza concluiu que as variaveis intervenientes no problema sio: (a) a velocidade média V' do canal; (b)
a profundidade média h; (c) a componente da aceleracio da gravidade ao longo do canal ¢Sy, onde g é a aceleracdo da
gravidade e Sy é a declividade do canal (ATENCAO: KANALIZA E VOCE DEVEM USAR ¢S, COMO UMA UNICA
VARIAVEL); e (d) o comprimento de rugosidade do fundo zy. Obtenha os dois grupos adimensionais que descrevem o
problema. OBRIGATORIAMENTE, UM DELES DEVE CONTER (NO MAXIMO) V;, gS, E h, E O OUTRO DEVE
CONTER (NO MAXIMO) z, g5y E h.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Hé quatro variaveis e apenas duas dimensdes fundamentais (L e T), uma vez que nenhuma das 4 variaveis da lista envolve
a massa.

Os parametros adimensionais sdo

14
Hl = >
thSO
4
I, = ZO =

Continue a soluc¢do no verso =



2 [25] Sabendo que a vorticidade de um escoamento é
w=VXu,
onde u ¢ a velocidade do escoamento, obtenha €;jrw em fungdo de
Oou;j Ou;

(€ijx € o simbolo de permutagéo; u; € a i-ésima componente do vetor u na base candnica; e wy ¢ a k-ésima componente
do vetor w na base candnica) .

SOLUCAO DA QUESTAO:

ou,

Wi = 6mnk§§
m

ou,,

€ijkWk = €ijk€mnk W
m

(5im5jn - §in5jm)
ouj Oy

Bxl- ij

ouy,

0xm

Continue a soluc¢do no verso =



3 [25] Obtenha a solugio geral de

SOLUGAO DA QUESTAO:

Continue a soluc¢do no verso =



4 [25] Seja
1

L Py Py S S £
onde a = (1+1), b = (1 —1) e c =i. Obtenha o coeficiente c_; da série de Laurent de f(z) em torno de z = c. FACA AS
CONTAS ATE O FIM. SUA RESPOSTA DEVE SER UM NUMERO.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Préoximo de z = ¢,
1
L Y S TS
1
(c —a)(c—b)?
~ 1
S (i- (1 +i)3G- (1 -1))?
1
(-1)(~1 + 2i)?
1
(-1)(1 —4i—4)
1
© (3 +4i)
~ (3-4i)
25

C3 =

Continue a soluc¢do no verso =



