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1 [25] Apos receber as 3 diagnonais de um sistema tridiagonal nos vetores (arrays) a, b e c, e o vetor de forgantes d, a
rotina triad abaixo ainda precisa alocar 3 vetores (arrays) localmente para poder funcionar. Quais sdo os seus nomes,

e 0 que acontece com cada um deles quando triad termina?

# -*x- coding: iso-8859-1 -x-

# alglin.py implementa uma solugdo de um sistema linear

# com matriz tridiagonal

from sys import exit
from numpy import zeros
def triad(a,b,c,d):
n = len(a);
cc = zeros(n,float)
dd = zeros(n,float)
cc[0] = c[0]l/b[0] ;
for i in range(l,n-1):

ccl[il = (c[il)/(b[i] - alil*ccl[i-11)

dd[0] = d[0]/b[0] ;
for i in range(l,n):

dd[i] = (d[i] - alil*dd[i-11)/(b[i]

x = zeros(n,float)

x[n-1] = dd[n-1] ;

for i in range (n-2,-1,-1):
x[i] = dd[i] - cclil*x[i+1]

return x

- alil*ccl[i-11)

SOLUCAO DA QUESTAO:

cc, dd e x. Os dois primeiros tém seus espacos de memoria liberados quando a rotina termina. x retorna ao programa

principal com a solucéo do sistema.

Continue a soluc¢do no verso =



2 [25] A partir das expansdes em série de Taylor a seguir, onde ul = u(x;,ty), e x; =

para a derivada de ordem 4

O*u(xi, tn)
oxt
o =+ 5 ?(Ax) t ot . n(AxZ) + s O (Ax)3 Tul (anty + ajc
Uiy = - % j(Ax) + % i (Ax?) - % i (8Ax)* + % :l(Ax4) - % n
Uiy =uj — % :l(ZAx) + % :l(4Ax2) - % j(sAxP + % :1(16Ax4) _ %

iAx, obtenha uma aproximacio

n

(32Ax°) + O(Ax®)

i

n
u 5 6
3 .(Ax)+O(Ax)
1

(32Ax°) + O(Ax®)

n(32Ax5) +O0(Ax®)

i

Sugestio: some dois pares de equacdes (quais?), e resolva o sistema 2x 2 resultante para as derivadas de ordem

2ed.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Somo as equagdes nos indices +1 e +2:

2y
ul,, +ul, = 2ul +—

ox?

0*u
SA —_—

i
2

2u +6—
- dx?

2

0°u
U?Jrl + ul" (ZAX ) + @

Prossigo, para eliminar a derivada segunda:

2
u
~2ul + —
Poox?
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~ —8ul — —
! (9x2i

4

—6u + —
ox*

" 0*u
8Ax?) + —
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i
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Uiy T Ui
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0“u
2
(BAX) - 53

—4(ufy +uiy)

i

Ui, +upy —4(ulyy +ui ) = (24Ax4)

n

0*u

— | (24Ax*
6x4i( x*) ~

—4ul, +o6ul —4ul

0*u

l+u

n no _ q.n n_ 4,n n
U —Au g touy —du g,

ox*|;

24Ax*

n(32Ax4) + O(Ax®)

n(mx“) + O(Ax®)

n
(32Ax*)

(8Ax*) =

Continue a soluc¢do no verso =



3 [25] Dada a equagio de adveccio

ou N ou 0
— +c— =0,
ot 0x
o esquema upwind explicito
u™l—qy? oyt —yn
i i i—-1
+c =0
At Ax

também apresenta um pouco de difusdo numérica (embora menos do que o esquema de Lax). Reescreva a equacédo de
diferencas finitas acima explicitando o termo de difusdo numérica.

SOLUCAO DA QUESTAO:
W,
At Ax ’
uT’“ —u” ul' — u{l C C
: Y =+ Axl oy Wi — 2w i ] = o w2 +uly
umtl —yn c cAx
: AL : +A_[”?+1_ il = A2 [uf, —2uf +uil,] =

Continue a soluc¢do no verso =



4 [25] Ainda sobre a equacio de adveccio, analise a estabilidade do esquema de diferencas implicito

cAt
uptt = = S (- )
x

(von Neumann); conclua sobre sua estabilidade/instabilidade condicional/incondicional.
Sugestio: Note que, para qualquer k;,
|1+ Co(1-e k)| 2 1.

Para demonstrar a afirmativa acima (sim, vocé vai precisar fazer isso), pode ser util aliviar a notagdo com

Cr = cos(k;Ax),
Sk = sen(k;Ax).

SOLUGAO DA QUESTAO:

§lea(tn+At)eikliAx — é;leat,, eikliAx —Co [glea(t"+At)eikliAx _ é_rlea(t,,+At)eikl(i—1)Ax]

eaAtelklle — elklle _ CoeaAt [elklle _ elkl(l—l)Ax]

eaAt -1- CoeaAt [1 _ e—ikle]
et [1 + Co (1 - e_ik’Ax)] =1

eaAt — 1
1+ Co (1 - e*ikle)

O nimero complexo no denominador da expresséo do lado direito acima tem modulo maior ou igual a 1. De fato:

z=1+Co (1 - efik’Ax)
=1+ Co[1 - (Ck —iSk)]
=1+ Co — CoCy +iCoSg;
|z|> = 1+ Co? + Co®C% + 2(Co — CoCy — Co’Cy) + Co’Sy
=1+ 2Co? + 2(Co — CoCy — Co® Cy)
=1+ 2Co + 2Co? — 2C;Co(1 + Co)
=1+ 2Co(1 + Co) — 2CrCo(1 + Co)
=1+2Co(1+Co)(1—Cy) > 1,

e 0 esquema ¢é incondicionalmente estavel m

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [20] Para fazer a 12 tarefa do trabalho computacional, vocé precisa calcular

$(n,0) = F(n),
n=1p(2/3,1/2),

onde I (a, ) é a funcgdo beta incompleta. Suponha que esta dltima foi implementada como betainc(alfa,beta,x)
(atencgdo para a posicao dos parametros a, e do argumento x na implementaciao em Python) e esté disponivel
para seu uso. Escreva um trecho de programa em Python (alinhe e “indente” com cuidado) que calcule e imprima 1000
pares de (1,F(n)) nesta ordem, com 0 < F(n) < 1.

SOLUCAO DA QUESTAO:

#!/home/nldias/miniconda3/bin/python3
# -*- coding: iso-8859-1 -x-
from scipy.special import betainc
from numpy import zeros,arange
fou = open(’banana.out’,’wt’)
df = 1.0e-3
f = arange(0.0,1.0+df,df,float)
1f = len(f)
eta = zeros(1lf,float)
for i in range (1lf):
etal[i] = betainc(2.0/3.0,1.0/2.0,f[i]*%*3)
pass
for i in range (1lf):
fou.write (’%8.4f %8.4f\n’ % (etalil,f[il))
pass
fou.close ()

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] Dada a igualdade de Parseval para séries de Fourier trigonométricas,

b o8]
1 29 _ 1o 1 2 p2
f/a f G dx = A7 + E; [42 + B].
e usando obrigatoriamente a série de Fourier da extensdo impar da fungéo f(x) =2—-x, 0 < x < 2:

o 4 nx
filx) = Z —— sen T’
n=1

S
n

obtenha uma série infinita cuja soma ¢ igual a 7%/6.

SOLUCAO DA QUESTAO:
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Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Seja V o conjunto das funcdes f(x) complexas de uma variavel independente x real, tais que a integral

1
/0 £ () Pwix) dx

existe, com
w(x) =1-x, 0<x<1.

Se f(x),g(x) € V, mostre que
1
(). g(x)) = /0 ()90 w(x) dx

¢ um produto interno legitimo.

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)

1
Fof) = /0 £ () dx

:/o If(x)Izw(x)dx >0,

poisw(x) 2 0em 0 < x < 1.

b)
= () g(xc)w(x) dx
(f.9) /Of()g() )
1
- /0 [f()g" (e)w(x)]” dx
(Note que w(x) € R)

1 *
- [ /0 4 () f (X wlx) dx

=g, )"
9
1
(Fog+hy= /0 F[g60) + hx)wix) dx
- / £ )gw() dx + / FEORG)W(x) dx
= <f’g> + <f?h>
Q)

1
(f.ag) = / £ laeg(e)]wix) dx

1
* dx
« /0 F )9 (w)
a(f,g) ™

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] Obtenha a série trigonométrica de Fourier de

+1, 0<x<1,
-1, 1<x<2

f@)={

SOLUCAO DA QUESTAO:
Identificoa = 0, b = 2, L = 2; entio,

2 2
Ao=5/0 For)dx = 0;

A, = ;/Ozf(x)cos(zn;x)dx

1 2
= / cos(nmx) dx — / cos(nmx) dx
0 1

=0-0=0;
1 2
an/ sen(nimx) dx—/ sen(nmnx) dx
0 1
2
-2 -¢pm s

Tn

nn
flx) = Z = [1=(-1)"]sen(nnx) m
n=1

Continue a soluc¢do no verso =



5 [20] Calcule a transformada de Fourier da funco par

o) = {+1, Ix| <1,

e ¥l |x| > 1

SOLUCAO DA QUESTAO:

=5z [ et an
1 +

= — oof(x) [cos(kx) —isen(kx)] dx

21 J_o
1 [
= f(x) cos(kx) dx
T J-o
1 [*

= i f(x) cos(kx) dx

1 oo
= ! [/o cos(kx) dx+/1 e ™ cos(kx) dx]

[sen(k) k sen(k) — cos(k)
kK e(k2+1) ]'

Al- Al

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [20] O esquema numérico implementado em sua 22 tarefa computacional foi

— [Fogi, | ¢t + [1+Fo (6, + ;)| o+ — [Fog; | grit = 6.

As seguintes defini¢des foram propostas para as bandas (“diagonais”) dos sistemas de equagdes lineares:

Al =- [F0¥?—1] )
Bi, = [1 +Fo (5?—1 "‘5:’)] ,
Cli=- [FOET] )
resultando em
A?—l‘ﬁ?jll + B, ?H + C?—1¢?:11 = ¢ ")

A equacdo (**) é muito parecida com aquela obtida para a equacao da difusao linear, exceto por uma diferenca
muito importante, do ponto de vista da implementacio computacional. Que diferenca é essa?

SOLUCAO DA QUESTAO:
A matriz do sistema tem que ser recalculada a cada passo de tempo.

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] Obtenha a solucio de

dx 1 1
@ (T+t)x:ff(t)

pelo método das funcdes de Green.

SOLUGCAO DA QUESTAO:
Inicialmente, note que o enunciado do problema é feito para explicitar a consisténcia dimensional. Se

[x] =[],
[1] = 71,

entdo a equacéo diferencial é dimensionalmente consistente. Agora,

dx 1 1
dr * (T + r)x - ?f(r),
Glt.0) G + x5 Gltr) = TGOS (0,
o dx ® 1 “1
/r:() G(t,r)g dr + /{:O x(1) T+1) G(t,r)dr = /r:() TG(!,T)f(T) dr.

Integrando o primeiro termo do lado esquerdo por partes:

® [ dG © 1 *1
0—/0 xEdT+/O x(T+T)GdT—/0 TGde'

Para eliminar a dependéncia de x(c0), fazemos G(t,00) = 0; entéo,

xG

°° dG 1 |
—X(O)G(t,()) +/0 X [—E + mG] dr = A TGf dr.

Como sempre, o0 método das funcdes requer agora que o termo entre colchetes seja igual a §(r — t) pois, neste caso,

00

x(t) = x(0)G(t,0) + / %G(t,r)f(r) dr.

7=0
Precisamos portanto resolver a equagao diferencial

dG 1

dr  (T+71)

G=08(r—-1).

Essa é uma equacio de ordem 1 apenas, porém com coeficientes ndo-constantes, de modo que néo é uma boa idéia tentar
uma solucdo por transformada de Laplace. Tentemos, portanto,

G(t,7) = u(t,7)v(t,7);

inserindo essa tentativa na equacéo diferencial, obtém-se

u[—d—v+;v —v%=5(r—t)
dr  (T+71) dr ’
—d—U+ ! v=0 =
dr (T +71)
dvo 1
E_(T+T)U’
dvo  dr
v (T+r)

o(t,T) d T 1
[t
v=0(1,0) © o=0 (T +0)

Inv(t,7) —Inov(t,0) = [In(T + 7) — In(T)] = ln(

T+T)
T 9

u(t,7) 3 T+
Inv(t,O)_ln( T )

T+
o(t,7) = v(t,O)TT.

Continue a soluc¢do no verso =



Com isso, a equacio diferencial em u é

T+ 7du

—u(t,0 — =56(r - 1),
0(0) 5 = 8 -1
du 1 T
— = —— |60 -t
do v(t,0) [T+€] ( )
u(t. ) - u(t,0) ! / [ 4 ]5(9 1) do
,T) — s = - - 5
u(t,0) Jo—o LT +6
B H(r—-t) T
u(t,t) = u(t,0) o0 T+t
Obtemos agora a func¢éo de Green:
G(t,7) = u(t,t)v(t,7)
T+r1 T+t
= u(t,0)v(t,0) [ ] —H(r 1) [TH]
G(t,0)
G(t,0 H(r -t
(ren) [0 e
T T+t
Note que quando 7 — oo, H(7 — t) = 1, e o segundo colchete deve se anular; portanto,
T
G(t,0) = —,
(t,0) T+t
¢ T
+7
G(t,7r)=[1—H(r —t
(t0) = (1= H(r = )] |

A solucio fica, finalmente,

x(t) = x(0)—— +/Ti0 [;:;]f(r)drn

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Obtenha os autovalores e os autovetores do problema de Sturm-Liouville

d%y
@ + Ay =0,
com
y'(0) =0,
y(r) = 0.

Sugestio: Discuta os sinais de A para as 3 situagdes classicas: 1 < 0, A = 0, A > 0. Quais desses sdo possiveis?

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) A < 0.Faca A = —k%
rP—k*=o0,
r’=k?
r = %k,

y(x) = Acosh(kx) + Bsenh(kx),
y’(x) = Asenh(kx) + B cosh(kx);
y’(0) =0 = Bcosh(0) =0= B=0.
y(r) =0 = Acosh(kr) =0 = A=0= y(x) =0 (ndo).

b) A = 0. Entéo,
y”(x) =0,
y'(x) = A,
y(x) = Ax + B;

y(0)=0=A=0,
y(r) =0 = B =0 = y(x) = 0 (ndo).

c) A > 0.Facal =k

rP+k?=0
r = +ki,
y(x) = Acos(kx) + Bsen(kx),
y'(x) = k [-Asen(kx) + Bcos(kx)];

y’(0) =0 = kBcos(0) =0 = B =0;
y(r) =0 = Acos(knr) =0 =
km =m/2+ nr, n=0,1,2,...

Portanto,
1
kn:5+n, n=0,1,2,...;

An

1 2

[—+n] s n=0,1,2,...;
2

Yn(x) = cos(knx),

e apenas os valores A > 0 sdo possiveis

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] Resolva com o método das caracteristicas:

¢ 04 _
E + Ca—x = —kd),
$(x,0) = f(x),

onde k e ¢ sdo constantes positivas, e f(x) é uma funcdo qualquer.

SOLUCAO DA QUESTAO:

x = X(s),
t=T(),
P(x,t) = P(X(5),T(s)) = D(s).

Comparamos agora:

a_agar agax
ds ~ Ot ds Oxds’

O resultado é o sistema de EDQO’s:

‘i_le, E=T(s) =,

X x = X(s) = X(0) + cs,

ds

((112 = —k®, ¢ = D(s) = D(0) exp(—ks).
S

Agora nés “montamos” a solugio:
s =1,
X(0) = x —ct,

(0) = $(X(0),0) = P(x - ct,0) = f(x — ct),
d(x,t) = f(x —ct) exp(—kt) m

Continue a soluc¢do no verso =



5 [20] Obtenha a série trigonométrica de Fourier de

+1, 0<x<1,
-1 <x <2

P >

f(x)={

SOLUCAO DA QUESTAO:
Identificoa = 0, b = 2, L = 2; entio,

2 2
Ao=5/0 For)dx = 0;

A, = ;/Ozf(x)cos(zmtx)dx

2

1 2
= / cos(nmx) dx — / cos(nmx) dx
0 1

=0-0=0;
1 2
an/ sen(nimx) dx—/ sen(nmnx) dx
0 1
2
-2 -¢pm s

Tn

nn
flx) = Z = [1=(-1)"]sen(nnx) m
n=1

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [25] Usando obrigatoriamente o método das caracteristicas, resolva

op o 9 _ _
o T ax +y6y =0,  $(x,y,0) = f(x.y).
SOLUCAO DA QUESTAO:
Fazemos
t=T(s),
x = X(s),
y=Y(s),

P(x,y,1) = $(X(s),Y(s),T(5)) = D(s).

Substituindo na equagio diferencial e comparando com a derivada total,

ap  9¢p ¢
0= —+x—=+y_—,

ot Yox Yoy
_dTd¢ dxag dv g
T ds 8t ds dx  ds dy’

donde:
dr .
i 1= T(s) =s+cr, cr = 0 (sem perda de generalidade);
s
dx
— =X = X(s) = X(0)e®,
ds
dy
— =Y = Y(s) = Y(0)e,
ds
do
i 0 = ®(s) = constante = ©(0).
s
Portanto,

$(x,y,t) = @(s) = ©(0) = $(X(0),Y(0),0) = £(X(0),Y(0)) = f(xe™".ye™") m

Continue a soluc¢do no verso =



2[25] A equacio
d | ,dy _
— [x —] +Ay=0

é uma equacio de Sturm-Liouville? Por qué? Atencdo: nio confunda com um problema de Sturm-Liouville,
porque eu nao estabeleci nenhuma condicio de contorno. Estou perguntando apenas sobre a equacio!

SOLUCAO DA QUESTAO:

Sim, pois ela se encaixa no molde

d

dy _
Ep [p(X)a +q(x)y + Aw(x)y = 0.

Continue a soluc¢do no verso =



3 [25] Obtenha a solugio geral de
d d
i ke RETRL

em funcio de A e de duas constantes arbitrarias de integracéo.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Expandindo,

dy  dy

2

— +2x— — Ay = 0.

X + 2x oM
Essa é uma equacéo de Euler. Fagcamos
y=x",
j—y = mx™,
X
dZ
EZ =(m—1)mx™?

Substituindo,

mim—1)+2m—-A=0,
m’+m—-A=0,

-1+ V1+4A

2
—1-V1+4A

m=

k)

—1+ V1+4A

Yy =c1x 2 + Cox

2

Continue a soluc¢do no verso =



4 [25] E possivel resolver

¢ 9P 0%
EAR TR
$(x,0) = o,

$(0,8) = ¢(L.t) =0
pelo método de separacio de variaveis? Substitua
¢ =X(x)T(t)

e prossiga apenas até encontrar uma resposta positiva ou negativa para a pergunta. Note que .7 é uma constante com

a mesma dimensao de t, e que a? é uma constante com a mesma dimenséo de x?/t.

SOLUCAO DA QUESTAO:
XT
— +T'X = &®TX",
T
L T X"
— =gt
g T X

1[1 T X"

-+ .
a2 | T| X

O lado esquerdo da tltima igualdade acima é uma funcéo apenas de t, e o lado direito é uma fungio apenas de x. Portanto,
o argumento usual,

4 —
a2 | T| X

aplica-se, e podemos prosseguir. Note que um problema tipico de Sturm-Liouville é imediatamente possivel em X, ja

11 1T X”
:—:/1

que devemos ter
X(0)=X(L)=0m

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [20] Obtenha a série de Fourier complexa da funcio

f(x) =1-2x, 0<x<1.

SOLUCAO DA QUESTAO:
DadoL =b — aq,
+00 i
f) = ) ene 1,
n=—oo
1 b 2ninx
cp = —/ e L f(x)dx.

LJa

Portanto,

Continue a soluc¢do no verso =




2 [20] Sabendo que
2 2
/ xidx=7/3 e / [Inx]?dx = 2[1 — In2]?,
1 1
obtenha M tal que
2
/ xlnxdx <M
1

SEM CALCULAR ESTA ULTIMA INTEGRAL, e utilizando obrigatoriamente a desigualdade de Schwarz.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Comece observando que xInx > 0 em [1,2]. Defina:

2
(fg) = / £ g(x) d.

Entao,
2
(x,x) = / x2dx =7/3,
1

2
(Inx,Inx) = / [Inx]%dx = 2[1 — In2]%,
1

2
/ xInxdx = (x,Inx) < \/<x,x) \/<lnx,lnx) = 4/7/3 \/5(1 —In2)=+14/3(1-In2)=Mm
1

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Considere uma malha retangular com elementos de tamanho Ax X At. Vocé deseja obter a solugio numérica
aproximada ¢! ~ ¢(iAx,nAt) da equagéo da onda

’¢ ¢
otz ox*’
Supondo que vocé conheca todos os valores de ¢ e ¢7*!,i = 0,..., Ny, obtenha um esquema explicito no tempo para

o célculo de g{)lf”z. Sugestio: discretize a derivada espacial no tempo n + 1. NAO SE PREOCUPE COM CONDICOES
INICIAIS NEM DE CONTORNO.

SOLUCAO DA QUESTAO:

¢(z+2 _ 2¢(l+1 + g{)r} n+l _ 2¢r_1+1 + ¢(1+1
i i i _ i

i+1 i-1
3

At? Ax?

At7?
g - agr e gp = || [om - 20+ 1]

At 72
2 1 1 1 1
g = 2gpt g || [t - 20+ 9] m

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] Obtenha a solucéo analitica de

ou 0%u 0<x<1 F50
= S5 SxX s 1, 2 U
ot O0x?
u(x,0) =1-x,
o0u(0,t)  Ou(l,t) 0
x  ox
SOLUCAO DA QUESTAO:
XT =TX",
T/ X//
—=— ==\
T X
Obviamente, o problema de Sturm-Liouville é
X" +2X =0.

Vamos caso a caso: com k > 0 sempre,

A= —k*
X(x) = Acosh(kx) + Bsenh(kx),
’(x) = Asenh(kx) + B cosh(kx),
’(0) = 0 = Bcosh(kx) =0 = B =0;
‘(1) =0 = Asenh(k) =0 = A =0.

Portanto, A < 0 nio serve.

A=0,
X(x) = Ax + B,
X' (x) = A.
X'(0) = 0= A=0;
X'1)=0=>A=
Portanto, X = 1 é autofungio do autovalor A = 0.
A=k >0,

X(x) = Acos(kx) + Bsen(kx),

X'(x) = k[-Asen(kx) + Bcos(kx)],
X'(0)=0=>B=0;

X'(1) =0 = —kAsen(k) =0 = k = nm.

Portanto, X,, = cos(nmx) é autofuncio de A,, = (nm)? (n > 0). E conveniente incluir o caso A = 0 em:

Ap = (nrt)z, n>0,
X, = cos(nmx).
Os T, ’s correspondentes serdo obtidos a partir de
1dT )
?E = —(T’lTC) N
dr 5
— =- dt,
- =~ (nm)

Ta(t) = Cpe™ """

Continue a soluc¢do no verso =



Juntando tudo,

u(x,t) = Z Cpe (Mt cos(nmx),

3
I
o

_
I
%
Il
[

C, cos(nnx),

3
I}
=]

Mz

(1 = x) cos(mmx) Cp, cos(nmx) cos(mmx),

n=0
1 1
/ (1 — x) cos(mmx) dx = Cm/ cos?(mmnx) dx,
0 0
1- (_l)m _ Cm
wm? 2
21 - (-1)™
Co= 21D s g,
2m
! 1
/ 1-x)dx=Cy==-m
0 2

Continue a soluc¢do no verso =



5 [20] Dada a funcdo

X
e L, x>0,

g(x)z{o,_ x <0,

obtenha sua transformada de Fourier.

SOLUGCAO DA QUESTAO:

1 +00

g(k) g(x)e ™ dx

21 J_o
1 +o00 . .
e Le k¥ dx

21 J,
1 L
—_— [ |
2 1 +ikL

Continue a soluc¢do no verso =



