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1 [25] Sabe-se que uma funcio f(x) (em preto a direita) 5.0

assume os valores da tabela a seguir:
4.5

x 0 1 2 4
fix) 1 2 4 2

4.0

3.5
a) [05] Simplesmente contando quadrados ao lado:

qual é a sua estimativa para fo4 f(x) dx? Use um nu- 3.0

mero realista de casas decimais! Indique quantos = ;5
quadrados inteiros, e quantos pedagos, vocé con-
tou! 2.0
b) [10] Interpole um polindmio P(x) = ax® + bx? + cx + 1.5
d (em cinza a direita) por esses valores: quem sio
a,b,c,d? 1.0
c) [10] Com a dica acima: usando P(x), calcule um valor 0.5
. 4
aproximado para fo f(x)dx. 0.0 i i
0.0 0.5 1.0

1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

X

SOLUGAO DA QUESTAO:
a) Eu contei 43 quadrados inteiros, e 12 parciais. Minha estimativa para a area é

43 X 0,5+ 12 X 0,125 = 12,25.

b)

3x% 13x?
P(X) = —? +

x
- —+1.
4

¢ 4 38
/Of(x)dx~/op(x)dx—?—12,66-

Continue a soluc¢do no verso =




2 [25] Proximo da costa, uma onda maritima de gravidade com comprimento L se propaga em uma regido com profundi-
dade d, a uma velocidade (celeridade da onda) c. Além dessas variaveis, apenas a aceleracdo da gravidade g é importante
no fendmeno. Encontre todos os pardmetros adimensionais que governam esse problema.

SOLUCAO DA QUESTAO:

As variaveis e suas dimensoes sio
L L
d L
c LT
g LT

Ha 4 variaveis e 2 dimensdes fundamentais; deve haver 2 grupos adimensionais. Escolhemos L e g para participarem de
todos eles. Entdo:

I, = dL%"
dondea =-1,b=0.

Hl = d/L

Il, = cL%"

dondea=b=-1/2.

c
= —
VoL

Observacao: Em Mecéanica dos Fluidos, é mais comum usar

d c
H1=z, I = —

e interpretar IT, como um niimero de Froude. Ambas as op¢des sdo validas, e equivalentes.

Continue a soluc¢do no verso =



3 [25] Expandindo a funcio senh(t) dentro da integral abaixo em uma série de Taylor em torno de t = 0, e em seguida
integrando termo a termo, encontre a série de Taylor de F(x), onde

Talvez seja util lembrar-se de que

F(x) = /Oxwdt.

eX—e™¥

senh(x) =

SOLUCAO DA QUESTAO:

n=0
= Z /x L jng
1 Jo (2n+1)!
— i 1 x2n+1 -
£ (2n + 1) X 2n+1)!

Continue a soluc¢do no verso =



4 [25] Dados um ponto Q e uma reta r no espaco, r : p(t) = po + tm (po e m sendo vetores conhecidos e |m| = 1), a
— — —

menor distdncia de Q a reta é o moédulo do vetor PQ, onde o ponto P esta na reta, e PQ L m (o vetor PQ é perpendicular
aretar).

Observando que Q ¢ a extremidade de um vetor q conhecido (que parte da origem); que P é a extremidade do vetor p(t.);

—

que PQ = q — p(t.), e usando a condigio de perpendicularidade mencionada acima, obtenha o ¢, (que define o ponto P)
em fungio de q, py e m, usando o produto escalar.

SOLUCAO DA QUESTAO:
q-pt) =q—[po+t.m];
0=[q-p(t)]-m
=[q — (po + t.m)] - m;
=[q—po]-m -ty
t.=[q—po]-mm

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [40] Obtenha os autovalores e autovetores da matriz

3 4 2
4 3 2.
2 21

Sugestao: uma das 3 raizes da equacio caracteristica é um niimero facil de ser testado e “descoberto”.

SOLUCAO DA QUESTAO:

(%1i1) a : matrix( [3,4,2],[4,3,2],[2,2,1]) ;
[ 4 2]
[ ]

(%01) [4 3 2]
[ ]
[2 2 1]

(%1i2) eigenvectors(a);
(%02) [[[4 - sqrt(17), sqrt(17) + 4, - 1], [1, 1, 1]],

sqrt(17) + 3 sqrt(17) - 3
(e, 1, - ----- P 1, 001, 1, —---- P 11, (01, - 1, 0117]
(%13) eigenvalues(a);
(%03) [[4 - sqrt(17), sqrt(17) + 4, - 1], [1, 1, 1]]

Continue a soluc¢do no verso =




2 [30] Se u é a funcio vetorial
u:R> > R3
r=(xyz)—u= (yz + 2.+ 2850+ y3),

calcule

zy=/y<n-u>dA

sobre a superficie . formada pelo prisma reto definido pelos vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,2).

SOLUCAO DA QUESTAO:
E melhor usar o teorema da divergéncia!

divu:%(y2+23)+('%(x3+z2)+%(x2+y3)=0;

/(n-u)dS:/divudV:O-
5 €

Continue a soluc¢do no verso =



0NN U A W N =

3 [30] Obtenha a solugdo geral da equacio diferencial

dy

— +y/x = sen(x)/x.

dx

SOLUCAO DA QUESTAO:

(%i1) eqd : 'diff(y,x) + y/x - sin(x)/x ;
dy y sin(x)
(%01) B e
dx X X
(%12) ode2(eqd,y,x);

(%02) Yy o= mmmmmmm -

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [50] Obtenha os 5 primeiros termos da solucdo em série mais facil de encontrar da EDO
xy” +(1+x+x%)y +y=0.

Observacao: devera ser o0bvio para vocé qual é a soluciao mais facil de encontrar.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Primeiro verificamos se o método de Frobenius se aplica: na forma normal,
. 1 1
y+(—+1+x)+ - y=0.
x x
—_————— ——
p(x) q(x)

Agora,

n=0
(o]
= S e,
n=0
(o]
T Z(n +r—1)(n+r)a,x™ 2.
n=0
Substituindo na EDO, encontramos:
(o] (o] (o) (o] o0
n+r—1 n+r—1 n+r n+r+l n+r _
- n n n n n = V.
Z(n+r 1)(n+r)a,x +Z(n+r)ax +Z(n+r)ax +Z(n+r)ax +Zax 0
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Tentemos colocar todos os expoentes na forma x™* "1

m+r—1=n+r,
m-1=n,

m=n+1.
assim como

l+r—1=n+r+1,

l-1=n+1,
[-2=n,
l=n+2.

Continue a soluc¢do no verso =



Nos somatorios, teremos:

(o] (o) o0 (o)
Z(n +r=1)(n+r)ax™ 1+ Z(n +r)a, x4 Z(m —1+7)amx™ ¢ Z Aoy x™ 71 4
n=0 n=0 m=1 m=1
Z(l +r—2)a;_x =0,
=2
ou:
D nrr =)+ n)anx™ T e Y (e @™ T e Y (= 1+ P)apox™ T e Y apax™ T e
n=0 n=0 n=1 n=1
o0
Z(n +7—=2)a,_ox™" " = 0.
n=2
Claramente, devemos separar os termos envolvendo n = 0 e n = 1 dos demais:
[(r = Dr+rlax" " +{[r(r+1) + (r + D]ay + [r + 1]ao} x"+
DA+ r=1)(n+r)+ (n+r)lag+ [n+rlans + [n+r=2lap 2} x™ ' =0,
n=2

ou:

[rZ] apx" 1 + {[r2 +2r+1]a; + [r+ l]ao}xr + i {[(n + T‘)Z]an c[n+rlany +[n+r— Z]Gn—z} M1 Z )

n=2

Se impusermos (como devemos) ay # 0, teremos r2=0,er =0 éuma raiz dupla. Fazendo, sem perda de generalidade,
ap = 1, obtemos:

ap =1,
a, = —1,
n?an + nanp_1(n —2)ap_, =0,

an-1  (n—2)an—
+

an, + =0,

n n?
an-1  (n—2)an—
+
n n?

anp = —

Como temos ay e ay, todos os demais, a partir de n = 2, sio facilmente obtidos:

1 1 7 59 173
yr(x) =1-x+=x*——x* - —x*+ —x®+ ——x+
2 18 144 3600 64800

Continue a soluc¢do no verso =



2 [50] Para a regido anelar indicada em cinza na figura ao lado, obtenha y
a série de Laurent de
1

&= B

em torno do ponto z = 3 + Oi.

SOLUGCAO DA QUESTAO:
Claramente, a regido de validade da série de Laurent é limitada pelas singularidades z = 0 e z = [3 + 2i] da fungdo. A
regido em cinza é

2<|z-3] <3.
Expandindo em fracoes parciais,
1 1 1
f&) = 3+2i|z—[3+2i] - ;]

1| 1 1
3+21|(z-3)—-21 (z-3)+3

o1 [ 1 1
3+2i|z-3(1- & G,
1
1+(Z;3) .

1 [ 1
T 3+2i|z-3(1- 2
L z
Note que arranjamos dessa forma porque, na regido anelar de interesse,

W=

W=

-3

12| < |z =3,
2i
z—3

<1;

|z =3| <3,
z—3
3

<1

Os termos entre parénteses na expanséo de f(z) acima, portanto, sio:
1 2i 2i \2 [ 2i \’
- 1+ + + +...;
1__213 z-3 z-3 z-3

1 z-3 z—-3\%2 (z-3)\3
1—( )+( )_( )+
1+ 23 3 3 3

1 1 w2 \" 1v¢ L (72— 3\"
f(z):3+2i[z—3z(z—3) _EZ(_U ( 3 )}'

n=0

Finalmente,

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [30] Considere o seguinte modelo para a dispersdo de um poluente em um rio em regime permanente:

) de 3 d’c 0 =1 dc(0) 0

-V =575, —¢C, c =1, — =Y

dx dx? dx

onde x ¢ a distancia ao longo do rio, e ¢(x) é a concentragdo do poluente. Utilizando obrigatoriamente transformada

de Laplace, obtenha c(x).

SOLUCAO DA QUESTAO:
A transformada de Laplace da equacéo diferencial é

2[st(s) - c(0)] = 3 [s°¢(s) = 5c(0) - ¢’(0)] -,
E[Zs+1—3sz] =2—3s,
_ 2—3s
€= 2s +1 — 3s2
9 1 1 1
T4Gs+1) 41
c(x) = i [ex + 3e_x/3] "

Continue a soluc¢do no verso =



2 [30] Resolva:

—_ 4 — :xlé(t—a), a>09 X(O):xo,

onde x; e x; sdo constantes com a mesma dimensio fisica de x, e T é uma constante com a mesma dimenséo fisica de t.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Havia um erro de tipografia, que muda a solucdo da questdo. Para a questdo conforme consta do enunciado (com o erro
de tipografia...), a solugdo é:

dx 1
-7 +x16(t — a);

dt
dé = —% +x16(r — a)dr;

x(t) ¢
/ d¢ = —= +x H(t — a);
x T

0

t
x(t) = x0 — T +x1H(t—a)m

O enunciado que deveria ter sido impresso é um pouco diferente:
Resolva:

—_ 4 — :xlé(t—a), a>09 X(O):xo,

onde x; e x; sdo constantes com a mesma dimensao fisica de x, e T é uma constante com a mesma dimensao fisica de t.
A solucéo deste ultimo é:
Tente x = uv, e substitua:

o L = st - a)
udt vdt Tuv—x1 a),
dv 1 du
u [E + :TU] + va = x10(t — a).
Zerando o colchete:
do v
dt ~ T’
do  dt
v T

In|v| = —t/T + ky,

exp(ky) exp(—t/T),
v = xexp(k;) exp(—t/T),

u(t) = v(0) exp(—t/T).

<
I

Substituindo no que restou:

v(0) exp(—t/T)% = x16(t — a),

% - % exp(t/T)S(t — a),
du = % exp(r/T)é(r — a) dr,
t
u(t) — u(0) = % /0 exp(z/T)3(z — a) dr
u(t) — u(0) = vx(—lo exp(a/T)H(t — a)
x(t) = u(t)ov(t) = v(0) exp(—t/T) |u(0) + il exp(a/T)H(t — a)

v(0)
u(0)v(0) exp(—t/T) + x1 exp(—(t — a)/T)H(t — a)
= xpexp(—t/T) + x; exp(—(t —a)/T)H(t —a) m

Continue a soluc¢do no verso =



3 [40] Para a viga da figura ao lado: !
a) [20] Escreva o carregamento total (incluindo as rea- . r
o el Sl e " [,
b) [20] Utilizando obrigatoriamente as equacdes de 4 : : .

equilibrio [ w(x)dx = 0 e [xw(x)dx = 0, com os
limites apropriados e com w(x) obtido em (a), en-
contre duas equacdes para as reacdes de apoio A e B.
Resolva, obtendo os seus valores.

ATENCAO: Use o sistema de coordenadas indicado na fi-

gura.
SOLUCAO DA QUESTAO:
a)
w(x) = Ad(x) — % [H(x — L) — H(x — 2L)] — P6(x — 3L/2) + B6(x — 2L).
b.1)

2L,
/ w(x)dx = 0,
0

/ " [Aa(x) - % [H(x - L) — H(x — 2L)] — P8(x — 3L/2) + BS(x — 2L)] dx = 0.
0_

Mas, paraa < ¢ < b:

/abH(x—c)dxz/cbdxz(b—c);

A—%[(2L—L)+(2L—2L)]—P+B=O,

entao,

A+ B=2P.

b.2)
2L,
/ xw(x)dx =0,
0

/ o [Ax5(x) - % [xH(x — L) — xH(x — 2L)] — P&(x — 3L/2) + BS(x — 2L)] dx = 0.
0_

Mas, paraa < ¢ < b:

b
x6(x —c)dx =c¢;

b

J
J

xH(x — c)dx = /hxdx = %(bz — ),
entio,
-% [% ((eLy? - 17) + % (1)? - 21?) | - p% “BaL=0

3 3
——PL—- -PL+2BL =0,
2 2

2B =3P,
3P

B=—,
2
P

A=—n
2

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [20] Toda explosio consiste na liberacio de uma certa quantidade de energia E (armazenada nas ligacdes quimicas do
explosivo, ou nos nucleos dos atomos, no caso de uma explosio nuclear) para o ambiente (para fixar idéias, considere
que a explosdo ocorre na atmosfera). A explosido consiste na propagacio de uma onda esférica de pressdo e densidade
cujo raio depende do tempo: R = R(t,...). Dentro da onda, a pressdo e a densidade sdo muito maiores que a pressio
ambiente p, e a densidade do ar ambiente, p. Suponha que as 5 variaveis que “mandam” no problema sejam p, R, t, E, p.
Obtenha os dois grupos adimensionais correspondentes, sendo que um deve conter p (com expoente 1), t, E, p; e o outro
deve conter R (com expoente 1), t, E, p.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Use as grandezas fundamentais M, L, T; ¢, E, p devem conter, entre si, as 3 grandezas fundamentais. De fato,

[t =T,

[E] = ML*T72,

[p] =ML
Os dois grupos adimensionais sao obtidos da seguinte forma: o primeiro é

Hl =ptaEb C’
b
] = ML T2 [m]e M2 T 2] (ML
— M1+b+cL—1+2b—30T—2+a—2b

O sistema de equagdes resultante é

O0a+1b+1c = -1,
0a + 2b — 3¢ = +1,
la —2b+0c = 2,

cuja solugdo é a = 6/5, b = —2/5, ¢ = —3/5. O primeiro grupo adimensional, portanto, é:
1, =pt6/5E_2/5p_3/5.
O préximo grupo é
IT, = Rt°E®p°,
b
] = (LI [T] (M2 T72]" (ML
— Mb+cL1+2b—30-|-a—2b

O sistema de equagdes resultante é

Oa+1b+1c =0,
0a+2b—3c=-1,
la—2b+0c=0,

cuja solugdo é a = —2/5, b = —1/5, ¢ = 1/5. O segundo grupo adimensional, portanto, é:

I, = Rt—Z/SE—l/Spl/S.

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] Resolva:

dx 1
E+Tx=x15(t—a), a>0, x(0) = xo,

onde x; e x; sdo constantes com a mesma dimensio fisica de x, e T é uma constante com a mesma dimenséo fisica de t.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Tente x = uv, e substitua:
dov du 1
U YUt Uv S x16(t — a),
dvo 1 du
[E + TU] + ’Ua = x15(t - a).
Zerando o colchete:
dov _ v
dt ~ T’
do_ _dr
v T

In|v| = —=t/T + kq,
lv| = exp(ky) exp(—t/T),
v = = exp(k;) exp(—t/T),
o(t) = v(0) exp(—t/T).

Substituindo no que restou:

v(0) exp(—t/T)% =x10(t — a),
du  x

& = o P,

du = vx—;)) exp(z/T)8(z — a) dr,
u(t) — u(0) = % /Ot exp(z/T)8(z — a) dr
u(t) — u(0) = % exp(a/T)H(t — a)

x(t) = u(t)ov(t) = v(0) exp(—t/T) |u(0) + % exp(a/T)H(t — a)

= u(0)v(0) exp(—t/T) + x; exp(—(t — a)/T)H(t — a)
= xpexp(—t/T) + x; exp(—(t —a)/T)H(t —a) m

Continue a soluc¢do no verso =



3 [20] Sabendo que, para n € N, . [t"] = n!/s"*!, e utilizando obrigatoriamente Transformada de Laplace, resolva:
y'+3y +2y=x;  y(0)=y'(0)=0.

Atencao: nao ha t neste problema! A variavel independente, em relacio a qual y é diferenciado, é x.

SOLUCAO DA QUESTAO:
A transformada de ambos os lados da equagéo diferencial produz

|
sy+3sy+2y—s—2,
y[32+3s+2] :l

s2’

1

A B C D
+
s s2 s+1 s+2

_ As(s+1)(s+2) + B(s + 1)(s + 2) + Cs*(s + 2) + Ds*(s + 1)
a s2(s+1)(s+2) ’

Reunindo os termos:

1= A(s® +35s% + 25) + B(s? + 35 + 2) + C(s® + 25%) + D(s® + 5%),
1=(A+C+D)s®+ (3A+B+2C+D)s® + (2A + 3B)s + 2B.

Entéo,
B=1/2,
2A+3/2=0= A= -3/4,
C+D=-A=3/4,
2C+D =-3A-B=7/4,
C=1,
D=-1/4.
Portanto,
1 1 1 1
= (=3/4)= + (1/2) + —— — (1/4)—,
s s s+1 s+2

y
y=-3/4+(1/2)x+e ¥ —(1/4)e * m

Continue a soluc¢do no verso =



4 [20] Resolva
y'+3y'+2y=x  y(0) =y(0) =0,

fazendo

o0
y(x) = Z apx".
n=0
Obtenha explicitamente, pelo menos: ay, a;, az, as, as € as.
Atencao: Isto nao é o método de Frobenius: derivando, e substituindo na equacao diferencial, vocé consegue
resolver o problema. Além disso: niao se esqueca de levar em consideracio o termo nao-homogéneo x do lado
direito da equacao.

SOLUCAO DA QUESTAO:

(o)
_ n
y= ) o,
n=0
(o8]

’ _ n-1
Yy = Z nanpx s

n=0

0o

Yy’ = Z(n - Dna,x" 2

n=0

A equacio diferencial é
(o] (o] (o]
Z(n — Dna,x""2+3 Z napx" !+ 2 Z a,x" = x.
n=0 n=0 n=0

Mude o primeiro somatorio:

m=n-2,
n=m+2,

n—-1=m+1,

o) o)

Z (m+1)(m + 2)amox™ = Z(n +1)(n+2)apx".
m=-2 n=0
Mude o segundo somatério:
m=n-—1,
n=m+1,
Z (m+Dapax™ = Z(n + Dapax™.
m=-1 n=0

Retna os termos:

Z(n +1)(n+2)apx" +3 Z(n +1)apx™ +2 Z apx" = x,
n=0 n=0 n=0

(o)
3+ D+ Dy + 3(n+ Dager +2a,]x" = x =
n=0
2ay + 3a;1 + 2a9 =0,
6a3 +6ay +2a; =1,

(n+1)(n+2)ap2 +3(n+1)ay +2a,=0,n22.

Os coeficientes ag e a; devem ser encontrados em termos das condic¢des iniciais. Isso € facil:

y(0) = Z anxn:| =ap = 0;
n=0

x=0

y/(O) = Z na,,x”l] =a = 0.
n=0

x=0

Continue a soluc¢do no verso =



Portanto,

az =0,
(,1321/6,
3(n+1)a + 2a
Apeg = — ( ) n+l1 n nZZ,
(n+1)(n+2)
a, = _3(n—1)an_1+2an_2 N> 4

(n=1n

Fazendo as contas:

y(x) = —x" — =x" +

Continue a soluc¢do no verso =



5 [20] Defina um corte no plano complexo que torne

1/3

f(z) = [1 + zz]

univoca. Atencio: é obrigatorio fazer um desenho do corte.

SOLUGAO DA QUESTAO:

Continue a soluc¢do no verso =



