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1 [30] Dada a equacéo de difusdo-adveccio

Uu =
ot ox Ox?’
onde u e D sdo constantes, faca uma analise de estabilidade de von Neumann para o esquema explicito a seguir:
n+l _ 4n n _ A4n n _ n n
é; ol Ly i i-1 _ ~%ix1 207 + 97,

=D
At 2Ax Ax?

o9 09 _ 0%

Encontre uma relacio entre os nimeros de Courant, Co = uAt/Ax, e de Fourier, Fo = DAt/Ax?, da forma
(a + bFo)® + (¢ + dCo)? < 1;

os valores de a, b, ¢ e d sdo provenientes da analise de estabilidade, e sdo por sua conta.

SOLUCAO DA QUESTAO:
. ult DAt
e —€l'+ Ax (ei1—€y) = A (efs1 — 2¢]' + /1),
C
€ =€ = = (efy — €lny) + Fo (el — 26 + L)

glea(tht)eikziAx _ gleatneikziAx _ % (é_«leatneikz(iﬂ)Ax _ gleatneikz(ifl)Ax) n

Fo (gleatneikl(Hl)Ax _ zgleatneikliAx + gleatneikl(ifl)Ax) ,
Co
2
Fo (eikl(Hl)Ax _ zeikliAx + eikl(i—l)Ax) ,

eaAteikliAx — eikliAx _ (eikl(i+1)Ax _ eikl(i—l)Ax) i
aht Co ( ikax _ —ikinx ik;Ax —ik;Ax
e :1—7(61 —e )+Fo(e’ —2+e ),

=1 - iCosen(k;Ax) + 2Fo (cos(k;Ax) — 1)

A A A
=1 — 4Fo sen? (lex) — 2iCo sen (lex) cos (lex) .

Facga 6 = k;Ax/2; a condicio para que o esquema seja estavel é que

eaAt

2
‘<1,

(1 — 4Fo sen’® 0)? + (2iCo sen 6 cos 0)% < 1,
(1-4F0)>+Co’<1m

Continue a soluc¢do no verso =



2 [30] Se f(x) = x?, g(x) = sen(x), e sabendo que

1
/ xtdx =1/5,
0

1
/ sen®(x) dx = (2 — sen(2))/4 ~ 0,2727,
0

use uma desigualdade para obter um limite superior para

2

1
/ x? sen(x) dx
0

com 4 algarismos significativos, e SEM CALCULAR A INTEGRAL.

SOLUCAO DA QUESTAO:

[KF- I < NI Nagll®

1 1

- / FeP dx / 9(o)l? d
0 0

=0,2 X 0,2727

=0,05454 m

Continue a soluc¢do no verso =



3 [40] Dada a equacio da onda com as condi¢des iniciais abaixo,

iy _ 5 09(x.0) _

A A TE

a) [20] Obtenha uma discretizacédo de diferencas finitas totalmente implicita.

b) [20] Sua discretizacio certamente envolve ¢!, ¢7, e ¢! simultaneamente. Portanto, se N = 1/Ax é o niimero
de intervalos discretizados em x, vocé obviamente precisa alocar no minimo uma matriz 3 X (N + 1) para marchar
no tempo os valores de ¢ (certo?). A medida que vocé marcha no tempo ¢, os indices das 3 linhas dessa matriz
(que vamos chamar de m, n, p) devem ser como se segue:

t  (m,n,p)
0 0,1,2
At 1,2,0
20t 2,0,1
3At 0,1,2

s 4y

Escreva um trecho de programa em Python que transforma a “velha” tripla (m,n,p) na “nova” tripla (m,n,p)
segundo o esquema acima.

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)

o1 = ogr e gi o e ]
At? Ax? ’

b) Por exemplo,

#!/usr/bin/python
def troca(x)

m = x[0]
n = x[1]
p = x[2]

return(n,p,m)
(m,n,p) = (0,1,2)
(m,n,p) = troca((m,n,p))
print (m,n,p)
(m,n,p) = troca((m,n,p))
print (m,n,p)

Mas até mesmo isto funciona:

(m,n,p)=(0,1,2)
(m,n,p)=(n,p,m)
print (m,n,p)
(m,n,p)=(n,p,m)
I)rlrrt (m}nap)

Continue a soluc¢do no verso =



TT010 Matematica Aplicada I

Curso de Engenharia Ambiental 0
Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR

P01, 27 set 2013

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

11[25] Se f(x) = e ¥l g(x) = sen(x), —co < x < +09, calcule [ f *g](x) (no sentido de convolucio de Fourier). Sugestio:

+00

e ¥l sen(x — ) dé = /0 e €l sen(x—f)d§+/+me_\§|sen(x—§)d§.
—oo 0

Il 12

[f * gx) =/

—00

Note que ¢ ndo muda de sinal em I; (onde ¢ < 0) nem em I; (onde ¢ > 0): portanto, remova o modulo e trabalhe os
sinais. Continue, reunindo novamente a expressio resultante em uma Unica integral, e integre, lembrando que “minha
terra tem palmeiras onde canta o sabid, seno a cosseno b, seno b cosseno a”. Na parte final, vocé pode usar

/me—fcos(g) dé = 1
0 2

SOLUCAO DA QUESTAO:

+00

[f *gl(x) = e”*lsen(x - &) d¢

e ¥l sen(x — &) dé + /+°° e ¥l sen(x — £) d¢
0

I
T

e*S sen(x — &) dE + /HX) e ¢ sen(x — &) d¢
0
= / e “sen(x + u)d(-u) + /+°° e ¢ sen(x — &) d¢
) 0
= / e “sen(x +u) du+/ e ¢ sen(x — &) d¢
0 0
= / e ¢ [sen(x + &) + sen(x — £)] d&
0
= /00 e~ ¢ [sen(x) cos(&) + sen(&) cos(x) + sen(x) cos(&) — sen(&) cos(x)] d&
0
_o [ et d
2/0 e”° sen(x) cos(&) d¢
= -¢ d
2 sen(x) /0 e cos(&)dé

Continue a soluc¢do no verso =



2 [25] Calcule a série de Fourier complexa de

SOLUCAO DA QUESTAO:

+00

f)= D7 cne 7,

n=-o0o

1
ch = / e—2ﬂ1nxe—x dx,
0

1-1/e
n= - L]
2rin + 1

Continue a soluc¢do no verso =



3 [25] Sabendo que
az a ~|kal
—e

L d
x2 + a2 2

formam um par de transformada-antitransformada de Fourier, encontre

y—l {a_ze—zlkal} )
4

Deixe sua resposta na forma de uma integral de convolucéo.

SOLUGAO DA QUESTAO:

F{f = f} = 2nf (k) f k),
F WP} = —f+ 1.

a2

Z-1 “_ze—z|ka| _ 1 s
4 21 oo [E2+a®| | (x—

7 +

]df

Continue a soluc¢do no verso =



4 [25] Encontre a funcio de Green da equacio diferencial

dy 1
dx  1+x2

y=f(x)

Se néo souber de cor f dx/(1 + x?), tente x = tg 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:
G §>d—§ - Glx g)%y =GB @),
/ Ot Gr de
Gl Eyy(®)| - /g y(f)— ag - / §2 L _Gyde= / Gf d¢
0
Glaerso)(o0) - Glx.0)y(0) - /g y(f)— ag - / 5Oy dE = / Gf d¢
dG 1 o0
/f [ T TE ] y(£)dé = - [G<x,o>y<o> . / Gfdé]
8(&-x)
Entao,
dG 1
d_§ + 1+—§2G: 8(¢ —x),
d d 1
[ud—? + vd—g] + 1+—§2uv =6(¢ —x),
u[j—§+ 13520] +Ud_§ =46(¢ —x),
dov 3 1
&1 e”
dov 1
R
v(x.8) g £
/;(x,O) 7 - _/0v 1+T2dT
In Zg’ g; = — [arctg(¢) — arctg(0)] = — arctg(¢),

v(x,€) = v(x,0) exp [— arctg(£)] .
Resta uma quadratura simples em u:

du

i (¢ -,
o(x.0) exp [~ aretg()] G = 86 =),
d
T = i O larete(®)] 52 ).

4
! / exp [arctg(r)] 8(r — x)dr,

u(x,&) — u(x,0) = m »

u(x,&) = u(x,0) + HE _O;C) exp(arctg x);
G(x,§) = [ (x,0) + ((5( O)) exp(arctg x) | v(x,0) exp [— arctg(é)]

= [G(x,0) + H(¢ — x) exp(arctg x)] exp [— arctg(£)] .
Mas

G(x,0) =0 = G(x,0) = — exp(arctg x);
G(x,&) = [H( — x) — 1] exp(arctg & — arctgx) m

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [30] A “condicio inicial” do método das caracteristicas nao precisa ser em t = 0. Considere o seguinte problema:

tﬁu ou ,

— +X— =X

ot 0x

comu = Inacurval :x+t = 1. Mostre que a solugdo é U(s) = 1 + @ [ezS - 1] sobre cada curva caracteristica dada
por X(s) = Xoe®, T(s) = Toe®, Xo+Tp = 1.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Havia um erro no enunciado da questfo. A questdo esta anulada, e todos os alunos receberam o valor integral da
questao.

A solugio é a seguinte:

Suponha X = X(s), T = T(s) partindo de um ponto qualquer da curva X, + Ty = 1 em uma diregdo transversal a
mesma. Sobre a curva caracteristica, U = U(s), e comparamos:

t— + x— = xt,

dT6u+dX0u_dU
ds 8t  ds 8x  ds’

Obtemos:
dx
— =X = X(s) = Xp€°,
ds
dTr
=T = T(s) = Tye',
ds
dUu 2s 2s
& = XT=XToe® = U(s) - U = XoTy [e /2 - 1/2] ;

U@ =10 = 1;
U(s) =1+X,T, [ezs/z - 1/2] ,

comXg+Tp=1m

Continue a soluc¢do no verso =




2 [30] Considere o problema

d?y

T2 tY=f fl) =x(1-x),  y(0)=y()=0.

nen(x), encontre uma solucéo em série

x) = iAnen(x),
n=1

onde e, (x) sdo as autofuncdes do problema de Sturm-Liouville

Expandindo inicialmente x(1 — x) = },5_; B

2
To+iy=0. (o) =y(n)=o.

Vocé pode usar:

1
/ sen®(nmx) dx = 1/2,
0

/1 x(1 — x) sen(nzx) dx = % [1-(-D"].
0 n’m

SOLUGAO DA QUESTAO:
A solugédo do problema de Sturm-Liouville é

2 _2
Ap =n°m®,

en(x) = sen(nnx).

Por outro lado,

(e8]
= Z B, sen(nnrx),
n=1

f(x) sen(mrx) = Z B, sen(nzx) sen(mmx),

1 1
/ x(1 = x) sen(mxx) dx = Bm/ [sen(mmx)]? dx,
0 0

1
/ x(1 — x) sen(mnx) dx = B,,,/2,
0

1= (-)"] = B

Tente agora y(x) = ),;,_; Anen(x) e substitua na equacéo diferencial:

iAn [1 - n27l'2] sen(nrx) = i n;iﬁ [1 = (-1)"]sen(nnx),
n=1

n=1
4 n
A= Ay D

Continue a soluc¢do no verso =



3 [40] Para o quadrado hachuriado da figura ao lado, resolva a
equacao de Laplace com as condic¢des de contorno indicadas:

Vi =0, ! p=1

$(x,0) =0,

¢(x’1) =1,
9¢(0,y)

x> 0=2 V2§ = 0 % _
o¢(L.y) _

ax

=0 X

SOLUCAO DA QUESTAO:
Usando o método de separacio de variaveis,

P(x,y) = X(x)Y(v),

YX” +XY" =0,
X/I Yl/
i
X Y

Nos imediatamente “vemos” um problema de Sturm-Liouville em x:
X" -AX =0, X’(0) =X'(1) = 0.
SeA >0,
X(x) = Acosh(\/zx) +B senh(\ﬁx),
X'(x) = VA [A senh(VAx) + B cos(\ﬁx)] ,

X'(0)=0= B =0,
X'(1)=0=>A=0,

e A > 0 ndo pode ser autovalor. Se A = 0,

X"(x) =0,
X(x) = Ax + B,
X'(0)=X'(1)=0=>A=0.

Entédo, A = 0 é autovalor, e Xy(x) = 1 é a autofunc¢io associada. Se A < 0,

X(x) = Acos(\/—_/lx) +B sen(\/—_/lx),
X'(x) = V=1 [—A sen(V=1x) + Bcos(\/—_/lx)] ,

X'(0)=0=B=0,

X'(1)=0=
—\/—_/IAsen(\/—_/l) =0,
V=2 = nx,
Ap=-n*2% n=1,2,...

As autofuncdes associadas sdo X, (x) = cos (nzx).
Os Y, (y)’s associados sdo

Yo(y) = Co + Doy,
Y, (y) = C, cosh (nmy) + Dy senh (nzy), n=1,2,...

Continue a soluc¢do no verso =



A solucéo é da forma

0o

d(x,y) = Co + Doy + Z [Ch cosh (nry) + D, senh (nry)] cos (nrx) .

n=1

Aplicando as condi¢des de contorno,
¢(x,0) =0 =

Co + Z C, cos (nrx) = 0,=

n=1

Dy + Z Dy, senh (nr) cos (nzx) = 1,=

n=1
Dy =1,
D,=0,n=1,2,...

Portanto, a solugéo quase banal, e que poderia ter sido obtida por inspecio, é

Pplxy) =ym

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [20]
a) [10] Prove que fol x~1/2dx < oo (calcule a integral).

b) [10] Prove que [;” x™!/?dx = oo (calcule a integral).

SOLUCAO DA QUESTAO:
A antiderivada (primitiva) é

/x_l/2 dx = 2x'/2.

Segue-se que

a)

1
=2 < o0;

0

1
/ x 12 dx = 2x1/2
0

(o)

/ x V2 dyx = 2x1/?
1

1
= lim2(u1/2—1)=001

Uu—00

Continue a soluc¢do no verso =




2 [20] No entanto,

/ x 712 cos(x) dx = \/Z
0 2

Em sua opinifio, a multiplicacio de x ~'/2 pelo cos(x) tornou a integral convergente porque ...

SOLUGCAO DA QUESTAO (COM LETRA DE FORMA E APENAS NO ESPACO DESIGNADO!) :
x~1/2 é sempre positivo; x'/% cos(x) oscila produzindo “4reas” positivas e negativas que se compensam em média,
fazendo com que a integral improépria convirja m

3 [30] Usando o valor da integral dada na questdo 2 acima, calcule a transformada de Fourier f(k) de
fl) =712

Use: oo
Fo =5 [ e

SOLUCAO DA QUESTAO:

Pl = 5 [ peetax
1 +00

— 2_ |x|—1/2e—ikxdx
T J-c
+00

= — x| /2 cos(kx) dx
21 J_o
1 +00

= —/ x 712 cos(kx) dx
T Jx=0

_ k2 /+oo (kx) 2 cos(kx) d(kx)
(

T kx)=0

1 +00
= / u™ Y2 cos(u) du

ﬂkl/z u=0

B 1\/?_ 1
T k2N 2 T Nk

A ameixa no pudim: mas é claro que isso s vale para k > 0! Como sabemos que a transformada de Fourier de uma
funcio par é par, o resultado para k # 0 deve ser

- 1
k) =
f(k) T

Continue a soluc¢do no verso =



4 [30] Usando obrigatoriamente o método das caracteristicas, resolva

— +xt—x =0, u(x,0) = f(x).

E

“...” é uma expressio envolvendo x e t.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faca x = X(s), t = T(s); entdo, u(x,t) = u(X(s),T(s)) = U(s). Derive:

W _gudr ouax
ds ~ Otds Oxds’

Compare com a equagéo diferencial: devemos ter

w_,
ds ’
i,

ds ’

g = X(s)T(s).
ds

Sem perda de generalidade, faca T(0) = 0, donde T'(s) = s. Para x,

dx X
= = Xs,
ds
X = X(0)e* /2.
A equacio diferencial para U produz U(s) = U(0); portanto,

u(x.t) = U(s) = U(0) = u(X(0).T(0)) = f(X(0)) = f (Xe */?) = f (xe™*/) u

Continue a soluc¢do no verso =
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1 [20] Dado o esquema numérico de Lax para a solucéo de

ou ou
— 4+ Cc— =
ot ox

[(uity +uiy) — Co(ufy; —uiy)],

0»

f“'l:l
! 2

onde i é o subscrito para o espaco, n é o sobrescrito para o tempo, e Co = cAt/Ax é o niimero de Courant, reescreva-o
explicitando o termo de difusio numérica. Sugestao: subtraia u] de ambos os lados, e prossiga.

SOLUCAO DA QUESTAO:
. 1 cAt
- = g - et - 5 - )|
s - (utl —2u" + " )
i i i+1 i i-1 c n n
At 2At ™ 2ax (i )
u™l oy Ax? (u’_1 —2u* +u” ) (u’.1 —ul )
i i X i+l i i-1 i+l i-1

At At 2Ax2 2Ax

termo difusivo

Continue a soluc¢do no verso =



2 [20] O aluno Arlindoin Terno deseja escrever a funcio f(x) = x, —1 < x < 1 em uma série usando as funcdes Py, (x),
que sdo os polindmios de Legengre de ordem par. Lembrando-se de que os Pz,’s sdo mutuamente ortogonais, Arlindoin
fez

&
=

Cn
0

(x),

I
g 7 8

xPop, = Z CnPZm(x)PZn(x),

n=0
/_ Py () dx 2 /

1

+1

cnPZm(x)PZn dx,
1
1

+1 +
/ XPsm(x) dx—cm/ Pzzm(x) dx.

1 1
A questdo que vocé deve resolver é: sabendo que P, (x) é par se n é par; é impar se n é impar; e que
f(x) =x=Pi(x),

+1 2
/ Pp(x)Pp(x)dx = ——Omn (8mn € o delta de Kronecker),
-1 2n+1

a) [10] Quais foram os ¢p,’s que Arlindoin encontrou?

b) [10] Com base em sua resposta do item a): o conjunto {Pz,(x)}; n = 0,1,2,..., é uma base na qual f(x) pode ser
escrita? Por qué? (Dé uma resposta clara, concisa, e completa.)

SOLUCAO DA QUESTAO:
Por inspecdo, ¢, = 0. Logo, é impossivel escrever f(x) em torno desses Pz, (x) (pois 0 # x), e eles ndo constituem uma
base: uma base é um conjunto LI de vetores em termos dos quais qualquer vetor do espago vetorial pode ser escrito.

Continue a soluc¢do no verso =



3 [30] Calcule a série trigonométrica de Fourier de

SOLUCAO DA QUESTAO:

nx) (pois f(x) é par),

1
= / x% cos (n7x) dx

1

1
= 2/ x? cos (nmx) dx
0

_ {2/3 n=0,

(—1)"ﬂ24n2 n>0m

Continue a soluc¢do no verso =



4 [30] Usando o método de separacio de variaveis, resolva

ou ou
— +t— =0, x2>20,t2>0, u(x,O) = Up, u(o’t) = Uo-
ot ox

Atenciao: A solucio u(x,t) = X(x)T(t) envolve um unico termo (exatamente como escrito aqui), e nio uma série,
e nao ha nenhum problema de Sturm-Liouville para resolver.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faca u(x,t) = X(x)T(t), e substitua:
dT dx

X— +tT— =0,
dt dx

1dT  tdX
Tdr " Xdr
1dr 1dX
Tdt X dx

Ataquemos separadamente cada um dos dois problemas: para T,

dTr
— = Atdt,
T
T(t) 2
In —= = At7/2,
n T /

T(t) = Tyexp (At*/2) .

Para X,
dXx
— = —Adx,
X
X
In — = —-Ax,
Xo

X(x) = Xo exp (Ax) .
Segue-se que
u(x,t) = XoTy exp [/1 (x + t2/2)] ,
= U exp [/1 (x + t2/2)]
Note que ha apenas dois pardmetros independentes, Uy e A. Para encontra-los, é preciso resolver o sistema

u(x,0) = uy = Uy exp [Ax],
u(0,t) = up = Up exp [Atz/z] .

Portanto, Uy = uy, A =0, e
u(x,t) =uym

Continue a soluc¢do no verso =



