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1 [35] (O jogo dos 7 erros.) Considere a equagao de advecgdo-difusdo unidimensional

0¢ 0¢ 0%u
— — =D K <z< t
8t+U8x 92 o, 0<z<o0, >0,
com condigoes iniciais e de contorno
¢(z,0) =0,
¢(07 t) =Dy,
@(o0,t) = 0.

A solucéo analitica é

Y Ux / x+ Ut(1 + 2H)"/?
¢(x,t)—2[exp <2D(1+(1+2H)1 2)) erfc( iDL >—|—

exp (Wu —(1+ 2H)1/2)> erfc (

x — Ut(1+2H)/?
2D ’

4Dt

onde
H =2KD/U.

O programa abaixo, que calcula a solu¢ao analitica e imprime um arquivo bindrio com resultados da solugao
em funcgdo de z, para intervalos At = 0.001 e para U =1, D =2, K = 1 e ®); = 1 (em unidades arbitra-
rias), possui 7 erros. Identifique-os, e explique o que precisa ser feito para consertar cada um. Cada erro
corretamente identificado e consertado vale 5 pontos.

print ('#,dx,=u%9.4f"' % dx)

print ('#,dt =u%9.4f"' % dt)

10 nx = int (10.0/dx)

11 nt = int(1.0/dt)

12  print ('#,nx,=,%9d' % nx)

13  print('#ynty=,%9d' % nt)

14 from math import sqrt, erfc # <1 FALTOU IMPORTAR exp

1 #!/usr/bin/python

2 # -x- coding: iso-8859-1 -x*-

3 from __future__ import print_function
4 from __future__ import division

5 fou = open('difadv-ana.dat','wb')

6 dx = 0.01

7 dt = 0.001

8

9

15 U = 1.0

16 D = 2.0

17 K = 1.0

18 FIM = 1.0

19 a0 = U/(2*D)

20 h = 2%K*D/Ux**2

21 s = sqrt(1 + h) # <2 s = sqrt(1 + 2xh)

22 def ana(x,t):

23 a = al0*x

24 el = (x + Uxt*s)/(sqrt(-4*Dxt)) # <3 el = (x + Uxtxs)/(sqrt (4*Dx*t))
25 e2 = (x - Uxt*xs)/(sqrt (4*Dxt))

26 fi = FIM*0.5x(exp(a*(1 + s))*erfc(el) + exp(a*(l-s))*erfc(e2))
27 return fi

28 # <4 from numpy import zeros

29 u = zeros(mnx+1,float)

30 u.tofile(fou)
31 for n in range(l,nt+1):

32 t = nx*xdt

33 print t # <5 print(t)

34 for i in range(nx): # <6 for i in range (nx+1)
35 xi = ix*xdx

36 uli] = ana(xi,t)

37 write(u.tofile (fou)) # <7 u.tofile(fou)

38 fou.close()

SOLUGAO DA QUESTAO:

Continue a solugdo no verso =



2 [30] Se f(t) & f(s) = Z{f(t)} sdo um par funcio-transformada de Laplace, calcule
LA{tf(1)}

Sugestdo: escreva f(s) em termos de sua integral definidora. Derive em relagio a s, observando que os limites
da integral sdo fixos, e que portanto é possivel comutar a derivada em relagdo a s com a integral em ¢.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Fls) = / et (1) ds

af _ 7/00 e St f(t)dt = —L{tf(t)};

ds 0
20} = -5

Continue a solugdo no verso =



3 [35] Dada a equacdo da onda,

Ju ou
a5 + c% =0,
considere o esquema upwind
utt — _Cu? —ul
At Az

e suponha que ele induza difusdo numérica: isso significa que ele deve ser algebricamente idéntico a uma
expressao do tipo
W Gu ~uly - 2uf bl
4t =—¢c—+D 5 ,
At ox Ax

onde Ju/dx representa alguma aproximagdo numérica da derivada du/0x, e D é o coeficiente de difusio
numérica. Partindo da identidade

uf =y = =g+ (utg —udg) + (e —ugg) + (2w - 2uy),

a) [25] obtenha as expressdes para D e du/dx;

b) [10] interprete a expressdao obtida para du/dx como uma ponderagdo (com pesos e sinais diferentes!) de
uma derivada progressiva e uma derivada regressiva no espago.

SOLUCAO DA QUESTAO:
O enunciado de (b) estava confuso e essencialmente errado. O item (a) teve peso reduzido para 20. O item
(b) teve peso aumentado para 15, e foi dado integralmente para todos os alunos.

u?ﬂ —ul n Cu? —ul 0
At Az

ut Tl — c
thz + A [ —ufy) + (ufy —ufy) + (uf ) —uf ) + (2uf —2u})] =0
ult Tt — c
s Al “ + A [(U? =i y) + (uyy = 2ui i) + (—udy + 20 — U?—l)] =0

1
u—i—i [(uf —ul q) + (ufyy —2ul +uf ) — (ufyy — 2ul +uf )] =0

AL Ag Ui i1 i1 i i1 i+l i i-1)] =

ntl _gn ul , —ul ul . — 2u” 4+ u?
U; U,; +e i+1 i (ch) i+1 12 i—1
At Az Ax

Portanto:

n n
ou  uly; —ug
Ox Az

D = cAz.

(b): anulado.

Continue a solugdo no verso =
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1 [25] Obtenha
/ H(x — a)senzxdz,

—0o0

onde H(x) é a fungdo de Heaviside.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Este é um problema mais ou menos “cldssico”: sejam F(x) e f(z) = F'(x):

: _ /m F(2)5(z — a) do

— 00

——

/1’ H(x —a) f(zx)de = H( — a)F(§)
- u dv

/1’ H(z —a)senxzdx = —H(z — a) [cos(z) — cos(a)] m

— 00

Continue a solugdo no verso =



2 [25] Dados dois vetores @ € C™, y € C", define-se:

g:C" xC" - C,

(z,y) — 2= [ Y (k)(xkyk)] ;

2 Tl

verifique se g(x,y) é um produto interno legitimo. Justifique!

SOLUCAO DA QUESTAO:
Nao:

l9(y, )] = (BJuice > BNk s 10, ).

2 el

Continue a solugdo no verso =



3 [25] Obtenha a série de Fourier de
0 -1 <2 <0,
@) =12 w=o,
1 O<ax<1

SOLUCAO DA QUESTAO:

Ap = 2nmwx 2nmx
= — B .
f(x) 5 —&—nElAncos( T )+ nsen( T ),
2 [Tt 2
A, == f(:v)cos( n27rx> dz
-1

1
/ cos (2n27m‘> dz=1(n=0)ou0 (n>0);
0

2 (! 2
B, == f(z)sen ( n;rx) dz
1

2/
! 2nmx
()
= -
J |
fx) = 9 + Z o [1—(=1)"]sen(nmx) m
n=1

Continue a solugdo no verso =



4 [25] Calcule a transformada de Fourier de

onde H(zx) é a funcdo de Heaviside.

SOLUCAO DA QUESTAO:

o~ JFOO .
f(k)= / [H(z +1) — H(z — 1)]sen(x)e ' dz

— 00

+1 _
:/ sen(x)e * dg

-1

+1
= / sen(x) [cos(kx) — isen(kx)] dz

-1

+1
= —i[l sen(z) sen(kz) dz
~ (k—1)sen(k+1) — (k+1)sen(k — 1)
- K21 .

Continue a solugdo no verso =
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1 [50] Obtenha a funcdo de Green da equacio diferencial

dy

o Ty =) y(0) =1

SOLUCAO DA QUESTAO:

/0 Gl 6) Y ae + / G, )y () dé = /0 G, €)1 (€) de

it
Gla,oe)y(o0) — Gl 0(0) ~ [y de+ [T G de = [ o€ dg
Faca
G(z,00) =0 =
G(x,0) <0)+/O°0y<f> [—dgwwg ]df / G2, €)(€) de;
- T + Gl =3(¢ ~ ).
Faca

—uj—z vd—§+uv§—5(£ x);
|-G+ ve| 4o = ot -0
dv
—d7£+1}§: ’
Do ca,
CICRIR S 3
w _ dn:
/v(z,O) v /0 e
U(Iag) _ 1 2.
In v(z,0) 2§ ’
o(@,€) = v(x,0) exp (;&)
Procure u(x, §):
_ e2/20u _
ol 05 = (g — ),
du 1 ejage
T a0 e
du _ 1 125 —
d?’] - ’U(Z‘,O)e K 6(77 ZL’),
1 §
_ -n°/2 _
(@6 ~u(e0) =~ [ e ot an
H(n— 2
w,) = ulo.0) = T e

Continue a solugdo no verso =



Recompondo a G,
G(z,§) = u(z,§)v(z,§)

e ] e )

= [G(2,0) = H(g — a)e™" 2] e€7/2,

Mas

G(z,00) = 0= G(z,0) = e’$2/2,
Gl,6)=[1— H(f —)]e2" ) m

Continue a solugdo no verso =



2 [50] Ache os autovalores e autofuncdes do problema de Sturm-Liouville

y'+Xy=0, 9(0)=y'(1)=0.

SOLUCGAO DA QUESTAO:

Somente \’s positivos serao autovalores. A solucao geral é

y(x) = Acos(VAx) + Bsen(VAz),

Y (z) = VA [—A sen(V ) + Bcos(ﬁa:)] )

y'(0) =
y'(1) =

= B=0,
= sen(VA) = 0.

Portanto,

Continue a solugdo no verso =
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1 [50] Obtenha ¢(z,t) pelo método das caracteristicas:

99 499 _ _

E—Fe i o(x,0) = f(x).

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faga ¢(x,t) = F(s) sobre x = X(s) e t = T(s):

¢(X(s),T(s)) = F(s);

aF _ 06.dT
ds Ot ds
dT
—=1=1T
ds =
dX ‘
as ¢ T

Mas
9 10 _
ot e
dF .
25 = X0 +1—e,
F(s)— F(0) = [X(0)+1—

04X

Ox ds’

(s) =T(0) +s,
——

e—tau:l dr

0
F(s)=F(0)+ (X(0)+ s+ (e7*—1)

I
~

)
)
F(0) = f(X(0)) = fle —1+e"
)
)

Y

)
=F6)=flz—-1+eH+(x—1+e +1)t+ (et —1)
(z—1+e D) +@+eDt+(e —1)m

Continue a solugdo no verso =



2 [50] Resolva a equacio de Schrodinger
n? 9%V OV

Tomoz2 ot
U (0,t) = U(L,t) =0,
x
\I/(x, O) = \IIOE7
(onde K e m sdo constantes, e i = v/—1), utilizando o método de separagdo de varidveis. Observagao:
sen(a) — acos(a)
5 .

1
/ xsen(ax)dxr =
0

a
SOLUCAO DA QUESTAO:
2im 0w _ 0
. h ot 8xz ’

2imdl 1 ED¢
RT dt X dx?
As condigoes de contorno sugerem um problema de Sturm-Liouville em X,

d2
T—&-)\X—O X(0)=X(L)=0,
donde
Xn(z) =sen (%) , A = n?n? /L2
A equagao em T seréa
Qimdi . n2m?
RT dt L2
@ _ hn2m?
T,  2imL?’
n2n2t
Tn(t) = A 6h21mL2 y
ihn2x2t

Tn(t) = Ane_ 2mL2

Procure a solugao por superposi¢ao, como sempre:
> ihn2x2t nmx
S (1),

Z e 2mL? sen 17
U(z, ‘lfo— Z A, sen ( )

T kmx

\I’QZ sen ( > ZA”ben T <L> y
Loy kmx nwx
\IIO/O Lsen(L>dx/ ZA sen(L)sen< ) dz,

L
x krx L
\110/ sen( )dx—Ak
o L L 2’

2w, [F
A = =0 fsen (km;) dx,

L Jo L L
B 2\1}0(_1)]€+1
N k ’
Portanto,
i n+1 7% sen <@> L]
L

n=1

Continue a solugdo no verso =
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1 [25] Calcule a transformada de Laplace de cos?(t). Sugestdo: encare a integral definidora.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Continue a solugdo no verso =



2 [25] Calcule a transformada de Laplace de e'd(t — b), onde b > 0 e §(-) é a distribuicao delta de Dirac.

SOLUGAO DA QUESTAO:

/ eto(t — b)e™™" dt = / (=5 — b) dt
0 0

=e*thm

Continue a solugdo no verso =



3 [25] Se
f(z) =22, 0<z<m,

obtenha uma série de Fourier para f(x) contendo apenas cossenos.

SOLUCAO DA QUESTAO:
E mais ou menos ébvio que se trata da série de Fourier da expansdo par de f(x):

Ay > 2nmwx
o2 o (222).

n=1

com

Continue a solugdo no verso =



4 [25] Resolva a equagio de Laplace

82 2
ox? = 0y?
no retangulo 0 < z < L, 0 < y < M, com condigoes de contorno
$(0,y) =0 ¢(L,y) =0,
¢z, M) =0, o(x,0) = f(z).

Deixe sua resposta em termos de integrais envolvendo f(x).

SOLUCAO DA QUESTAO:

Este é um problema classico de separagdo de varidveis. A maior parte dos passos ja foi feita em sala, para um
problema muito parecido (sendo iguall).

Fazendo

oz, y) = X(2)Y (y)
encontramos um problema de Sturm-Liouville em x, com
nwx

Xn(z) = sen < \p = n?m? /L2

Resolvendo para Y (y) e impondo as condi¢des de contorno,

nm

Ya(y) = senh (2 (M — ).

A solucéo geral é do tipo
= nw nw
W) =D Apsen T senh (SE(M ~ ).
o(r.0) = 3 Ausen T senh (T (01 —)

Os coeficientes de Fourier A,, sdo a solucdo de

M 2 (F
m; :Z/o f(x)sen?dx-

A, senh

Continue a solugdo no verso =



