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NOME: SOLUCAO

Assinatura:

1 [25] Os alunos de intercambio Helmut Fokka e Lin Ping-Guim embarcaram juntamente com o aluno de
Engenharia Ambiental da UFPR Joao Biente no navio oceanogréfico do Departamento de Engenharia Ambiental,
o Tiranic, em direcao a Antartida. O trabalho de Fokka & Ping-Guim é gerar matrizes de rotagdo que sao
utilizadas por Joao Biente para corrigir medicoes de velocidade do vento. Quando Fokka e Ping-Guim forneceram

a seguinte matriz:

S-sl-s-

1
v
V6 V2|
-2 90
NG

Biente reclamou: “Esta nao é uma matriz de rotacao!” Quem estd certo? Justifique matematicamente.
(Sugestao : rotagdes mapeiam volumes unitdrios em volumes unitdrios).

SOLUCAO DA QUESTAO:

Para que esta seja uma matriz de rotacao, seu determinante tem que ser +1. Vejamos:

1 11
V3 V6 V2
det | L= L L
v

1 11
1 P
= ——det |1 7% B
V3 1 -2 0

V6
1
11 R
1 -2 0
1 1

1 1 1

= ————det |1 1
IV AV R P

pois duas linhas da matriz acima sao iguais (LD). Logo, o determinante é diferente de +1, e esta ndo pode ser

uma matriz de rotagao m

Continue a solugdo no verso =



2 [25] Se
A= Al’mele’rru T XY= €ijkTiYj€EL,

obtenha uma expressao em notacao indicial para

A-x Xyl

SOLUCAO DA QUESTAO:

Az Xyl = Ameen - €jptiy;er
= Aimxiyj€ijrel(em - ex)
= Am®iY;€ijrei0mk

= Ajpziyj€ijper m

Continue a solugdo no verso =



3 [25] Obtenha os autovalores e os autovetores da matriz

S O =
O N O
o

SOLUCAO DA QUESTAO:

Com MAXIMA:

(%i1) a : matrix( [1,0,0], [0,2,0],[0,0,-11) ;
[1 o0 0 1]
[ ]

(%ol) [ o 2 o 1
[ ]
Lo o -11

(%i2) eigenvectors(a);

(%o2) [(L[- 1, 1, 2], [1, 1, 111, [[fO, O, 111, [[1, O, 011, [[0O, 1, 01111

Os autovalores sdo os préprios elementos da diagonal: 1, 2 e —1. Os autovetores sdo, nesta ordem: (1,0, 0),
(0,1,0) e (0,0,1) =

Continue a solugdo no verso =



4 [25] Se
F(z,y,2) =z + 2y*> + 323

e o segmento de reta I' é

Tz =1,
r: y = 2t, t € 10,1],
z = 3t,

calcule a integral de linha

= / F(z,y,z)ds.
r

SOLUCAO DA QUESTAO:

Uma forma bem “cinemadtica”, ou seja, bem “fisica”, de resolver é a seguinte:
dr
r=(t2t3t) =>v=—=(1,2,3).
dt
A “velocidade” v é (1,2, 3). Se médulo é

v=lv]=1(1,2,3) = V14.

Agora
1
/F(x,y,z) ds:/ [t +2(20)% + 3(30)° o dt
T t=0
1
:/ [t + 8t 4 81°)V/14 dt
0

1
= \/ﬁ/ [t + 8t 4 81¢%] dt
0

28114
12

Continue a solugdo no verso =
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NOME: GABARITO Assinatura:

1 [30] Utilizando eliminacdo de Gauss (para zerar os termos abaixo da diagonal da matriz do sistema), resolva

2 3 1] [x 16
2 1 1| |z| = |10
3 4 2| |z 23
SOLUCAO DA QUESTAO:
2 31 | 16 2 3 1 | 16 2 3 1 | 16
2 11 ] 10/—1]0 2 0 | 6|/—=102 0 | 6|;
34 2 | 23 0 1/2 -1/2 | 1 00 1/2 | 1/2
I 3
.’L‘2:3l
I3 1

Continue a solugdo no verso =



2 [30] Sejam i = /1 e
u:C—C
uma fungao complexa de uma variavel complexa. Encontre a solugao geral da equacao diferencial

a2 d
U gt

- 32 —
7.2 o +i“u=0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

A equagao caracteristica
A =2\ +i*=0

possui raiz dupla A = i. Entao, uma solugao é
iz

ui(z) = e”.

Uma segunda solucao LI deve ser buscada com o método de variagao de parametros:

v = A(z)e*;
d’U / : iz,
o= (A" +iA)e'*;
d*v

TE (A" +2iA" +1i%A)e'”.

Substituindo na equagao diferencial,

(A" 424" +i%A) — 21(A’ +1A) +i24A = 0;
Al/ — O,
A=c|+coz.

A solucao geral sera

Continue a solugdo no verso =



3 [40] Encontre a série de Laurent de

1
em torno de z = —3 no disco |z + 3| < 3.
SOLUCAO DA QUESTAO:
11 1
2(z+3)  (2+3)(2+3-3)’
t=2z+3;
111
2(z4+3)  t(t-23)
1
IGED
_-1/3 1
ot 1-1%
e PN CA R AN
-3t 3 3 3
1 243 (243 2+ z+3 3+
-~ 3(2+3) 3 3 3
Ll 38 . z+3 (243 2+
— __ R |
9(z+3 3 3

E interessante notar que separar em fracoes parciais logo no inicio também conduz & solugao!

1 1
&) =5 ~ 3659
1 1
T 3(t-3) 3t
1 1/3
©o3t o 3(5-1)
1 1
T3t 9(1-1)
3 11
To9t 91—1t/3
13 1 t ()
9t 9 +3+(3> *
- 3+1+t+(t>2+
9 |t 37\3
_1s +z+3+<z+3)2+ .
9|z+3 3 3

Continue a solugdo no verso =
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Departamento de Engenharia Ambiental, UFPR
P03, 28 Mai 2010

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO

Assinatura:

1 [30] Resolva:
dy

(1—2%)=Z + a2y = 22,

dx

2

SOLUCAO DA QUESTAO:

Como nao ha condicao inicial indicada, trata-se da solugao geral. Faca

Yy = uv,
dy _ v, du
de  dr ' dx’
dv
1—2%) lu— 4+ v— = g2
( x){udm—kvd}—i-xuv x”,
ul|(1—2%)— +av +(1—x2)vd—u:m2
dx ’
=0
d
(1- xz)d:; = —zv,
dv _ wdx
v 1—a?
In|v| = 1111(1—332) + K
2 In [k |,
—In k1

In|v| =1n|kl| 4+ In(1 — x2)1/2,
v=ky(1—a?)V2

Resta integrar:

k(1 — x2)3/2d—u =z

dz ’
du x?
B =,
dr (1 —x2)3/2
2
T
o= [ Gt
_/ T zdr
) 1—a? 12
N—— ——
U dv
2
.z ol A3 1 2x )
12 L-e /( 1 x>{1m2+(1x2)2 aa;
T 1 x?
kiu = — de+92 [ ———— .
e \/1—x2+/\/1—w2 v /(1—m2)3/2dx’
klu

kiu = — —arcsen x + ko;
1 T
u = k—l [m —arcsenx—i—kg} ;
- 1 T
Y ’“kl{m

z—+1—z%2arcsenz +Cn

— arcsen  + k2:| ki(1 — 2?)1/?

Continue a solugdo no verso =



2 [20] Seja u = In z = Inre’® = Inr+i6 a funcio logaritmo definida pelo corte {z = (z,y) | —oco < z < 0; y = 0}
de tal maneira que —7 < 6 < 7. Calcule
1—1
1 .
()]

SOLUCAO DA QUESTAO:

1—i  (1—4)? (1—1d)?

1+4 1-42 2 7

(1 — Z) = (17 —1) = \/i[COSﬂ'/él — iSGI’lT{'/4] — \/ie—iﬂ'/él;
(1—i)2 1[ o /42 1 —in/2
_ 2T i| ) in/2.
2 2 \[6 2 e )
finalmente,
Ine /2 = Zg -

Continue a solugdo no verso =



3 [30] Obtenha a solugdo de Frobenius de

1

22y 4 2xy’ 4 (2% — 2)y =0

correspondente a maior raiz da equacao indicial.

SOLUCAO DA QUESTAO:

0o
_ § : n+r,
y - a’ﬂx ’
n=0
o0

Yy’ Z(n +r)anz™

n=0

y” Z(n +r—=1)(n+r)a,z"" 2.

n=0

Junte tudo:

o0

o0 o0 o0
Z(n +r—1Dn+r)a,z"t" 42 Z(n +7)a,z" " -2 Z anz™ "+ Z U™ T2 =
n=0 m=0

n=0 n=0
O somatoério discordante é o dltimo:
m+r+2=n+r;

m+ 2 =n;

m=n—2.

Entao:

Z(” +r—=1)(n+r)a,z"" +2 Z(n +r)apz" T -2 Z A"t 4 Z Ayt = 0.
n=0 n=0 n=2

n=0

Separe os casos n =0en = 1:
[(r = 1) +2r — 2l apz” + [r(r + 1) + 2(r + 1) — 2] ayz" 1+

Z{[(nJrr —Dn+r)+2(n+7r) =2 ap +a,_2} 2" =0.

n=2

A equacdo indicial é r? +r — 2 = 0; as raizes sdo r = —2 e r = 1. A maior raiz sempre leva a uma solucio, que
é o que se pede. Para r = 1, o coeficiente de a; é 4, donde a; = 0. Salvam-se apenas os a’s impares. A relacio
de recursao é

n(n+1)+2(n+1)—1]a, + ap—2 =0,

Ap—2
p = ————.
n? + 3n
A solucao é
( ) 1 3+ 1 5 1 7+
z)=ag |z — —x —x° - ——2z 4 ...
n 0 107 T 280" T 15120 "

Continue a solugdo no verso =



4 [20] Calcule a transformada de Laplace de

(H(t) — H(t — a)]é F[H(t - a) — H(t - 2a)](2 — 2).

SOLUGAO DA QUESTAO:

a 2a —as(,as __ -1 —2as as __ ,as 1
[l [*(2m L)ooy - I e ) | e )
0 a

a as? as?

Continue a solugdo no verso =



TT010 Matemética Aplicada I
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NOME: GABARITO

Assinatura:

ATENCAO: Niao basta
um resultado for

“copiar e
pedido explicitamente,

da tabela abaixo nas
é preciso deduzi-lo;

colar”

questoes:

quando

quando uma das re-

lagbes da tabela for utilizada, ¢é preciso menciona-la e justifica-la. Boa prova.
Transformadas de Laplace
1 1
1+ - s>0 e o s>a
S s—a
a s
senat < —— s>0 cosat < ——— 5s>0
$2 + a2 $2 + a2
a S
senh at 2o s> |al coshat < 2 2 s> |al
n! L(p+1)
t”HSnH s>0,neN tpﬁw s>0,p>—1
b s—a
t t
ea Senthm s>a ea COSthm s> a
tsenatHL s>0 15(:osomf<—>M s>0
(s2 + a?)? (s2 + a2)2
2as s? +a?
tsenh at <> e s>a t cosh(at) <> Z_a) s>a
n at n! at F(p + ].)
t'e Hm S>a,n€N tpe m S>a,p>_1
1 —as
lnt<—>—¥ s> 0, v~ 0,577215665 H(t —a) & §>0,a>0
7a2/t
0(t—a)<>e a>0 <—>1/ e 2aVs s>0,a>0
7a2/t f
(& Tl' —2ay/5
s e s>0,a>0 Jo(t) < 52+1 s>0
au(t) + Bu(t) < au(s) + fu(s)
f'(#) < sf(s) = f(0)
F(t) + 52 f(s) — sf(0) = f'(0)
FO) ¢ 5" F(s) = s"71F(0) = "2 £(0)
— = sf072(0) = f7Y(0)
; _
f(s
fyar o 12 [ 1r10te - ) Fisygts
0
e " f(t) <> f(s +a) H(t—a)f(t—a) < e " f(s)
df(s) ft) /
tf(t -
1(#) ds . f dr



1 [30] Utilizando obrigatoriamente transformada de Laplace, resolva
3y + 2y — 3y =4(t), y(0) =1, ¢/'(0) =0,

onde §(t) é a delta de Dirac.

SOLUCAO DA QUESTAO:
A transformada da §(t) é

2L8(8)) = / S(t)e=" dt = 1.
0
A transformada da equacao diferencial inteira é

3 [s°7 — sy(0) — ¥'(0)] + 2 [s7 — y(0)] = 3y = 1,
3(s*—s) +2(sy — 1) -3y =1,
35%7 — 35+ 257 — 2 — 37 = 1,
(352 425 —3)7 — 35 — 2 = 1,
(35% 4+ 25 — 3)7 = 3 + 3s,
3(s+1)

Y= 321253

1
y(t) = ——e~t/3 senh <\/3T)t> +

V10

(VIO +2) ™55 + VI0 —2) e

e~ t/3 cosh (\/T()t)
3

wl+

2+/10

Continue a solugdo no verso =



2 [30] Obtenha a série de Laurent de

1
f(@zm

em torno de z = 0 e para a regido |z| > 1. SUGESTAO:

1/z] < 1 na regido especificada.

SOLUCAO DA QUESTAO:

1 1
f(z)—gl_z
11
7zz(%—)
1 1
T 211
1 1
1 1 1
IR R S

Continue a solugdo no verso =



3 [40] Usando obrigatoriamente integragao de contorno,

1

“+oo
1= LI )
/Oo 12+ 20 +17

calcule

SOLUCAO DA QUESTAO:
Considero a funcao

1
F&) =
cujos pélos sao
422 +2241=0,
1 V3
2 =———-—
! 4
1 3i
zZ9 = —— 4+ X{:m

Antevejo o contorno de integracéo tipico mostrado abaixo,

Y

verbatimtex
%&latex

\documentclass{article}

\begin{document}

etex
beginfig (1)

H

drawarrow (-5cm,0)..(5cm,0) ;

drawarrow (0,-1cm)..(0,5cm) ;

pickup pencircle scaled 1.2pt ;

drawarrow (-4cm,0)--(0,0) ;

drawarrow (4cm,0)..4cm*dir (45)..(0,4cm) ;

draw (-4cm,0)..(4cm,0)

H

draw halfcircle scaled 8cm ;
label.bot (btex $R$ etex, (4cm,0));
label.bot (btex $-R$ etex,(-4cm,0));
pickup pencircle scaled 0.5pt ;
drawarrow (0,0)--4cm*dir (30);

label.top (btex $R$ etex,

(2cm,0)) rotated 30 ;

label.bot (btex $x$ etex,(5cm,0));
label.rt(btex $y$ etex,(0,5cm));

‘y ________________________________________________

dotlabel.bot ( btex
1cm*(-1.0/4.0,
dotlabel.top( btex
lecm*(-1.0/4.0,

endfig ;
end ;

$z_1$ etex,
-sqrt (3.0)/4)) ;
$z_28% etex,
sqrt (3.0)/4))

e desejo verificar se a integral sobre o semi-circulo de f(z) tende a zero quando R — oc:

/Semi-circi f(z)dz

Mas, sobre o semi-circulo,

<[ e

z=Re"’ 0<0<m
dz = iRe" df
e
1i f(2)dz| = i T iRe' dp
Rgnoo semi-circ 2= Rgnoo 0 4R2€2i0 + 2R€i9 + 1
I 1 ie'? do
= lim - :
R—oo Jg R 4210 + %619 + %
i 1 )
— i L. —if 4o
RYeo Jy |4R'C ‘
s
“ar "

Continue a solugdo no verso =



Consequentemente,

o __ dz = 2mict?).
oo A2+ 2241 -1
Resta calcular o residuo: z — z9 =
1 B 1
422422 +1  4(z—21)(2 — 22)
1
4(z9 — 21)(z — 29)
B 1
C2V3Bi(z — 22)
e SN ) B
2/3(z — 2) -1 243
Portanto, .
I=2mi— =" a

2v/3 V3

Continue a solugdo no verso =
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NOME: GABARITO Assinatura:

1 [25] Em um artigo histérico que deu inicio & moderna Teoria do Caos [E. N. Lorenz, Deterministic nonperiodic
flow,J Atmos Sci, 1963, v. 20, p. 130-141], Edward Lorenz utilizou a fung¢do-corrente

U(z,z,t) = A(t) sen(mz) sen(azx), 0 <z <1, —oo < z < 400,

onde a > 0 € R, para representar o escoamento em um fluido entre duas placas devido a convecgao livre
gerada por uma temperatura maior na placa inferior do que na superior. Sabendo que o campo de velocidade
u = (u,0,w) pode ser recuperado via

yo ¥
T 9z
oo o
T 9z’

calcule a vorticidade w(x, z,t) = V X u, e a divergéncia do campo de velocidade.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Em 3 D,
u = (—wAcos(rz) sen(ax), 0, Aasen(nz) cos(ax));

a vorticidade é

i J k
V Xu= 2 & 2
—mAcos(mz)sen(axr) 0 Aasen(rmz)cos(azx)

= [ Asen(rz) sen(ax) + a® Asen(nz) sen(az)] j
= (72 + a®) A(t) sen(7z) sen(ax)j;

a divergéncia é

0 0
V-u= e (mAcos(mz) sen(ax)) + 5 (Aasen(mz) cos(ax))

= —mAacos(nz) cos(ax) + wAa cos(mz) cos(ax) =0m

Continue a solugdo no verso =



2 [25] Resolva
le—:; + 3z = sen(3t), z(0) =1

por qualquer método, exceto transformada de Laplace.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Por exemplo

dv du
rT=u = u— +v— + 3uv

o 7 sen(3t);
dv du
u {dt + 30} + vy = sen(3t);
dv
23
at ~
d
=— zat
v

In|v] = =3t + k1

|v| = de™3!
-3t

v=rcre "
_a du
cre 3tﬁ = sen(3t);
du 1o .
- = Cle sen(3t);
1
u(t) = —e?’t(sen(?)t) — cos(3t)) + c2;
661
1
z(t) = uv = 67@3t(sen(3t) —cos(3t)) + ca| cre”
1
1
= 6(seJﬂ(St) —cos(3t)) + Ce™%;
1
x(O)zlélz—ngC;
C="7/6m

Continue a solugdo no verso =



3 [30] Resolva

CCZT:; + 3z = sen(3t), z(0) =1

usando obrigatoriamente transformada de Laplace.

SOLUCAO DA QUESTAO:

T(s) —x(0) + 3T = ——
sT(s) — z(0) + 3T 259
3
T =14+ ———
Z(s+3) +32—|—9
1
+
s+3  (s249)(s+3)
1 n A +Bs+C
s+3 s+3 249
1 +1 1 1 ] +} 3
s+3 6(s+3) 6s24+9 65249
_7T 1 13 s ]
C6(s+3) 6[s2+9 s2+9
7 st

x(t) = ¢ + é (sen(3t) — cos(3t)) m

T =

Continue a solugdo no verso =



4 [20] Utilizando obrigatoriamente integracdo de contorno
com varidveis complexas, calcule

r=+400 1
1= / 3 - dx
r——oo T2 H1
onde x é o eixo dos reais e ¢ = /—1. Utilize o contorno
mostrado na figura com R — oo.

SOLUGAO DA QUESTAO:

Considere a fungdo f(z) = 1/(z® +i). Esta fungdo possui
singularidades em

B == 6(7i7r/2+2kﬂ')

_ e(—iﬂ/6+2k'7r/3) )

)

z

Consequentemente, apenas a singularidade em z; = i precisa
ser considerada no Teorema dos Residuos.

-R

Para verificar a integral sobre o semi-circulo SC' quando R — oc:

/ z
z

g iRe™

R3e30 g
iRe™
R33i0

< lim

lim |I| = lim
R—o00 R—o0

do

= lim
R—o0 Jg_q

g T

lim
R—o0 =0

R—o R2

Portanto, pelo Teorema dos Residuos, devemos ter

r=-+00 1
/ 57— dr = 2mic_y,
re——oo L2t

onde o residuo ¢_; em z; é calculado como se segue:

1 1

2440 (2—21)(2—22)(2—23);

logo, nas proximidades de 21,
1

fz) ~ (z —21) (21 — 22)(21 — 23)

donde z; é claramente um pdélo de primeira ordem, e

1

(21 — 22)(21 — 23)
1

C_1 =

dz

df = lim — =0.

(i [V3/2—i/2) (i~ [-V3/2 —i/2))
1

(3i/2 — /3/2)(3i/2 + /3/2)
1 1
T T9/4-3/4 3

Finalmente,

23 22

Continue a solugdo no verso =



