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1 [25] Fatos possivelmente tteis:

fzxy(z,y)
T z) = ;
fzie (@) Ixv(z,y)
e 1
—ky g, — .
/O ye dy = 13
0(x) = o6(—x);
+o0 +oo
[ t@stey-ade=y [ f@tay -2 dafy)
rT=—00 rT=—00
+o00o
—y [ I -2
f=—00
= yf(y2).
Se X e Y sdo duas varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas, com f.d.p.
1 —z/b 1 —y/b
fX(x):Ee ’ x>0, fY(y):ge v, y =0,

e Z = X/Y, obtenha a f.d.p. fz(z). Cuidado com os limites de integragdo em x e y, que sdo varidveis maiores
que ou iguais a zero. Vocé pode ou nao usar as sugestoes acima; use-as se for mais facil para vocé.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Seguindo minha sugestao:

X
fZ|(x,y) = 6('2 - ;)a

1 .
fzxy(zz,y)=6(z— x/y)ﬁe /bo—u/b.

A marginal de Z é
/ — e V052 — x/y) dx dy

—y/b/ eyﬁ/b(g(z — &) dedy
£=0

= /00 e Y/t —zy/bdy
Yy
Jri

S y —(1+z)y/bdy_ ( +11)2 -
z

Continue a solugdo no verso =



2 [25] Seja X uma varidvel aleatéria com 1

f.d.p.
= —-T > .
fx(x) =ae™™, x>0 o
O gréfico da figura ao lado mostra a funcao \
g(x) = (1+x)e *. Com a ajuda do gréfico, f@
obtenha o valor de x tal que B 0.01
X
& \
P{X >z} =0,001. -
A sua solucao s6 vale se vocé calcular a f.d.a. 0001
de X.
\
0.0001 \
0.001 001 01 1 10 100

SOLUCAO DA QUESTAO:
Afda. de X é

Fx(x) = /:fe_é d¢=1—-(14=x)e "

Desejamos
P{X>z}=1-Fx(x)=1-[1-(1+x)e "] =(1+z)e®=0,001.

Portanto, o que desejamos é exatamente o valor de x para o qual g(x) = 0,001. Lendo diretamente do grifico,

T =~9.

Continue a solugdo no verso =



€ ¢ distribuido exponencialmente x () = eXp(—T € = 0, ar = . tenha a
3 [25] Se X ¢ distribuido exponencial . fx(x) p(—x/b)/b, e (X) = b, Var{X} = b%. Obtenh

distribuicao de probabilidade de
93847534294

R S >oox
V93847534294 &

onde todos os X;’s possuem a distribuicao exponencial com parametro b acima, e sao independentes entre
si. Obviamente, em sua resposta vocé pode deixar indicadas quaisquer operacOes matematicas envolvendo
93847534294.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Sob o fino véu do nimero monstruoso 93847534294, trata-se evidentemente de um caso de aplicacao do
Teorema Central do Limite. A distribuigdo de probabilidade de Y é muito proxzimamente a distribuigdo normal.
Faltam os pardametros. Seja n = 93847534294:

A variancia é

5
—~—
i-.<
——
Il
S
3
——
o
——

Portanto, Y ~ N(1/93847534294b, b?).

Continue a solugdo no verso =



4 [25] No pais imagindrio Neverlandia, o engenheiro ambiental M. Jackson projetou e construiu 100 grandes
barragens, cada uma delas com uma probabilidade de falha do vertedor de 1/10000 em um ano qualquer.
Considerando que os eventos “falha do vertedor” sao independentes entre si:

a) [15] Calcule a probabilidade de pelo menos um dos 100 vertedores falhar em um ano qualquer.

b) [10] Faga a conta desta probabilidade até o fim (encontre um ndimero; ndo deixe o resultado indicado)
com o auxilio de
(1+2)" =1+ nz, << 1.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Em Neverlandia: a probabilidade de cada uma dos vertedores ndo falhar em um ano qualquer é p = 0,9999.
A probabilidade de nenhum falhar é (0,9999)%. A probabilidade de pelo menos um vertedor falhar em um ano
qualquer é

1—(0,9999)'%° =1 — (1 —0,0001)'%°
~1— (1 —100 x 0,0001)
=100x107*=0,01=1%m

Continue a solugdo no verso =
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1 [25] Ache a série trigonométrica de Fourier (isto é: a série em senos e cossenos) de

f(x):{o, 1<z <0,

z, 0<x<1

SOLUCAO DA QUESTAO:

o) AO . i [A n (anmc) \ B (anm;ﬂ |
_ / e <2mg) "
_ f/a £(€) sen (27?5) de.

Prosseguindo no calculo dos coeficientes,

m2n? ’

f) de = cos(nm) — 1

Continue a solugdo no verso =



2 (2011-10-02T10:52:38 incluida em matappa.tex) [25] Se o produto interno entre duas fung¢oes complexas de
uma varidvel real no intervalo fechado [1, 2] for definido como

(f.g) = / £ (@)g(@)u(z) de

com w(z) = Inz, calcule (z,z?).

SOLUCAO DA QUESTAO:

2
<J;,x2>=/ 22 Inzde
1

2
= / Inz 2% dz
g

u dv

_/2 2tlnzx
1 4

16 1
= O —gt
T

2

2 4
1
_/g,dx
1 1 4

2

1
1
—4ln2— —[16—1

n2- g6 -1]
—4In2—15/16m

Continue a solugdo no verso =



3 [25] Por defini¢do neste curso, um par de transformada/anti-transformada de Fourier é

~ +oo ) oo '
f(k) = %/ f(l‘)eilkm dJ?, f(,j;) = A f(k)e+zkz dk.

=—00 =—00

a) [25] Seja
f(:z:){l’ ol <1,

0, |z|>1.

o~

Calcule f(k).

b) [20] BONUS! Este item nio é obrigatdrio, mas se vocé o fizer sua nota pode chegar a 120!

o~

Usando o resultado de a) e escrevendo f(0) em fungao de f(k), calcule

/ sen k di 7
O k

SOLUCAO DA QUESTAO:
O célculo de f(k) é quase imediato:

_ 1 [ zkw]I:‘H
2mik r=-1
— 1 ik —ik
2mik [ ]
1
27ril<:[ isen k|
__senk
7k
BONUS:
> senk ;.
= ——e"" dk
fa) = [ e
* senk
0) = dk
o= [ =
> senk
1= dk
[
oo
k
1=2 ser; dk (pois o integrando é uma funcao par)
0 ™

Continue a solugdo no verso =



4 [25] Calcule a funcio de Green G(€,z) da equacdo diferencial
d
(1+ xz)ﬁ + 6zy = 2.

SUGESTAO: Divida a equacao por (1+22), e troque o nome de z para £ antes de multiplicar por G e integrar
por partes. ..

SOLUCAO DA QUESTAO:

ay 6 %
@€ 1rel T ire
_6g 2
° d 6 e 2
/ maw£%+/ aa@ﬁ%w@%=[ ﬂ&@ﬂ%ﬂf
" [T et
Gleawo| — [Tvo g a [T aenFgueu - [ aeaTg i

Neste ponto, imponho G(co,z) = 0. Continuo:

o[ dGEn) ¢ 2
|7 o |- e der ctea) L] as = Glaowo) + [ ol g de

Para tornar o lado direito igual a y(z):

dG(&, ) 6§
———>=d =0(& — ).
G A G g = 0~ )
Procuro a solugao da equacao diferencial ordindria homogénea associada:
dh 6§
——dé+h——— =0,
AN
dh_, ot
¢ 142
dh 3 x28d¢
ho 14¢2
" dv /5 2u du
R — 3 X -
hy U o 1+ u?
2
mt — gy TS In(1+¢%)3
ho 1

h = ho(1 + €2)3.
Procuro agora uma solugao para G com o método de variagao de parametros:

G(& x) = A& 2)(1 + &%),

dG  dA )
Vi d£(1+£)+Ax6£(1+§)2.

Continue a solugdo no verso =



Substituindo na equacao diferencial,

dA 1
e T arept
dA 1
- e,
S|

A, 2) = A(0,z) — HE=2)

(1+22)3°
Gle.a) = [A0.0) - 5]
Goo,z) = 0 = A(0,2) = m
(1+&)°

G(f,ﬂ?) = [1 —H(f—l‘)] (1 —I—.’E2)3 .

Continue a solugdo no verso =
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1 [50] Para as condigdes inicial e de contorno da figura abaixo, resolva a equacio
or 5 0°T
— =a .
ot Ox?

Atencao: a condigao em xz = L é nao-homogénea.

Sugestao: para obter condigGes de contorno homogéneas, subtraia de T'(z,¢) a solugao para o
regime permanente.

SOLUCAO DA QUESTAO:

t A equagao para regime permanente é:

u(x) = tlim T(z,t);

— 00
d*u
2 0
dz? ’
u(x) = Az + B.

Esta solucao precisa atender as condi¢oes de contorno:

aTé;gt) —0 T(L,t) =Tt du(O) =0 = A=0;
de o
wl)=T, = B="Ty;
donde
u(z) =1Tp
0 T(z,0) =0 L
Faca

d(x,t) =T(x,t) —u(z) =

oo} oT du
%(Ovt) = %(O,t) - @(0)
—0-0=0;
¢(L,t) =T(L,t) — u(L)

=Ty, —TL = 0;
o(z, 0) = T($>O) - u(x)
=0Ty =-T.

As condigoes de contorno em ¢(z,t) sdo agora homogéneas; Faga

¢(z,t) = X(2)T(T)

XT =2 X"T
X/I 1 (J'/
—_— s —— = )\
X a2 T

Continue a solugdo no verso =



A tnica equagdo de ordem 2 é em x: nao hd duvidas sobre o problema de Sturm-Liouville a ser atacado:

X" —AX =0

A>0:

(z) = Acosh(VAz) + Bsenh(Vzx)
(

>
X

X'(0)=0 = VA[Asenh(0) + Bcosh(0)] =0 = B=0.
X(L)=0 = Acosh(VAL) =0 = A =0.

A tnica solugéo possivel é X = 0, que é trivial e portanto ndo serve.
A=0:

X(z)=Ax+ B

X'(0)=0 = A=0;

X(L)=0 = B=0.

A tnica solugao possivel é X = 0, que ¢ trivial e portanto néo serve.

A<0:
X (z) = Acos(vV—Xz) + Bsen(v/—\x)
X'(0) =0 = vV=X[-Asin(0) + B cos(0)]
X(L)=0 = Acos(V—AL) =0
V-AL=7/2+nm, n=0,1,2,...
A= (1/2 4+ n)*n2/L2,
Xn(z) = cos((1/2 + n)wz/L).
De posse dos autovalores, obtemos J:
%/ = —a*(1/2+n)*n?/L*
3(0) = exp (-2

A solucao em série para ¢ é

a2(1/2 + n)?r?
L2

ZA exp(

Resta obter os A,,’s:

=0 = B=

/).
() cos

(1/2 +n)rx
L

()

1/2 + n)mx
ZA cos ( T ) ,
1/2 +n)mx
= Z A,, cos ( 7 ) ,
L 1/2+m)mx (1/2 +n)mx (1/2 +m)mx
_/O Ty, cos (L) ZA / cos (L) cos (L) dx
L
B (1/2 +m)rx . L
/0 T;, cos <L dmfAmQ,
2Lcos(mm) L
AL = A77L77
2mm 4+ 2
A —4T7y, cos(mm)

2mm 4+

Continue a solugdo no verso =



2 [50] Para a regiao retangular 0 < z < a, 0 <y < b da figura abaixo, resolva a equacao de Laplace

¢ 0% _
ox2  oy?
para as condigoes de contorno indicadas.
SOLUCAO DA QUESTAO:
\D(2, ) Decomponho o problema em
Yy
G=U+V,
o V2 = VU + V2V,
b com condi¢des de contorno
$(x,b) = L
U(z,0)=0 V(z,0)=0
¢(0,y) =0 bla,y) = Sy U(0,y) =0 V(0,y) =0
240
V26=0 Ulay) =607 Viay) =0,
U(z,b) =0 V(z,b) = (;sog.
0 $(2,0) =0 a g

Vemos duas coisas:

1. As condigoes de contorno de U em y s@o homogéneas; as condi¢oes de contorno de V' em z sdo homogéneas.
2. Os problemas em U e V sdo o mesmo problema, se trocarmos x por y, e a por b.

Basta portanto resolver um deles. Resolvendo para U:

Ulz,y) = X(2)Y (),
X"Y +XY" =0,

Y// X//
— =—— =\
Y X
O problema de Sturm-Liouville é obviamente em Y:
Y- MY =0

A>0:

Y (y) = Acosh(vAy) + Bsenh(vAy)
Y(0) =0 = [Acosh(0) + Bsenh(0)] =0 = A=0.
Y(b) =0 = Bsenh(VAb) =0 = B =0.

A tnica solugéo possivel é Y = 0, que é trivial e portanto ndo serve.

A=0:
Y(y)=Ay+ B
Y(0)=0 = B=0;
Y({®)=0 = A=0.

A tnica solugdo possivel é Y = 0, que é trivial e portanto ndo serve.

Continue a solugdo no verso =



A<0:
Y (y) = Acos(v—Xy) + Bsen(v/—\y)
Y(0)=0 = [Acos(0) + Bsen(0)] =0 = A=0.
Y(b) =0 = Bsen(v/-Ab) =0

V=Xb=nx

—\ = n2n?/b?,

Y, (y) = sen(nmy/b).

Em X o problema fica

"
XY = -\, = n’r?/b?

X" —n?r? /X =0
X (x) = Ay, cosh(nmx/b) + B, senh(nmz/b)

Em particular U(0,y) =0 = X(0) =0 = A, = 0; entdo

U(z,y) = Z By, sen(nmy/b) senh(nmz/b).

n=1

Resta obter B,,:

Ula,y) = Z By, sen(nmy/b) senh(nma/b)

n=1

gbo% = i B, sen(nmy/b) senh(nma/b)

n=1

b o0 b
gbO/ %sen(mwy/b) dy = Z B, senh(mra/b)/o sen(nwy/b) sen(mmy/b) dy

0 n=1

b
o / % sen(mmy/b) dy = By, senh(mm/b)g
0
b(—1)m+1 b
q&o% = B, senh(mra/b)i
2¢0(=1)"*!

B, =

mmsenh(mma/b)’

Pela simetria das condigoes de contorno, as solugoes em U e V sao:

> _1\n+1
Uz,y) = Zl m sen(nmy/b) senh(nma/b),

& _1\n+1
V(z,y) = Z m sen(nmz/a)senh(nmy/a) m

Continue a solugdo no verso =



3 — Boénus Natalino: questao nao-obrigatdria valendo pontos adicionais. [20] Durante 364 dias por
ano, enquanto os gnomos fabricam os presentes de Natal, Papai Noel ndo tem muito o que fazer: seu hobby é
resolver equagoes diferenciais. Este ano, Papai Noel resolveu a equacao diferencial

0 0 5
afqﬁ + am_5/3a—1ﬁ =— {3/1_1 + 204/@1/3] (%8 ¥(k,0) = f(k)

(onde « é uma constante, e f(x) é uma condigao inicial conhecida), transformando o lado esquerdo na derivada
total dip/dk, identificando as linhas caracteristicas, e integrando. Obtenha a solugao de Papai Noel para ¢ (k, 7).

SOLUCAO DA QUESTAO:

Este é obviamente um problema para ser resolvido pelo método das caracteristicas; compare:

I 3], _ 9% —5/30¢
{3/@ + 2ak P = aﬁ—i—om pe

@ oY dr oy
de ~ 0k | dk O
A equagao caracteristica é
d 5
é = ar%/3,
dr = a3 dk,

/dt:a/ k23 dk.
0 X

Note que na notacao utilizada x é a configuragao de x em 7 = 0; integrando:

S 3o {X_2/3 _ 5—2/3} 7
2
2
37' _ X—2/3 . K—z/:a,
«Q
~2/3 _ 2T 23
3a ’

o 2T —2/3 —3/2
X(K,T)—|:3a—|-/€ .
De fato: 7 =0 = x = k. Agora integramos em &x:

d’l/} — |:5 —1 +2Oél{1/3:| w7

dk

d¢ {5
3

P(r,7)
/ du _ / { 4+ 20 kl/?’} dk,
FX) u X
Y(K,T) 5/ dk /“ 1/3
In =—= [ Z_9o2 [ kY34k,
f(x) 3 k X
N
3

K3 [/»4;4/3 4/3} 7
X 2

kL4 204,%1/3] dk,

- X

Y(k,7) = f(x) <;> o exp [—; (fs"*/g - x4/3)] .

Continue a solugdo no verso =
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1 [25] Considere a equacao diferencial parcial

82¢ 1 82(;5 _ . _ s B 8 _
oz~ agr = km o 00 =0(L1) =0  ¢(z,0)=0, Z6(x,0)=0.

Obtenha uma solugao da forma
d)(xa t) = w(% t) + u(z)v

onde ¥ é uma solugdo da equacdo de onda homogénea (sem o termo —kx), e u(x) é uma solugdo de regime
permanente, que nao depende de t.

SOLUCAO DA QUESTAO:

A solugéo u(x), independente do tempo, deve atender a

2
%£+km:Q u(0) = u(L) = 0.

A solugao é

du kx?
T g
dz 2 4,
k3
u(:r):—%—i—Ax—&—B

A CCu(0)=01levaa B=0;a CC u(L)=0leva a

3
0= "7 ar,
6
kL
A=
6 b

u(x) = g [z(L? —2%)].

Como fica o problema em )7

Plp+u] 1+

_ by —
0x2 2 Ot? +kz =0,
d?u 0%y 1 9%
ALY T [Tk Y
[dgc2 + kel +8$c2 c? Ot? 0

=0

Restou, portanto, a equacao classica da onda em uma dimensao. As condigdes de contorno e iniciais em v sao:

0= ¢(07t) = 7/’(0,@ + U(O) = ’l/)((),t) =0,
0=¢(L,t) =(0,t) +u(L) = W(L,t) =0,
0=1(z,0) + g [z(L* — 2?)] = ¥(z,0) = —g [z(L* — 2%)],
0= 2 6(r,0) = o [i(,0) + u(a) > 2 0(,0) = 0.

Continue a solugdo no verso =



Este portanto é um problema de valor de contorno e inicial (a equagdo da onda) perfeitamente bem especificado.
Separando as varidveis em ):
X/IT _ lXT//
=3
X// 1 T//
_— = —— = >\
X 2T

Existe agora um problema de Sturm-Liouville em x cléssico, e ap6s a usual discussao de sinais obtém-se

n2m? nwr
An:—?, Xn(l'):SGHT.
As solugbes para v, portanto, deverao ser do tipo
= t t
P(z,t) = Z [An cos % + B, sen mTLC} sen %
n=1
0 nmwe nmct nmct nwT
atw(x,t) =7 {—An sen —— + B, cos T ] sen ——
Agora,
0
5 (2,00=0= B, =0
k
P(x,0) = ~% [z(L? - 2%)],
k = nmwr
2 2
—6 [Qf(L — X )} = ;AnsenT =

A integral desta solugao foi calculada por MAXIMA com

declare( [m], integer)
assume ( m > 0 )
assume ( L > 0 ) ;

f @ - (k/6)*x x * (L2 -x"2) * sin(mx*Ypi*x/L)
(2/L)*integrate(f,x,0,L)

)

cujo resultado é
2k(—1)mL3

m373

Ay =

A solugao completa portanto é

ko 5 = 2k(—1)"L3  nmet  nmx
(;S(x,t):gx(L —x )+Z 3.5 oS~ sen——au

n=1

Continue a solugdo no verso =



2 [25] Considere a seguinte variagdo do “problema de Sutton”:

oD [0

0z 0z

or 0z ; Q(0,2) =0, Q(x,0) = Qo, Q(z,00) =0.

Suponha que U e K variam com z segundo
m
E — i K = U zlfmzm
Uy 20 ’ mC 0"

Nas equagoes acima, m e C sdo adimensionais; [u.] = [U] = LT [2] = [2] = [20] = L e [K] = L?T~%.
Usando a varidvel de similaridade )
=2 (2) 2
20 T

obtenha uma equacao diferencial ordinaria na varidvel independente &, e as condigoes de contorno que ela deve
atender. Nao é necessario resolver a equacao.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Trata-se de um exercicio de aplicagao sistematica da regra da cadeia.

§: [CQZO—Qm] 22m+1m—1;

% =— [02262”1] Z¥mtlg—2.
% =(2m+1) [022627”] z712m,
Agora,
v92 - U%%
= —U [C%z5 %] 22t _2%
= —Clu, (;)m [C2252™] z2m+1x’2%
= —C’Su*zo_?’mfm“x’Q%;
R e+ =
— e 1) [C P 0
= u*CzO_mzLT:lzme_lg;
%K%—g =u,Czg™ (2m + 177)1(771 +1) x_lzm% + “*Czo_m%“zm+lx_lcf;é2?£
=uCz ™ (2m + 1m(m ha 1)33_127"62? + U*C3zo3m(27n7;—1)223m+1x—26§§é2

Continue a solugdo no verso =



Reunindo todos os termos na equagao diferencial original:

0Q 0 _.0Q
—-U—= — K—2 =0:
ox + 0z 0z ’

d 2 1 1 d 2 1)? d?

C3u*z0—3mz3m+1$—2£ —&—u*Czam( m+ Tzl(m‘i' )x—lzmdcg +u*c3zo3m(mnt‘)zsm+1x—2d£? _ 0.

am_gmi1, —20Q o @mADm+1) o, dQ —am 2m A1) g 5 d?Q
C3z03 L3ml,, 2754‘020 - r 1zmd7§+03203 — L3ml,, 2752:0;

—3m, _1dQ —m @mAD(m+1) ,,dQ 3 (2m £ 1) ~1d°Q
03203 z3m+1$ ldié-—"_CZO - Zmdig_’_ci’u 03 - z3m+1 1752:0;

_ _,dQ Cm+1)(m+1) ,,dQ o (2m + 1)2 _,d%Q
3,—2m 3m+1,_—-12% m % 3,—2m 3m+l,.—-17 % _ .
Cz "™z x d§+C - z dg—i—CzO % x i@ 0;

_ 1dQ  (2m+1)(m+1) Q o (2m + 1)2 _,d%Q
2 2m _3m—+1 1% m % 2 2m 3m+1 17 % —0-
Cozy "™z x d§+ o d§+C B R x i@ 0;

_ , _1dQ  (2m+1)(m+1)dQ o (2m + 1)2 _,d%*Q
2_—2m _2m+1_—1 2_—2m 2m+1, 1 _ N
CZO Zn xr Ter m 75+Czo TZ” d7£2_07
(10 | D+ 1)dQ | emt 1P PQ _
dg m dg m ez

Nada mais é estritamente necessario, mas fazendo ainda
X = Q
Qo
e multiplicando por m:
2 dl _

(2m + 1)2§d—x +

a2 [(2m + 1)(m + 1) + mé]

dg

Note ainda que:

z—=0=¢&— oo
z— 00 =& = 00
z—>0=¢—0.

Portanto, as condiges de contorno em x (&) sao

0.

Continue a solugdo no verso =



3 [25] Se Y é uma varidvel aleatéria com fungao densidade de probabilidade

E/u k+1 Ak
fY(y) = - <) 6_(?) ’ Yy Z 07

u\y

onde k e u sdo pardmetros, obtenha E{Y'}.

SOLUCAO DA QUESTAO:

() -

4k o

1
dy =u {—kt_;_l} dt =

By = [ ] ()] et

oo
:u/ t=Vke=t gt
0

F(x):/ t*~le~tdt,
0

Sabendo que

fago —1/k =« — 1 e concluo que
E{Y}=ul'(1—-1/k)n

Continue a solugdo no verso =



4 2011-10-02T10:52:05 Incluida em matappa.tex [25] Considere uma base E = {ey,...,e,} nio necessa-
riamente ortonormal de um espaco vetorial genérico V. Um vetor « qualquer de V é & = Y z,e;. A

representacio matricial de @ é [r] = |21, 2,...,2,]7, onde []T indica a matriz transposta. A notacao (, )
indica o produto interno.

a) [10] Se (e;, ;) = M; j, mostre que M; j = M7 ,.

b) [15] Exprima (z,y) matricialmente, em funcio de [z], [y] e de [M], onde [M] é a matriz cujos elementos
sdo os M; ;’s definidos acima.

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) De fato,

iyjzxr (ey-e.)
- iyj Zz (ei, e;)
izx: (eres)u;
= Zixi‘szy]

= [;*]TJ[M] [y] =

Continue a solugdo no verso =



TT010 Matematica Aplicada II
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NOME: GABARITO Assinatura:

1 [30] Se f(z) é a fdp de uma distribuicao de probabilidade, a fun¢do geradora de momentos de f é uma
transformada integral, definida por

Glu) = [ :O f(z)e™ da.

Mostre que

dG
— ={&X).
du u=0
SOLUCAO DA QUESTAO:
“+o00
Z—G = xf(x)e"” du;
U — 00
dG Foo
T :/ zf(x)der=(X) m
u=0 — 00

Continue a solugdo no verso =



2 [30] Calcule a transformada de Fourier de f(z) = e~ ¢,

SOLUCAO DA QUESTAO:

iy 1 oo —|z| ,—ikx
flk)=— e e dy
21 J_ o
1 r rO ) 400 )
- = / ez e—ika: dx +/ e—me—zkm d$:|
27 | ) _ s 0
1 [/ . oo :
— / 6(171]6)1 dx +/ 67(1+7,k)a: dl‘:|
2 lJ —oco 0
_ 1 -exp((l —ik)z) |’ —exp((1 +iz)z)|™
o | T (k) | a+rik) |,
17 1 1
=— o
o [(T—ik) (Lt ik)
11
T rigkzt

Continue a solugdo no verso =



3 [40] Lembre-se da prova da semana passada, e resolva completamente o problema

¢ 1 09¢
5 "oz =k 0(0.)=0(Lt)=0,  (,0)=0,

fazendo ¢(x,t) = (z,t) + u(z) e obrigando u(z) a respeitar as condi¢oes de contorno.

SOLUCAO DA QUESTAO:
A solugio u(z), independente do tempo, deve atender a

2

d
dT:Z +kr=0,  u(0)=u(L)=0.

A solucao é

du kx?
w2 A
3
u(z) = —k%—i—Aa:—&—B
A CCu(0)=01levaa B=0;a CC u(L)=0leva a
3
6
2
A
6
k 2 _ 2
u(x) = 3 [z(L? — 2?)]

Como fica o problema em 7

0z a2 ot =0
d?u 0% 1 9y
gz TRl g~y =0

Restou, portanto, a equagao classica da difusdo. As condigoes de contorno e iniciais em 1) sdo:

0= ¢(07t) = 7/)(070 + U(O) = 1/J(Oat) =0,
0=¢(L,t) =4(0,t) +u(L) = Y(L,t) =0,
0=1¢(z,0)+ g [(L* — 2?)] = P(x,0) = —g [z(L* — 2?)].

Este portanto é um problema de valor de contorno e inicial (a equagdo da onda) perfeitamente bem especificado.
Separando as varidveis em :

1
X'T = —X T
Q@
X// 1 T/
X 2T
Existe agora um problema de Sturm-Liouville em x classico, e ap6s a usual discussao de sinais obtém-se
2,2
nm nwx
Anzfﬁ, Xn(I):SenT.

As solugoes para v, portanto, deverao ser do tipo

o0 2,224
P(x,t) = ;An exp (_n 7;2a ) sen nzm

Agora,
k
P(x,0) = ~% [a:(L2 - x2)} ,
—% [#(L? - 2%)] = ZAnsenw =
n=1
L
_ ﬁ 2 2 mnx _ £
/0 5 [#(L* — 2%)] sen dx—AmQ,

Continue a solugdo no verso =



A integral desta solucgao foi calculada por MAXIMA com
declare( [m], integer)
assume ( m > 0 )
assume ( L > 0 )

f : - (k/6)* x * (L"2 -x~2) * sin(mx}%pix*x/L)
(2/L)*integrate(f,x,0,L)

;
5

;

;
H

cujo resultado é

A, =

m3m3
A solucao completa portanto é

k 2 2k(—1)" L3
¢(I7t) = EI(LZ — 1'2) —+ Z W ex
n=1

2k(—1)m™L3

o

L2

n2nla?t nmwx
sen n

L

Continue a solugdo no verso =



