TT009 Matemética Aplicada I
P01, 14 Mar 2006 O

Prof. Nelson Luis Dias
NOME: GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

1 [30] Resolva as seguintes equacdes:
a) [2.2-2b] [10]
y' +4y =38
b) [2.2-2 1] [20]

d
Pl pay 4y =1
dy

SOLUCAO DA QUESTAO:

a) Fago y = uv e substituo na equagao diferencial:

dv du
- 4 duw =
udx+vdx+ uy = 8§,

u|—+4v| +ov
dzx

du
— =8.
dxr
dﬁ
dx
di
v
Injv| = -4z + Kk
|1}| _ k//€74m’

v = ke 4*.

= —4v,

= —4dx

du 2
7:744x
& Rl

u(z) = %e“ +C’

2
y(z) = [keM + C”} ke 4,
y(z) =2+ Ce " n

b) re-arrumo a equagao para vé-la melhor:

Continue a solugdo no verso =



ud—v+vd—u %—i+4
dy dy oy y> 7
u[dv—kv]—&—vdu—l—kél
dy y dy —y*
v _ v
dy y’
v _ _dy
vy’
Injv|=—1Inly| + &,
In [v| 4+ In|y| = &/,
Infoy| = &',
luy| = k",
vy =k,
k
v = —.
Yy
k du 1
,7:74_4,
ydy  y?
d 1
k7u27+4y7
dy y
ku=In|y| + 2y + k1.
1
2(y) = [yl +29% + k]
1 kk
y Yy
1 C
=n|y|+2y+y.

< | &

Continue a solugdo no verso =



2 [2.2-12b] [30] Dada a equacio diferencial de Riccati:
y =y’ —ay+1,

e sabendo que: (i) Y(z) = z é uma solugao particular e (ii) a integral [ exp(z?/2)dz nio pode ser obtida em
termos de fungoes elementares — devendo portanto ser deixada como estd —, procure a solugao geral na forma

1
=Y —
Ya) =Y (@) + o
SOLUCAO DA QUESTAO:
Primeiro calculo %:
dy 1 du
Y’ _ =
dzx (z) u? dx’
dy __ Ldu
dr u? dx’
Em seguida substituo na equacao diferencial:
1d
1- ﬁﬁ = (z+1/u)? — a(z +1/u) + 1,
1d
1——2d—u = 2?4+ 2x/u+1/u? —2® —x/u+1
u? dx
1d
_ﬁﬁ =2z/u+1/u® —z/u
1 du
i z/u+1/u?
_du zu+ 1
de
du
e —zu —1
du +au= -1
dx -
Faga u = vw:
dl + dﬁ —+ = -1
wo— T v+ avw = -1,
v dw + zw +wd—v =-1
dx de
dw
a = —Tw,
d
& —zdz,
w
In|w| = —2?/2 + K,
lw| = k" exp(—2?/2),
w = kexp(—z?/2).
d
kexp(—x2/2)d—z =—1,
dv -1
e ?exp(x2/2).
-1
v= ?/exp(x2/2) dz + C".

u = vw = —exp(—2?/2) /exp(x2/2) dx + (kC") exp(—x?/2);

w = exp(—a?/2) [c - / exp(z?/2) dx] .

Continue a solugdo no verso =



A solucao geral é
y(@) = o+ 1/u(x).

Continue a solugdo no verso =



3 [2.5-1i] [20] Resolva
(sen xy + xy cos xy) dx + x2 cosxy dy = 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Teste de uma diferencial exata:

0
(senzy + 2y cos y) =22z cos(zy) — 2’y sin(zy),
dy
o 2
Ola” cosay) =2z cos(zy) — 2’y sin(zy);
Ox
OK.
Compare a forma diferencial com
oF oF
dFF = —d — dy.
Ox T dy 4

Agora, as integrais de cada uma das expressoes em relacdo a x e a y sao:

Em relagao a z :

OF _ sen(ay) + oy cos(zy);
5, = sen(ay) + zy cos(zy);

F(z,y) = /(sen(a:y) + zy cos(zy)) dx

= xsen(zy) + A(y).

Em relagcao a y :

oF )
FT x“ cos(zy);
F(z,y) = xsen(zy) + B(x).

Comparando-se os dois resultados, a resposta do problema é

zsen(zy) =Cn

Continue a solugdo no verso =



4 [2.4-9] [20] Mostre que

y' = f(z/y)
pode ser transformada em uma equacao diferencial separavel por meio da mudanca de varidvel
_ y(z)
w(x) = .
SOLUCAO DA QUESTAO:
Se w=y/x,
y = zw(x),
dy dw
A Tdw T
d
10w = f(1/w),
d
10 = f(1jw) —w,
dw B dfac
fjw)—w

que é uma equacao diferencial separavel m

Continue a solugdo no verso =



MATEMATICA APLICADA I —

TT009 — TURMA A — UFPR —

Prof. Mauricio Gobbi - Aluno:

AVALIACAO P2
26-03-2009

1 Encontre a solugao geral de:

a) [3.4-4m] [15]: ¥ + 4" — 2y = 0.

b) [3.4-6f] [15]: ¥ —3y" + 3y —y =0

SOLUCAO DA QUESTAO:

a) Equacdo homogénea com coeficientes constantes. Substituo y = e’®

na equagao:
NHA2=2)eM=0=> (VP +N2=2)=0=> A =1, g =140, \g=—1—1i.
A solugéo geral é a combinacao das 3 solugoes LI:
y(z) = Ae® +e " (Be' + Ce™ ™).
b) Substituo y = e** na equagao:
W =3 43— 1M =0= (N =32 +3A-1)=0=> XA\ == A3 =1.

Raiz A\ = 1 repetida, procuro:

Substituindo na equacgao:
A"(z) =0= A(z) = B2* + Cx + D = y(z) = (Bz®> + Cz + D) €".



2 [3.5-10¢,d] Seja um pistao de massa m no centro de um cilindro de 4rea seccional A e comprimento 2L, como na figura. Supondo
a lei de Boyle para a pressao p e o valor p = py em ambos os lados quando o pistao estd na posigao central x = 0. Sabendo que
ao ser perturbado a equacao que governa o movimento do pistao é

T
ma + oAl 5 = 0.
expanda o termo nao-linear +5*— em série de Taylor em torno de = = 0 e, supondo = < L, [15] PROVE que a equagao se torna
2p0AJf
"
x —— =0.
* L

[15] Encontre, resolvendo a equagao acima, a frequéncia de oscilagdo do pistao.
Dica: série de Taylor: f(z) = f(zo) + f'(z0)(x — 20) + 3./ (20)(z — x0)? + ...
F—2z

|

L L

SOLUCAO DA QUESTAO:

Primeiramente, expandir em série de Taylor emtorno de x = g = 0 a fung@o nao-linear:

T - T n T ' +l T " _0+i —&-O—i
22—z \12-22) T \12-22) " 2\12-22) _, LT T L%

Substituindo a fungao pela sua Série de Taylor truncada, a equagao se torna:

% L v, 2poA _
mx +2p0ALﬁ—0.:J; + T x=0
Resolvendo: inserir x(t) = e* na equacio acima, fornece: A2 = %1t %. A solucao geral fica:
. [2pgA . [2pgA 2po A 2po A
z(t) = Ae’ mi b4 Bem WV W = Ccos \/ Po24 ) 4 Dsen Po2y )
mL mL
O periodo minimo de oscilagdo T' é o tempo tal que o argumento do seno e o do cosseno deve variar entre, por exemplo, zero e 2m:
2p0A
T = 2m.
mL T

A frequéncia é, por definigao,

— 1 2p0A
=T 1= _—,/ .
! 2V mL



3 [3.6-11] [20] Resolva:
d2
(x+ 2)2ch2; —y=20. DICA : substituaz =1¢— 2

SOLUCAO DA QUESTAO:
Usando 2 4+ z = t, e dr = dt na equagao:
d?y
2 —
Pz =0

Equacao de Cauchy-Euler. Substituindo y(t) = t*, temos
AAA=1) =1 =0=>AA-1)—1=0.

Portanto,

Al =

e a solucao geral é entao:
Vs —VE
y(t) = At 2" + Bt 2.

Em termos de x:
145

yz) =A(x+2) 2 +B(x+2)

1—V5
2



4 [3.7-4n] [20] resolva
22y —xy — 3y =4x, —oo<x<0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Equagao na forma conveniente:
1 3 4

y”—fy’—fzy:f
x x X

Solugao homogénea:

B
yh=a"=>2 " AA=1)=A=3)=> ) =3, )\2:—1:>yh:Ax3—|—;.

As solugoes LI sdo da forma y; = 23, yo = 1/2. De acordo com o método de variagdo de pardmetros, vamos procurar a solugio
particular:

() = Al)n () + B(a)ya(a) = Alw)a® + Bla)

Substituindo esta expressdao na equagao diferencial, e impondo A'y; + B’y = 0, ficamos com
/17 /1.7 4
A Y1+ B Yo = —
x

formando 2 eq’s com 2 incog’s (A’ e B’). Resolvendo o sistema: A’ =273 e B’ = —z, entdo:

1 1 1 1 1 D
A=——2724C, B=—2’+D=y@)=(—z02+C )2+ (22> +D) - =2+ Ca®+ =
2 2 2 2 T T



TT009 Matemética Aplicada I
P03, 17 Abr 2009 100
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

1 [30] [4.2.7] Se y"" +p(x)y’ +q(x)y = 0, e p e g sdo analiticas em 1z, entdo a equagdo diferencial admite solugoes
em série y(z) = > 07 a,(z — zo)™. Obtenha 2 solu¢des LI em série, até o quarto termo, de y” +2y' +y =0
em torno de zg = 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faca

0
y - AnT
n=0

o0
/ n—1,
Yy = § nanx 5
n=0

y" = Z(n — Dnayz" "7,
n=0
e substitua na equacao diferencial:
oo oo oo
Z(n - 1)nanx"_2 + 2 Z nanz" ' + Z apx” = 0.
n=0 n=0 n=0
Escolha ™ para o expoente comum; entao:
m=n-—2
n=m-+2
no primeiro somatério, que comegara de m = —2,; e
m=n-—1
n=m-++1
no segundo somatorio, que comegard de m = —1:
o0 oo o0
Z (m+ 1)(m + 2)ay,p22™ + 2 Z (m+ Dapmprz™ + Z anz” = 0.
m=—2 m=—1 n=0

Agora, note que os dois primeiros termos do primeiro somatério, e o primeiro termo do segundo somatorio, sao
identicamente nulos devido aos termos (m+2) e (m+1); portanto (e revertendo para n em todos os somatérios):

o0 o0 o0
Z(n + 1) (n+2)aptoz™ +2 Z(n + Dappr12"™ + Z apx™ =0,
n=0 n=0 n=0
ou:
o0
Z [(mn+1)(n+2ant2 +2(n+ 1)ansr +ay)z™ = 0.
n=0

Continue a solugdo no verso =



Obtém-se uma tnica relacao de recorréncia,

2(n+ Danpt1 + ay
(n+1)(n+2)

Ap+2 = —

Substituindo-se m porn +2: m=n+2; n=m —2:

2(m — Dam-1 + @m—2

Am = —

(m—1)m
Partindo de ag =1, a1 = 0:
Lo 1 1 1 1 1
=50 79 3 T 300 144

Partindo de ag =0, a1 = 1:

e duas solugoes LI sao

1 1 1
Yy =14+0x — —2?+ -2 — Z2* 4 ...

2 3 8

1 1
Yo =041z — 2?2+ —2® — —zt + ...

2 6

Continue a solugdo no verso =



2 [40] [4.3.6-k] Obtenha pelo menos uma solugio de
z(l+a)y" +y=0
com o método de Frobenius, em torno de x = 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

o]

_ § n—+r

y - a”I’L'T Y
n=0

(oo}

y/ — Z(n + T)an‘rnJrrfl’
n=0
o]
y" = Z(n +r—1)(n+r)a,z"" 2.
n=0
Substituindo-se na equacao diferencial:
:L_y// + :I:lel + y — 07
oo oo o0
Z(n +r—1)(n+r)az" T 4 Z(n +7r—=1)(n+r)a,z"" + Z anz" " = 0.
n=0 n=0 n=0
Agora:
m4+r=n+r—1,
m=n—1;
n=m+1.
Substituindo-se n por m no primeiro somatério:
o0 o] o]
Z (m+r)(m+7+ Dapa™ " + Z(n +r—1D(n+r)az"t" + Z anz™" = 0.
m=—1 n=0 n=0
Trocando-se novamente m por n, e separando-se o termo n = —1:

[(—1 +r)r]agz™*+

Z {l{n+r)(n+r+1D]ap +[(n+r—1)(n+7r)+1a,} 2" =0.

n=0

Sem perda de generalidade, escolhe-se ag # 0, donde r = 0 ou 7 = 1. A menor raiz pode levar a duas solugoes ou
a nenhuma, mas a maior raiz certamente levara a uma delas. Como o enunciado pede pelo menos uma, escolho
r = 1 para achar uma raiz. Para r = 1, a relacao de recorréncia é

(n+1D)(n+2)ants +[(n)(n +1) + 1 an =0,
m(m~+ Day + [(m—1)m+1]am-1=0
m?2 —m+1
m? +m
n?+n+1
(n+1)(n+2)

Amp = — Um—1,

Ap+1 = —

Donde: ) . . o1
S e S N T
(@) “’[ 2" 1T T Y T e }

Como r = 1, trata-se de uma série de poténcias, cujo raio de convergéncia pode ser calculado com o Teorema
4.2.2 do livro texto:

1
R=————=1.
lim,,— oo | EmtL
Am
De volta a equacao diferencial, vemos que o raio de convergéncia é tao pequeno porque, além de x =0, z = —1
também é um ponto singular: a série em torno de z = 0 “esbarra” na singularidade em x = —1.

Continue a solugdo no verso =



3 [4.5.10] [30] Sabendo que

mostre que

o » I'(1
0 p
SOLUCAO DA QUESTAO:
Faga
P =t,
paP~tdx = dt,
z=t'/P,
xp_l = tpTTl

e substitua na integral:

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I
P04, 08 Mai 2009 100

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

1 [5.2-9] Calcule a transformada de Laplace de e cosbt de duas formas: a) [15] usando a definicdo de trans-
formada de laplace e integrando por partes; e b) [15] usando cos bt = Re{e?!}

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)

o0

e sen bt

o
L{e®cosbt} = / e~ (5= cos btdt =
0

_(s—a) [_e_(s_“)t

—(s—a)t _ 0
+ (s—a) / e~ (5= gon btdt
b 0 b 0

— L —a) / e~ (5= cos btdt
0 b 0

cos bt

b b
Supondo s > a, os termos de fronteira em 400 — 0. Notando que cos0 =1 e sen0 = 0:

oo _ —_ 2 o0
/ e~ (5= cosbtdt = (s 5 a) (s 2a) / e~ 57 cos btdt,
0 b b 0

Portanto:

00 -1
ot gy G [ =] (s a)
/0 e cos btdt = { + = P (o a)

b) Combinando os exponenciais, integrando e tomando a parte real:

L{e%cosbt} = Re / eibt"’(a_s)tdt}
Lo
I (ib+a—s)t |
=Re |
I (ib+a —s)|,
[ 1 (a —s)—1b
1 (ib+a—s)] e{ b2+(a—s)2}
_ (a—ys)
R

Continue a solugdo no verso =



2 Calcule a transformada inversa de:

a) [5.3-1c] [15]: 1/(s? — a?).

b) [5.3-3g] [15]: (s +1)/(s® — ).

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) Usando a tabela:

1 1 a senh at
-1 —_— = - -1 —
£ {52—6L2} aﬁ {SQ—CLQ} a

s+1 1 1 1

s2—s s—1 ss—1

[,_1{ 1 }:eat’
s—a

a transformada da soma acima é (usando convolucgio entre 1 e ef):

Como

t
et—l—/ eTdr = 2¢! — 1.
0

Continue a solugdo no verso =



3 [5.4-1n] [20] Resolva para (t):

2"+ — 2 =1+ et’

x(0) = 2/(0) = 2" (0) = 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Aplicando Laplace com as condigoes iniciais: s*T + s2Z — 257 = 1/s + 1/(s — 1), entdo

2(s —1)%2(s+2)
2 1

s(s —1)2(s+2) s2(s—1)2(s+2)

£ {<1>2<+2>} -e {< - 1§2<s+2>}

=2 (1 x tel % e_zf’) — (t * te! x e_zt)

3 t
=Ze? —(t+1)e' 4 = + -

1
2 4

Continue a solugdo no verso =



4 [5.6-1b] [20] Resolva:

SOLUCAO DA QUESTAO:
$°T — sx(0) — 2/(0) — 4T = 6e™°,
S?T+ 3 — 4T = 6e %,
T(s? —4) = 6e7° — 3,

__ 6e? -3
T e g
_ 6e7® 3
$2—4 s2-—4
6 4 . 3 4
2132—46 _132—4:>

6 3
x(t) = EH(t —1)senh2(t — 1) — 1 senh 2t m

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I
P05, 22 Mai 2009 100
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Nao basta “copiar e colar” da tabela abaixo nas questoes: quando
um resultado for pedido explicitamente, ¢é preciso deduzi-lo; quando uma das re-
lagoes da tabela for wutilizada, é preciso menciona-la e justifica-la. Boa prova.

1 [30] [11.2-3] Calcule todos os autovalores e autovetores de:

a) [15]
o -
0 1 1
0 1 1]
b) [15]
(4 4 4]
4 4 4
(4 4 4]
SOLUCAO DA QUESTAO:
A solucao por MAXIMA é:
(%i1) a : matrix( [2,0,0],
[0,1,17,
[0,1,11);
L2 0 o1
[ ]
(hol) [0 1 11
[ ]
Lo 1 11
(%i2) eigenvectors(a) ;
(%02) trro, 21, fr, 211, (o, 1, - 11, [1, O, O], [0, 1, 11]
(%13) b : matrix( [4, 4, 4],
(4, 4, 41,
(4, 4, 41);
L4 4 4]
[ ]
(%o3) [ 4 4 4]
[ ]
[ 4 4 4]
(%i4) eigenvectors(b);
(%ho4d) trto, 121, r2, 111, [t, o, - 11, [0, 1, - 11, [1, 1, 1]1]

(%i5)

Continue a solugdo no verso =



O que significa que, no caso a),

No caso b),

J*.

A =0, Aya =2, A\3 =2,
[Ul [07 ]-7 _1]T7
[U2 [17 Oa O]T7
[’Ug [07 ]-7 1]
H4 dois autovetores LI para A = 2. Eles geram um plano, cujo normal é vy X vz =[0,—1,1
A1 =0, Ay =0, A3 =12,
[va] = [1,0,-1]",
[vo] = [0 1 —1]
[vs] = [1,1,1]".
H4 dois autovetores LI para A = 0. Eles geram um plano, cujo normal é v; X vy = [1,1,1]T.

Continue a solugdo no verso =



2 [30] [7.2-4] Determine a equagdo das trajetérias no espago de fase de o’ = y?, y = —zy.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Comego montando o sistema de equagoes,

a = —TYy,

dx 9

a7

Dividindo a primeira linha pela segunda,

d

i{ —xy -z

d

A Yy
dy dt
dt dx

dy

dx ’

ydy + xdx = 0;
T

?‘F?:Cl

Continue a solugdo no verso =



3 [40] [7.4-11] O uso de autovalores e autovetores nesta questdo é obrigatério. Classifique a singula-
ridade na origem como: centro, foco, né ou sela. Se for um foco, né ou sela, classifique ainda se é estavel ou

instavel.

' =x+3y

/

y=-z-y

SOLUCAO DA QUESTAO:

Escrevo o sistema em forma matricial,

Calculo (apenas) os autovalores:

(%i1) a : matrix( [1,3],

[-1,-11);
[ 1 3 1]
(%o1) L 1
[ -1 -11]
(%i2) eigenvalues(a) ;
(ho2) [[- saqrt(2) %i, sqrt(2) %il,

de forma que os autovalores sao:

A\ = V2, Ao = —V/2i

e o ponto critico é um centro m

(1, 1]]

Continue a solugdo no verso =
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Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:
1 [15.2-3d] [30] Seja a curva R(7) = cos (i + j) — v2sen7k, onde 0 < 7 < co. Encontre o comprimento s(7)
da curva entre 7 = 0 e um valor arbitrdrio de 7, sabendo que s(7 = 0) = 0. Neste problema, {i,j, R} sao a base
ortonormal cartesiana do R3.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Primeiramente, o comprimento da curva serd s(r) = fOT ds. Resta calcular o comprimento elementar ds em
funcao do parametro 7:

T:\/CflR~deT:\/R’~R/dT.
T

ds = dR||:‘C;R‘dT:\/dR'de :
T T

dr

Como R/(7) = —sen(7)[i + j] — V2 cos 7k, temos

ds = \/2(sen27 + cos? 7)dr, s(T) = / V2du = V21
0

Continue a solugdo no verso =



2 [15.5-1b] [40] Usando a férmula dA = ||R, x R,||dudv, calcule a 4rea da superficie do cilindro 22 4 32 = 1
entre o plano z = 0 e a superficie z = 1 — y?. Dica: use z = u, £ = cosv, y = Senv.

SOLUCAO DA QUESTAO:

dA = ||R,xR,||dudv = ||(0,0,1)x (—senw, cos v, 0)||dudv = ||(— cos v, — sen v, 0)||dudv = /sen? + cos?dudv = dudv

Os limites de integragdo sao [0,7/2] e [0,1 — sen? v] para u e v respectivamente. Portanto, a drea pedida ¢ dA,

fica
27 1-sen? v 2 27 2m
/ / dudv = / 1 —sen® vdv = / cos? vdv = cosvsen v|3" — / —sen? vdv.
o Jo 0 0 0

27 27 27 1—sen’v
2/ sen? vdv = / dv =27 — / / dudv =7
0 0 0 0

Portanto,

Continue a solugdo no verso =



3 [16.8-2d] [30] Seja S uma superficie fechada em torno de uma regido de volume V' e i1 o vetor unitario normal
a dA. Prove que [[¢n-(i+j+k)dA = 3V. Neste problema, {i,j,k} s@o a base ortonormal cartesiana do R?.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Questao anulada por erro de enunciado.

Continue a solugdo no verso =
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1 [23.3-9b] [30] Se C ¢ o circulo |z = 3, calcule

740 Z(zdi 5)’

SOLUCAO DA QUESTAO:

e [5<z1—5> - 51] o

Continue a solugdo no verso =



2 [24.3-4b] [30] Obtenha os 3 primeiros termos nao-nulos da série de Laurent de

em 1 < |z] < c0.

1
22 +1

SOLUCAO DA QUESTAO:

Note que |z| > 1, e que portanto é preciso ter o cuidado de construir um termo cujo médulo seja garantidamente

menor que 1 no denominador, antes de gerar uma série correspondente:

1
22 +1

1 1
1 1
22 22
1 1
22 A

1

26

1

z

-

1

26

— +...

Continue a solugdo no verso =



3 [24.5-7] [40] Calcule Y

/ e cos(2ax) dx = %e“f (a>0) ia
0

integrando f(z) = e~*" em torno do retdngulo (mostrado na figura) com vér-

tices em 0, R, R+ ia e ia, e usando (o valor conhecido d’)a integral

/ e dg = ﬁ
0 2

SOLUCAO DA QUESTAO:
Comego etiquetando os segmentos de integracao:

[Ov R] = Hy,
[R,R +ia]l =V,
[R +ia,ia] = Ha,
[ia, 0] = V.
Seja agora
Fz) = e e,

é evidente que, sobre Hi, z =z, e

lim R f(z)dz:/ e cos(2ax) dx,
H, 0

R—o0

que é a integral desejada. Também é evidente que f(z) é uma funcio inteira, ndo havendo singularidades nem
dentro, nem fora da trajetéria fechada de integragdo. Agora, em Vi, z = R + iy, dz = idy, e

a
f(z)dz = / o~ (R+iv)? 2ia(Rtin)j g,
1 y=0

2 . 2 . 2,
6_(R +2Riy—y )e2zaR—2y Zdy
0

a

2_ 2 .
e—R -y 62(_2Ry+2Ra)’Ldy;

0

Sl

1dy

‘ e—R2 —y? ei(—2Ry+2Ra)
0

Sl

IA
cd\::\@\::\@\p

2 2
‘e_R Y dy‘
=0
a 2 2
e B dy=ae

IN

— 0, quandoR — oo.
=0
Sobre Vs, z =iy, dz = idy, e

0
7(1y 21a zy)Z dy

76

a

"l

0

/ QayZ dy
y=a

“J.

0
eV’ —2ay; dy.
a

Esta integral nao se anula quando R — oo; porém, note que

R [ f(z)dz=0

V2

Continue a solugdo no verso =



Finalmente, sobre Hy, z = x + ia, dz = dx, e
0 2
f(z)dz = / e~ (wtia)” ia(ztia) g,
0
:/ 67(I2+2ima7¢12)62ia172a2 dr

0
2o 2 16055 2
:/ e~ % 2iza+a“+2iza—2a dx
0 2 2
:/ e 7Y dx.
R

0
lim f(z)dz = e’ / e dr = —e‘“zﬁ.
Hs 2

R—o0 LS

Portanto,

Concluimos que, no limp_.: a integral sobre H; possui uma parte real igual a integral desejada; a integral sobre
V1 tende a zero; a integral sobre Hy é puramente real e de valor conhecido; e a integral sobre V5 é puramente
imaginéria. Pelo Teorema de Cauchy, segue-se que

%[ . £(2) dz] . f(z)dz =0,

n| [ 1) i) =~ [ s

o
/ e cos(2azx) dx = e’ g "
0

Continue a solugdo no verso =
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1 [3.7-2q] [25] Resolva
y" —y"” = 6z 4+ 2coshz.

SOLUCAO DA QUESTAO:
A equago caracteristica da equagdo homogénea associada é

Mo =2\ -1)=0
cujas raizes sao A =0, A=0e A = 1. A solugdo da homogénea associada, portanto, é
yn(x) = A+ Bz + Ce”.

Tento
yp(x) = A+ Bz + Ce®,

onde agora A, B e C sao fungoes a determinar. Derivando,
y,=A 4+ B'x 4+ C'e” +B 4 Ce”,
—_———

y]/j/ :BI+C/65E +Ce£13’

y, =C'e” + Ce”.

Os termos sobre as chaves horizontais sdo zero para “controlar” as derivadas de A, B e C, impedindo que surjam
derivadas de mais alta ordem. Substituindo as expressoes encontradas na equacao diferencial nao-homogénea,
C'e” + Ce®” — Ce® = 6x + 2coshx

C' = 6xe™™ + 26_35%

C'=6re ®4+1+e 2
Cz)=—6(z+1)e®—e2/242
B +Ce" =0
B = —[6ze " +1+e *]e"
=— [63:—&—6”’ —&—e_”]
B(z) = —32? — (¢® — &™)
A — [6ze ™ +1+e > we” + [bre " +1+e ] e” =0
A(z) = 2(e” — ™) — 2e" + 223 — 322,

Juntando tudo,

y(x) = yn(x) + yp(r) = A+ B + Ce* + ze” — 2" —e “/2 —2° — 32> —6r —6m

Continue a solugdo no verso =



2 [4.2-7j] [25] Obtenha a solucdo geral de
y// _ :r3y =0

em torno de x = 0 e determine o minimo raio de convergéncia das séries.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Compare com
y' +px)y +q(x)y=0:

Em z = 0, zp(z) = 0, é uma fungao analitica, e 7?q(z) = 2° também. O ponto x = 0 é um ponto regular. Nao
se trata, portanto, de aplicar o método de Frobenius, mas sim de procurar uma solugao em série simples,

Substituindo,

Tente

oo o0

Z (m — D)may,z™ 2% — Z Um_52™ 2 =0,
m=0 m=>5

oo oo

Z (m— 1)mamacm_2 — Z Apm_5x™ 2 =0,
m=2 m=>5

6azxr =0 = a3z =0,

12a422 =0 = a4 = 0,
o0
[(m — 1)may, — apm_s]z™ 2 =0.

m=>5

Claramente, as constantes arbitrarias da solugao geral sdo ag e a;. A relacdo de recorréncia é

Am—5
Ay = ———— ©
(m—1)m
as = @, Qe = u
20 30
_ o !
410 = 7800 = 3300
- ap o aj
415 = 378000 416 = 792000
. ag _ aj
420 = 14364000 421 = 335640000

A solucéao geral é

y(z) = ag [1 +2°/20 4+ 2'° /1800 + ='® /378000 + 2° /14364000 + . . ]
+ay [z + 2°/30 + 2" /3300 + 2% /792000 + x*' /332640000 + ...] =

Continue a solugdo no verso =



O raio de convergéncia é

No nosso caso,

R = lim
n—oo |ant1
Qn,
. 1
R = lim
n— o0 an
An—5
. 1
= lim — =oom
n—oo —
oo

Continue a solugdo no verso =



3 [5.3-1a e 5.3-10b] [25] Sendo .Z a transformada de Laplace, e £~ a sua inversa,

- {3<53+8>}'
.f{/otcosi&(t—r)dT}.

a) [10] calcule

b) [25] Calcule

SOLUCAO DA QUESTAO:

a) Um caminho entre muitos é separar em fragdes parciais,

i
77 {sis} =,
g} =S

b) Por definicdo,

g

t e} t
Zz {/ cos3(t — ) d’T} = _St/ cos3(t — ) dr dt
0 T

=0

:/ / e *tcos3(t —7)dtdr
7=0 Jt=T1

De maneira ainda mais simples,

t
/ cos3(t —7)dr = )
0 3

sen 3t 1
‘f{ 3 }_s2+9'

Continue a solugdo no verso =



4 [24.5-3k] [25] Utilizando integracdo de contorno, calcule

2m
1:/ _w
o 1l+sen?6

SOLUCAO DA QUESTAO:

Faca
z=e",
dz = ie'? do;
1) = :

1+ [Z(ei® — e9)]?

_ 1

o 1 1112
1+ [g (2= 2)]

(22—=22-1)(22+22z-1)
As raizes da expressao do denominador sdo:

22 —22—1: z1:1—\/§ z2:1+\/§
2422 -1: z3=—1-V2 2 =V2-1=—2z.

Portanto, apenas z; e z4 estdo dentro do contorno C' : z = € (o circulo unitério), e ambos sdo claramente
polos de ordem 1. A integral que desejamos calcular é

2 .
I / df _ ]{ f(z) gy — f 47z &
o 1+sen?6 o iz c(22=22-1)(22422-1)

Usando o teorema dos residuos,

I =2mi (c(_li + c(ﬁ) .

Célculo dos residuos:

D~ lim diz(z— (1-v2)) _ (5v2-T7)i
L v (22 =22 —1)(224+22-1)  14y/2-20
@ lim diz(z = (V2 1)) _ (5v2 - 7)i
e (2222 1)(224+22—-1) 142 -20

10v/2 — 14
I =2mi (c(_lf +c(_4{) _ _(ov2-1dr 4443w
V2 - 10

Continue a solugdo no verso =



