TT010 Matemética Aplicada I
P01, 08 Ago 2008 O

Prof. Nelson Luis Dias
GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

1 [4,0] Seja X uma varigvel aleatéria com 0 < X < 1 e f.dp.
fx(z) =1. Seja

Y =¢9(X)= f%ln(l - X)

Ag(x)

conforme mostrado na figura ao lado. Obtenha a f.d.p. fy (y).

SOLUCAO DA QUESTAO:
A funcéo g(z) é biunivoca e crescente; portanto, posso fazer:

fy (y)dy = fx(x)de,
h@:%mmm.

Preciso portanto inverter a g:

Portanto,

Continue a solugdo no verso =



2 [6,0] Para resolver esta questao, vocé vai precisar dos seguintes fatos:
o0
I'(z) = / t* et dt, al'(z) =T (z +1).
0
A distribuicao de probabilidades exponencial-poténcia possui a seguinte f.d.p.:

2/6]

onde p € R, e 8,9 € [0,+00). A mudanga de varidvel £ = (x— p)/8 produz integrais de fungdes pares e {mpares,
mais ficeis de calcular. Fazendo ainda t = (1/2)¢2/9:

T —p
B

. 1
Ix(@) = Sismra 57298 P [_2

a) [3,0] mostre que fjooj Ifx(z)dx = 1;

b) [3,0] mostre que (X) = u.

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) Faco K = 2'+9/2T(1 + §/2) 3, e concentro-me na integral propriamente dita:

+oo 2/6 +o0 +o00
[ ol e o s o e

=—00
Na tltima igualdade, eu usei o fato de que a fungdo a ser integrada em & é par, e me livrei do [£]|, que é
analiticamente intratdvel. Agora, lembrando-me da fungdo Gama, fago a seguinte mudanga de varidvel:

T —p
B

_1 2/6.
t= 25 )
&= (2%

dt = %gQ/‘H de.

Re-escrevo a tultima integral acima:

Hoe 1 1
2ﬁ 66172/5 exp |:_2€2/5:| 552/571 dé
~———

£€=0
—_———
ot dt

Mas
(5)1—2/6 _ ((2t)5/2)1_2/6 _ (2t)5/2_1.

A integral torna-se

2B6 /toz(2t)5/21€t dt = 2(2)%/27186 /toz $5/2-1 gt gy
= (2)°/2B0T(5/2)
= 2 (27283002

=220 (146/2) =K n

Continue a solugdo no verso =



b) A préxima integral é

1 [t
K

1

T exp [—2

T — p

(X) 5

2/5
] dzx

1 [t
=% /g_mmwf) exp H |£|2/ﬂ B¢

_ M +oo 1 .2/ 1 [t 1 s .
[ e[ s g [ seow |51 s

I Iy

T=—00

mas do item a) sabemos que Iy = K; além disso, I é a integral de de uma fungdo impar de —oc a +00; portanto,
12 = 07 e
(X)=pm

Continue a solugdo no verso =



TT010 Matemética Aplicada 1T
P02, 22 Ago 2008 O
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

1 [4,0] Seja Z = max{ X, X»} (Z é o méximo de X, X;) onde X, e X, sio duas varidveis aleatérias indepen-
dentes e idénticamente distribuidas, com funcao densidade de probabilidade

=)
Sabendo que P{Z < z} = P ({X1 < z} N {X3 < z}):

a) [2,0] Obtenha a funcao distribui¢gdo acumulada de Z, e a funcao densidade de probabilidade de Z.
b) [2,0] Calcule E{Z}

SOLUCAO DA QUESTAO:
A fd.a. de X é

X

Fx(x) = /006 %e‘g/bdf =1 —exp( b).

Portanto, a f.d.a. de Z é
z.12 z 2
Fz(z) = [1 - exp(—g)} =1—2e"b4e .
Afdp. deZé

O valor esperado de 7 é

Continue a solugdo no verso =



2 [6,0] Considere a distribuigao de probabilidades cujas f.d.a. e f.d.p. s@o

Fx(z) = erf (

r—a -
7[) =

Cuidado! Esta nao é a distribui¢do normal. Nos itens b),

2 [T ) =
Jr e O I T UmE

itens anteriores mesmo que nao tenha conseguido obté-los.

a) [2,0] Mostre que E{X} = a + b/+/7.

b) [2,0] Mostre Var{X} = (1/2 — 1/m)b?.

c), d) a seguir, vocé pode usar os resultados dos

¢) [1,0] Para os dados de projeto do vertedor da usina de Tucurui, listados abaixo, obtenha a e b pelo método

dos momentos.

d) [1,0] Sabendo que erf(2,751065) = 0,9999, calcule a vazao de projeto (usando a distribuigéo desta questéo)
cuja probabilidade de excedéncia é (1/10000) (a vazdo com tempo de retorno de 10000 anos).

SOLUCAO DA QUESTAO:

Vazoes didrias maximas anuais em Tucurui, 1970-1982.

Ano  Vazio (m®s~1)
1970 34.100
1971  18.000
1972 22.300
1973 27.900
1974 42.500
1975  31.000
1976  20.300
1977 35.900
1978  47.200
1979  47.600
1980 68.300
1981 36.400
1982 41.500

a) O valor esperado de X é

b) A variancia é

B{X} = /°° 2m _

+£) ¢
\Fbe()df

=0
T
=a ue u
\F u=0
—a+f

Var{X} = /aoo {z - <a+ \}%)r \/2%17 -(=3%)° 4o
00 2 5

Continue a solugdo no verso =



Aqui, é melhor calcular cada integral resultante separadamente, da mais facil para a mais dificil:

2 oo . 2
b 2 (%) dgzbf’
T Je—o /7D v
20 [ . 2 —(%) 2b b
- - b) df = — —
Vil e T R
_w
=-—;

e a integral que apresenta um pouco mais de dificuldade é a “primeira”:

2

o) ) B

£=0

Portanto,

b
\ﬁar{)(} = Eg —";;"%

c¢) Para calcular a média e o desvio-padrao,

#!/usr/bin/python

I3

b

(

)" dg

oo

2 2
= b2 u?——e " du
u=0 \/%
b2 /°° < 2 2 )
=—— u | —2u—=e™" du
2 u:O\‘Ef/ \/%
av
b2 o e
=—— {UV —/ VdU}
2 0 0
_ b? 2 _u? e 2 /OC 7u2d
=—5 |u 71_e . 7= e U
b2
)
2w P11
™ 2 7w

eu usei o seguinte programa em Python:

# -x- coding: iso-8859-1 -%-
#
# statuc: estatisticas para Tucurui
#
from math import sqrt
#
# Uma réapida rotina para o céalculo de estatisticas
#
def stat(x):

media = 0.0

dvp = 0.0

for a in x:

media += a
media = media/len(x)
for a in x:
dvp += (a - media)**2

dvp = dvp/(len(x)-1)

dvp = sqrt(dvp)

return (media,dvp)
#

47600.0,68300.0,36400.0,41500.0]

(media,dvp) = stat(x)
print ’media = %12.0f’ % media
print ’dvp = %12.0f’ % dvp

Cujo resultado é

Agora, o método dos momentos é

[34100.0,18000.0,22300.0,27900.0,42500.0,31000.0,20300.0,35900.0,47200.0,

T = 36385,
s, = 13621.

= b= 31955,

= a = 18356.

Continue a solugdo no verso =



"

210000 — @

b

> 2,751065} = 0,0001 =

210000 — @
b
T10000 = @ + 2,751065b = 18356 4 2,751065 x 31955 = 106266 m®s ' m

= 2,751065

Continue a solugdo no verso =
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Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

1 (2011-10-02T11:05:08 incluida em matappa.tex )[3,0] Seja V o conjunto das fungdes f(z) complexas de uma
varidavel independente x real, tais que a integral

existe, com

w(m):cos%zo em—L/2<x<+L/2.
Se f(x),g(x) € V, mostre que
+L/2
o) = [ @yl do
—L/2
é um produto interno legitimo, isto é, para a € C:
(f.f) =0
(fr9) =19, /)"
(frg+h)=(f.9)+ ([ h);
(f,ag) = alf.g).

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)

pois w(z) >0em —L/2 <x < +L/2.
b)

(Note que w(z) € R)

Il
—
+
t~
~
i~}
*
8
=
8
~—
S
&
U
8
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2 [3,0] (2011-10-02T11:09:42 incluida em matappa.tex ) Para o mesmo produto interno da questao 1, verifique
se o conjunto de fungoes

i 2mnx

en(x)=¢"L", —L/2<x<+L/2, n=0,+1,+42 +3,...

é ortogonal ou nao. Sugestao: fazendo

s Iz
T e'’L +e 'L
w(x) = cosf = — s

as integrais definidoras dos produtos internos ficam mais faceis de calcular.

SOLUCAO DA QUESTAO:
E necessério verificar se (e, (z), en(z)) = 0 para m # n:

tL/2 e o amme €T —jnz
em\T), En(T)) = 671%6+2%M7€de
L/2 2

1 +tL/2 _j2mme 4 2mnz e _j2mmz 4 2mnw _max
= - e L e L "L +e L e L e 'L | dzx
L/2

2 J_
_ 1/+L/2 [ei%[(n—m)ﬂ/z]x+€i2%[(n—m)—1/z]x] de
2) 1)
L et (n—m)+1/2]x | +L/2 L i (n—m)—1/2] | TL/2
" 2ri[(n—m) + 1/2] 2 _L/2+ 2mi[(n —m) — 1/2] 2 L

Neste ponto, meramente por conveniéncia, use a méaxima de Jacques Chambriard: simplifique a &albegra,
concentrando-se no essencial. Faca

o =rl(n—m)+1/2);
f=mlln—m)-1/2].
O produto interno torna-se mais palatavel:
L ei?az/L L/2 L eiZBr/L L/2
emlT),enlx)) = — + —
(em (), en () 200 2 _L)2 28 2 _L)2

L eia _ efia L ei,B _ e*iﬁ

20 2 YT 2

+ g
= —sena+ — senf.
2« 20
Agora, a ameixa no pudim: observe que « e 3 correspondem a um niimero inteiro (n — m) de meias-voltas no
circulo trigonométrico, + 1/4 de volta. Portanto, |sena| = |sen 3| = 1, mas sen o = — sen 3, sempre. Segue-se
que
Lsena |1 1
em(x),en(x)) = - — = 0 sempre,
(em(ahen(a) = 2522 [ 1 - 2] y

e o conjunto dos e, (x) ndo é ortogonal para este produto interno m

Continue a solugdo no verso =



3 (2011-10-23T12:44:12 incluida em matappa.tex) [4,0] Se
f(z) = cosz, 0<z<m7/2

e se fr(x) é a extensdao impar de f(x) entre —m/2 e +7/2, obtenha a série de Fourier de fr(z).

SOLUCAO DA QUESTAO:

Como f; é impar, a série de Fourier é simplesmente

> 2nmx
fI(:c):Zanen pat

n=1

9 +7T/2
B, = —/ fr(z) sen(2nx) dx,
™J—x/2
4

w/2
=— / cos z sen(2nx) dx
T Jo

8n
= ———n
(4n2 — D)7
Veja como se calcula esta integral com Maxima:

(%i1) declare([n],integer) ;

(%ol) done
(%i2) £ : cos(x)*sin(2*n*x) ;
(%o2) cos(x) sin(2 n x)
(%i3) integrate(f,x,0,%pi/2);

1 1
(ho3) — m===me= + om———---

(%hi4) ratsimp (%);

(hod>  mmmm-oe-

Continue a solugdo no verso =



TT010 Matemética Aplicada 1T
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Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

1 [60] (Esta questio é obrigatéria) Dada a equacio diferencial

do 09 , B
ach%fO, ¢(z,0) = H(x) — H(z — a),
onde H(x) é a funcdo de Heaviside:
H(z) = 1, x>0,
0, =<0,

a) [50] obtenha ¢(k,t) = .F {¢(z,t)};

b) [10] escreva ¢(x,t) como a anti-transformada de Fourier de ¢(k,t); ndo tente resolver a integral!

SOLUCAO DA QUESTAO:

a) A transformada da equagdo diferencial é

~

@ﬂ'kca:o

dt
@ = —jkedt
ok, t) = d(k,0)e "t

A transformada de Fourier da condicdo inicial é

1 [t ;
F {c(x,0)} = o c(x,0)e” " dg
™ —0o0
_ L ' ek gy
27T 0
1 .
— 1— —iak )
e
Portanto, a transformada de Fourier da solugao é
" k.t) = 1— —iak —ikct.
¢( ? ) 27T/Lk |: € } €
b) A solugao serd
too 1 ) . )
1) = 1— —iak] ,—ikct jikx dk.
o(x,t) /16:700 ik [1—e"*]e e

Continue a solugdo no verso =



2 [40] (Vocé pode resolver esta questao ou a questao 3; deixe claro qual das duas vocé quer que

seja considerada: somente uma das duas (2 ou 3) sera corrigida.) Prove que

por meio dos seguintes passos:

a) (Justifique!)

b) (Justifique!)

+oo
H(z) = / #ei’” dk
k 2mik

=—00

Nos passos acima, §(x) é a distribuigao delta de Dirac.

SOLUCAO DA QUESTAO:

(a) é uma conseqiiéncia das propriedades da § de Dirac, e (b) da propriedade da transformada de Fourier da

derivada; de (b):

. 1

H(k) - 27Tikz;

H(z) = / L ke g
k=—o00 27TZI€

Continue a solugdo no verso =



3 [40] (Vocé pode resolver esta questao ou a questao 2; deixe claro qual das duas vocé quer que
seja considerada: somente uma das duas (2 ou 3) sera corrigida) Use o resultado da questao 2 para
provar que

+oo 1 ‘ A
/ 2mik {emwict) B ezk(miatia)] dk = H(x —ct) — H(z — ct — a);

—o0
e mais ainda (Resposta obrigatdéria): qual a conexao deste resultado com a Questao 17

SOLUCAO DA QUESTAO:

Basta substituir  por x — ¢t e x — ¢t — a na questao 3. De volta & questao 1,

+oo 1 4 4 '
oz, t) = / [1 _ e—zak] o—iket gika g
k

— oo 2mik

+o00o 1 ] .

:/ — |:ezk(w—ct) _ ezk(z—ct—a):| dk
k 2mik
=H(x—ct)—Hx—ct—a)m

=—00

Portanto, as questoes 2 e 3 dio a chave da inversao da transformada de Fourier necesséria para a obtencao da
solugao da questao 1A solugao é uma simples translagdo da condicao inicial H(z) — H(z — a) com celeridade
c: uma solucao de onda classica, ou ainda: uma simples advec¢ao com velocidade ¢ da condigao inicial. O que
é 6bvio (a posteriori, pelo menos), ji que a equagao diferencial da questao 1 nao possui termos difusivos.

Continue a solugdo no verso =
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Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO

Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

1 [60] Considere a equacio diferencial

d
vl ty=f

dx

(),

y(0) = 0.

a) [20] Se = tem dimensdo de comprimento ([z] = L), e y tem dimensdo de massa ([y] = M), qual é a

dimensao de f(z)?

b) [40] Obtenha a fungao de Green deste problema (Sugestao: re-escreva a equagao diferencial de tal forma

que o coeficiente de dy/dx seja 1).

SOLUGAO DA QUESTAO:
a) Evidentemente, [f(z)] = [v] = M

b)
dy y _ [©
i€ e e
m%®@+a%)y_em?ﬂq
dy (z 5 = G, 9 f(E)
. OG z,§) +/§ . /5_0 5 )
> < 4G > (:c,g Yy < G(x,8)f(6)
G B G, 8y .. Glz,8) ()
(I7§)y(£) 0 / df +/§—O € dE /5_0 g

Neste ponto, como sempre, imponho lim¢_, oo
um pouco as coisas. Prosseguindo,

G(z,&) = 0; note que a condicao inicial é y(0) = 0, o que simplifica

/ ﬂ;ww@+au@}%:/ G, OIE) 4
£€=0 dg§ 3 £=0 3
dG(z,§)  G(z,§)
— + =& —z).
i £ = o)
A forma mais rédpida de obter G é pelo método da variacdo das constantes. Procuro a solu¢do da equacao
homogénea:
dh h
——+==0
s ¢
dh _h
&
dh _ dg
ho &’
h(§) = Ag,

Continue a solugdo no verso =



(onde A é uma constante em relagdo a ), e tento

G(xv g) = A(xv 5)57

e A8 e
[Edg +A}+ € 0(& —x),
dA
75?5:6(571')7
dA_ se—u)
e & 7’
¢ dA B ¢ S(u—x)
/u:O@dU7_/u:0 " du
Alw.€) = Az,0) - TE2T),
6(e.6) = | 4(.0) - TE=2

Finalmente,
0 =G(z,00) = [A(z,0) — 1/z] 0
A(z,0) =1/,

Gz, §) = [1 = H(§ — )]

8 |m

Continue a solugdo no verso =



2 [40] Encontre os autovalores e as autofungdes do problema

¥+ Ay =0, y(0) =y(1), ¥ (0) =y'(1).

Considere apenas A > 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Segundo o enunciado, basta estudar o caso A > 0. A equacao caracteristica é

r24+A=0,

donde

y(x) = Acos VAz + Bsen vz,

Y () = VA [—A sen VAz + B cos \Am} .
A imposicao das condigoes de contorno produz:

y(1) = A= Acos VA + Bsen VA,
y'(0) = /(1) = %B:%{—Asenﬁ—f—Bcosxf)\ .

O sistema de equagdes em A, B é

pnavar R ISR

Como eu desejo que (4, B) # (0,0), o determinante da matriz acima deve ser nulo para que haja outras solugdes
além da trivial:

cos> VA —2cos VA + 1 +sen® VA = 0,
2[1 — cos VA] = 0,
cosVA=1,

VA = 2n,

An = 4n’72.
Um aluno apressado escreveria para as autofungoes:
yn(x) = Acos2nmzx + Bsen 2nrx;

se houvesse uma tnica autofuncdo y, (x) para cada \,, deveria entao ser possivel escrever B como um multiplo
de A, mas qualquer tentativa neste sentido falha. A conclusdo é que cada autovalor \,, possui 2 autofuncoes!:

= cos 2nwx
An _ 4n27r2 e Yin 3
Yo = SEN2NTT m

Continue a solugdo no verso =
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Prof. Nelson Luis Dias
NOME: GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

1 [50] Utilizando o método das caracteristicas, resolva:

8u+ 2 0u _

o T 9y —zu; u(0,y) = f(y).

SOLUCAO DA QUESTAO:

Calculo a derivada total,
du  Oudr Oudy

ds  Ords ' Oyds’

e comparo com a equagao diferencial original, obtendo:

d—x—1:>m=s
ds -7
dy 2 dy 2 z?
ds dr " Y éh+3’
-
ds dx

Em x =0, y = £, donde a integral da terceira equagao acima é

u(x,y) d T 2
/ @ _ —/ zdz = —x—;
w(0y)=F(€) U 2=0 2

Yy
TG
u(e,y) = J(€) exp(= )

Continue a solugdo no verso =



2 [50] Utilizando obrigatoriamente o método de separacdo de varidveis, ¢(z,t) = X (z)T(t), resolva

op 0¢ B B
a - d)%v ¢(Oat) - 07 (25(1,0) =1

Sugestao: a solugdo é muito parecida com a solugdo da equacao de Boussinesq vista em aula, sé que mais facil.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Separando-se as varidveis, obtém-se:

dT dX
X— =XT|T—
dt [ da:} ’
1dTIT dX
—— = — =q.
T2 dt ~ do
Resolvendo primeiro em T':
1dTl
T2a v
dT
ﬁ Cldt,
! t+
—==c c
T 1 2y
-1
n Clt+c2'
Resolvendo X:
dX
=c
dz 1
X =ciz + c3.
A solucao sera do tipo
b=XT = _artes
Clt+62
B _x—i—c?,/cl
t-l—Cg/Cl
. r+a
b

Neste ponto, note que hé apenas 2 graus de liberdade, representados pelas constantes a e b, e que correspondem
a unica condigao de contorno e a unica condigao inicial dadas. Impondo cada uma delas:

a

t) = _ — — 0
#(0,t) =0 = Py 0=a=0;
1
¢(1’0):1:_5:1:>b:_1'
Donde " "
(b(x’t):_t—l:l—t.

Continue a solugdo no verso =
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Prof. Nelson Luis Dias
NOME: GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

1 [50] Utilizando obrigatoriamente o método de separagao de varidveis, resolva:

ou o2 0?%u ou

5 =Y 52 u(z,0) =0, u(0,t) = ug %(L,t) =0.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Note que as condig¢oes de contorno em z nao sao homogéneas. Isto pode ser facilmente resolvido, entretanto,
com
¢(0,t) =0,

%(L.1) =0

d(x,t) = ulx, t) — uop; = {

A condigao inicial muda, entretanto, para

o(x,0) = —up.
A equagao diferencial nao muda:
90 _ a0
ot 0x2
Separando as varidveis, ¢(x,t) = X (x)T'(¢),
XT' = o?TX",
1 T/ X//
=\
2T X

Discussfio de sinais: A = k2 > 0:

X" - kX =
X = Acosh(kz) + Bsenh(kx)
= Asenh(kx) + B cosh(kz)
X(0)=0=A=0,
X'(L)=0= Bcosh(kL) =0= B =0.

A tnica solucao possivel é a trivial, X = 0, e portanto A > 0 nao serve.

A=0:
//:07
X' =A,
X=Ax+B

X(0)=0=B=0,
X' (L)=0= A=0.

Novamente, somente a solucao trivial é possivel, e A = 0 nao serve.

Continue a solugdo no verso =



A= —k?<0:

X"+ kX =
X = Acos(kx) + Bsen(kx),
X' = —Asen(kz) + Bcos(kz),
X(0)=0= A=0,
X'(L) =0= Becos(kL) =0

kL:(Qn—1)g,n:1,2,...,

o) = (2.

A equacao diferencial em T serd

a _ ((Qn— 1)7roz)2’

dt 2L
2
ar _ (2n — Dra .
T 2L
2n — 1)ma 2

A solucao serd do tipo

)= gnn exp [— (&) 2 t] sen (21217

Em particular, para ¢t = 0,
—ug = ZTOn sen ( (2n ;Ll)wx> )
—Ug COS ((2m—1mc> Z Ton sen ( (2m 2—L1)7mc> sen <(2n;L1)7m‘> ,

L L 2
] (2m — 1)7x B / ] (2m — )7z
/x:o U Sen <2L dx = Tom, - sen — a7 dx.

As duas integrais sao
L J—
/ sen (2 —Dmzy o 2L
o—0 2L m(2m —1)

[ (B)] o=

donde, finalmente,

Ton = —%,
w(z, t) = g — g:l %exp [— (Wy)zt] sen (W) .

Continue a solugdo no verso =



2 [50] O processo estocdstico de afluéncia de dgua a um reservatério de controle de cheias urbano é modelado
de forma muito simplificada da seguinte forma:

e o reservatério sempre tem V =0 em ¢t = 0, quando “comega a chover”;
e 0 tempo é discretizado em intervalos jAt, j =0,1,2,3,...;

e 0 volume do reservatério é discretizado em intervalos iAv, i = 0,1,2,...,m; portanto, o volume maximo
de dgua no reservatério é mAwv;

e durante cada intervalo de tempo At, a afluéncia ao reservatorio pode ser Av com probabilidade p, ou 0
com probabilidade g¢;

e as afluéncias em cada intervalo sao varidveis aleatérias independentes umas das outras;

e até que o reservatorio encha, a defluéncia do reservatoério é 0.

a) [10] Se V(j) é (a varidvel aleatdria) volume do reservatdrio no instante jAt, qual é a probabilidade de que
V(m) = mAuv?

b) [10] Idem: qual é a probabilidade de que V(m) = 07

c) [30] Se P{V(j) = iAv} é a probabilidade de que o volume no instante jAt seja igual a iAv, calcule
P{V(m) = nAv}, para 0 <n < m.

Sugestao: a) e b) podem ser calculadas com um raciocinio simples de probabilidade de ocorréncia de uma
sucessao de eventos independentes ou como um caso particular de ¢) (use o que vocé preferir); ¢) pode ser
calculado definindo a varidvel aleatéria X; = 0 ou Av com probabilidade ¢ e p respectivamente (p 4+ ¢ = 1);
fazendo V(m) = ZTzl X,; e manipulando as respectivas fungoes caracteristicas.

SOLUCAO DA QUESTAO:

a) Para que V(m) = mAuwv, é necessédrio que todas as afluéncias entre k = 1At e k = mAt sejam iguais a Awv;
portanto: P{V(m) = mAv} = p™.

b) Para que V(m) = 0Awv, é necessdrio que todas as afluéncias entre k = 1At e k = mAt sejam iguais a 0;
portanto: P{V(m) =0} = ¢™.

c¢) Para que V(m) = n, é necessério que haja n afluéncias Av, e m —n afluéncias 0; isto pode ocorrer de (’:)
maneiras diferentes e portanto

P{V(m) = n} = <’:> g

este é um raciocinio envolvendo apenas analise combinatoéria, bem rdapido. Para quem quiser usar funcoes
caracteristicas, o raciocinio é o seguinte: para simplificar a notagao, defino

m = P{V(m) = nAv}

(estou usando 7 porque P e p j& tém outros significados, e nao quero confundi-los); e a fungao caracteristica de
V(m) é

m
gV(m) (w) — <ein(m)> — Z ﬂ_neiwnAv. (A)
n=0
Por outro lado, a fungéo caracteristica de X (para qualquer j, gragas & independéncia) é

gX(w) _ <ein> _ peiwAv + qeiwo :peiwA'u +q.

Continue a solugdo no verso =



Agora,

Comparando (A) e (B),

Il
(\
[JeumF

m@

3
>
\/

Continue a solugdo no verso =
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NOME: GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

1 [25] Sabendo que a funcio densidade de probabilidade (f.d.p.) da varidvel aleatéria X é

1

oV 2T

exp |0 =02/

fx(z) =
e que

Y =e¥,

obtenha a f.d.p. de Y.

SOLUCAO DA QUESTAO:
A relagdo Y = ¢g(X) é biunivoca e crescente; portanto,

fy(y)dy = fx(z)dx,
fr(y) = j—zfxu(y)),

1
;vzln(y);:>d 25;
(y) = 1ﬁ 1(1() )?/a?
fYy—yU 5= oxp | —5(In(y) —p)*/0%| =

Continue a solugdo no verso =



2 [25] Considere a série de Fourier complexa
“+oo
2inTx
f@)y= > e’ T, —L/2<z<+L/%
n=—oo
obtenha os ¢,,’s, e consequentemente a série, para

0, ~L/2<z<0;
fa) = /
1, 0<a<+L/2.

Sugestao: Como sempre, multiplique ambos os lados da série por e~ 2MLLM, integre termo a termo, aplique a
ortogonalidade das exp’s, etc..

SOLUCAO DA QUESTAO: Como sempre,

“+o0o
2inma
E cpe Lo

fz) =
n=—oo
+L/2 2immx +L/2 2imnx = 2inwx
/ f@e "L dx= / e L Z cpe L dx
L2 L2 it
+L/2 i . T +L/2 2i(n—m)rwx
/ f(x)e_2 L dr = Z cn/ e L dx
—L/2 n——oo —L/2
As exp’s s@o ortogonais; repetindo o que jé foi feito muitas vezes em sala de aula,
+L/2 2i(n—m)me L +L/2 2i(n—m)re 20(N — M)TX
/ e T dr = ——— / e T Q dx
—L/2 2i(n —m)m J_1 /o L
- L |:ei(n7m)7'r o efi(nfm)ﬂ':| _ O7 n 7& m.
2i(n —m)w

Para n = m, a integral é muito simples:

+L/2
/ dr = L.
—L/2

Portanto,
+L/2 2imnx
/ e L dx=cy,L,
0
L +L/2 2immax 2Zm7T£L'
— e L dr = ¢ L
2imm /0 L e
L .
i [e mr_ 1] =cnL,
1 ,
 2imm [e7" 1] = em.
Finalmente,
—+oo
1 2inmx

fay= 3" g—[1-e ] u

Continue a solugdo no verso =



3 [25] Dada a equacdo diferencial

dy —t  af(t)
@ TV T T

onde as dimensoes fisicas das varidveis sao [y] = [f], e [T] = [t,

a) [10] Quem é [a] ?

b) [15] Obtenha a funcdo de Green G(¢,7) da equacao diferencial.

SOLUCAO DA QUESTAO:

a) Compare o primeiro termo do lado esquerdo com o lado direito:

vl [£1

]

=a]=1n

b) Como sempre:

Gt 4 G(t.7) Lputr) = LT,

| atenars [ atnLumar = [T 0D o
joo—/jo y(ﬂdGC(fT’dw/ﬁoe(tm)py(ﬂm:/f wdf

=i =0 =0

Gt m)y(T)

Imponho
lim G(t,7)y(t) =0

T—00

e rearranjo os termos restantes:

~G(t.0(0) + [ °_°0y<7> [—Uf Gt } = | °_°O“f(T>TG(“)dT.

O problema torna-se

aG

—T+G(t T)T2 =0(T — 1), G(t,00) = 0.
Primeiro, procuro uma solugao do problema homogéneo:
dh T
- + h(t, T )TQ =0,
dh _ ht
dr T2’
dh _ dr
h o T2’
2
M) T 7
h(t,0) 272
2
h(t,T) = h(t70) exp |:2pi| .

Agora procuro a solugao para G pelo método de variacao de parametros:

.
G(t,7) = A(t,T) exp 57| =
dG(t,7)  dA(t,T) 72 T [ 72 ]
o ar P g | AL R 5| 7
dA(t,T) 72 T 72 T (2]
— XD {QTQ — A(t, T)ﬁ eXPp | 53 + A(t, T)ﬁ exp 72| T (r—1)

Continue a solugdo no verso =



Simplificando:

. {—f;] 5(6 1)
At 7) — A(t,0) = /5 io ~exp {—25;] 5(E — 1) de:

A(t,7) = A(t,0) — H( — t) exp {_;Tz} :

2

G(t,7) = exp HTQ} [A(t, 0) — H(r —t)exp (_;;QH .

Para que G(t,00) = 0, é necessério que

t2
A = —— .
(t,0) exp( 2T2>
Finalmente,

G(t,7) = [L — H(r — )] exp (i;f) .

Continue a solugdo no verso =



4 [25] Considere o retangulo 0 < z < a, 0 < y < b; a equagao diferencial
0%¢  0%¢
é um problema de autovalores. Utilizando o método de separacdo de varidveis, ¢(x,y) = X ()Y (y), mostre que

os autovalores sao
2[ m\2  /n\2
e O RGil
a b

e obtenha as autofungées ¢, (x,y) correspondentes.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Fazendo-se ¢(z,y) = X(2)Y (y) e substituindo-se na equagao diferencial parcial, obtém-se

X"Y +Y"X = \XY,

Note que as equagoes em X e Y ainda nao estao separadas. O enunciado, entretanto, da a sugestao obvia: fazer
A= Az + Ay, de tal forma que

X// Y//
— =X e — =2
X Y Y
separadamente. A tradicional discussdo de sinais leva a A\, = —k? < 0; substituindo-se na equacao diferencial,

tem-se

X"+ kX =0, X(0)=X(a)=0

A solucédo geral é
X(z) = Acos(kx) + Bsen(kx)

donde
A=0,
sen(ka) =0=ka =mnr = k = ?, isto é:
g2 2 (M)
i (2
mrx
X(x)—sen( . )

O procedimento em Y é rigorosamente igual:

Finalmente,

sao os autovalores, e

Gmn(T,y) = sen (mwx) sen
a

sao as autofungoes m

Continue a solugdo no verso =



