TT009 Matemética Aplicada I
P01, 14 Mar 2006 O
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

Nao se esqueca da notagao de vetores:
1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou
2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),

e garanta seus pontos nas questoes ¥

1 [3,0] A notagio indicial de Einstein consiste em subentender um somatério todas as vezes em que um indice
é repetido (aparece duas vezes) em uma expressao envolvendo um produto. Dada a expressao:

aXb= eij;gaibjek,

escreva explicitamente os somatorios.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Os alunos que “abriram” corretamente o produto vetorial,

aXxb :(a2b3 — a3b2)61+
(a3b1 — a1b3)€2+
(a1by — asb)es,

ganharam a questao; também ganharam os que fizeram o que eu realmente queria:

3 3
Z Z Z €ijkabje, m

i=1 j=1k=1

Continue a solugdo no verso =



2 [3,0] Se

a=(1,2,3),
b=(4,5,6),
c=(7,8,9),

calcule (a A D) - c.

SOLUCAO DA QUESTAO:

(anb)-c=(b-c)a—(a-c)b.
Usando MAXIMA:

(hi1) a : [1,2,3];
(%o1) [1,2,3]

(%i2) b : [4,5,6];
(%02) [4,5,6]

(%i3) c:[7,8,91;
(%03) [7,8,9]

(%i4) b.c*a - a.cxb;
(%o4) [-78,-6,66]

Continue a solugdo no verso =



3 [4,0] Considere a base canonica do R,
{e1, ez, e3}.

Construa os bi-vetores 2, j, k definidos por

.
|

= ezég,

€széq,

> .
M1l

€e1eéo.

Prove que

E? =1,
ijk = 1.

A dltima equacdo nao é a histérica de Hamilton (éjk = —1), mas é a correta quando ¢, j e k sdo definidos

como acima.

SOLUCAO DA QUESTAO:

ek = ejeje; = es;
62’(3 — €2€1€2 = —egege] = —€;

etkk=—e; = k’=—1m

e3] = ezeze; = ey;
e1j =elese; = —ejeje3 = —e3;

esjj=—es=j’=—1n

62’1: — €9€2€e3 — €3,
e3t = ezese; = —ezezey = —ey;

.. .2
et =—ey => 1" =—1n

Finalmente,

’L]k = (6263)(6361)(6162) = 62(6363)(6161)62 = €2€3 = 1.

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemadtica Aplicada I
P02, 29 Mar 2006
Prof. Nelson Lufs Dias

NOME: ALUNO GENERICO

03

Assinatura:

ATENQAO: Leia étenfamente todas as questoes, ¢ LEMBRE-SE: COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacos designados. Boa prova.

Nao se esquega da notagao de vetores:

1. com uma seta sobre a letra: i’ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),
e garanta seus pontos nas questoes ¥

1 [2,5] Sabendo que |a X b| é o médulo da 4rea do paralelogramo definido pelos vetores a e b, prove que
|la X b] - ¢|, dado pelo médulo do determinante da matriz

a; az as
by by b3,
Ci C2 C3

é igual ao volume do paralelepipedo gerado pelos vetores a, b e c. Atencdo: use apenas a algebra vetorial e a
geometria tradicionais; nao use nenhum conceito de multivetores, produto geométrico, etc.. Faca os desenhos,
diagramas, etc., que julgar necessarios.

SOLUCAO DA QUESTAO:
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Continue a solugdo no verso =



2 [4,5] Encontre a solugéo geral de cada uma das equagdes diferenciais abaixo:

a) [1,5]
dzx 5
ya—y‘ -y’ +3z =0,
b) [1,5]
dy
ro— = 2y =3y,
c) [1,5]
dy
= (v — y)ze®.
SOLUCAO DA QUESTAO:
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CONTINUACAO DA SOLUCAO
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Continue a solugdo no verso =






3 [3,0] Encontre as duas solucdes LI de

Py dy
2
Y a TV

Sugestao: Encontrar uma é ficil; qual é o método consagrado para encontrar uma segunda solucao LI, dado
que j4 temos a primeira? (1,0 ponto para a primeira (facil); 2,0 pontos para a segunda (mais diffcil)).

SOLUCAO DA QUESTAO:
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Continue a solugdo no verso =
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TTO009 Matemaética Aplicada I
P02, 29 Mar 2006 54
Prof. Nelson Lufs Dias

NOME: ALUNO GENERICO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SE: COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUGCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacos designados. Boa prova.

Nao se esquega da notagao de vetores:
1. com uma seta sobre a letra: 7’ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: 7, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),

e garanta seus pontos nas questoes ¥

1 [2,0] Se @ = (3,7,2), e b= (1,4,5), obtenha a equagio do plano definido pelos vetores a e b, e que passa pelo
ponto (0,0,0), na forma Az + By + Cz = D. Lembre-se: se n ¢ um vetor normal ao plano, e se v = (2,9, 2)
¢ um vetor contido no plano desejado (lembre-se de que ele passa pela origem), entdo: n - v = 0.

SOLUCAO DA QUESTAO: EsTA £ uma QUESTRO DS 4L=2 ORAV
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Continue a solugdo no verso —



as séries de Taylor

2 [2,0] Sejam f(z) e g(z) duas funcdes complexas analiticas em zg, e tais que f(zo0) = g(z0) = 0; entéo existem

gz)=> — (2 —20)"

n=1

Suponha que ¢'(z0) # 0; usando os fatos acima, prove a Regra de I’Hépital:

i £ _ 1'(20)

=20 g(2)  g'(20)

SOLUGAO DA QUESTAO:
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Continue a solugdo no verso =

A



3 [3,0] Seja o contorno de integracio C o circulo |z| = 1, percorrido no sentido anti-hordrio (positivo) desde
0=

0 até § = 27. Calcule:
?g dz
¢ #(z+5)

SOLUCAO DA QUESTAO:
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Continue a solug¢éo no verso =



h

4 [3,0] Utilizando obrigatoriamente integragdo de contorno e o Teorema dos Residuos, calcule
cosaz
I=
/ 22 +1 1

iaz
=§1§ z§+1 dz.
C

em um contorno C' adequado. Ao escolher seu contorno de integragao, a integral deve se anular (no limite)
alguns trechos do contorno: nao se esquecga de provar isto.

Sugestao: considere a integral

Continue a solugdo no verso =
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TT009 Matemética Aplicada I
P04, 09 Mai 2008
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO

Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-

solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados.

Boa prova.

Nao se esqueca da notagao de vetores:

1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),

e garanta seus pontos nas questoes ¥

1 [4,0] Dada a equago diferencial
w(e—1)y"+ Bz —1y' +y =0,

a) [1,0] Mostre que = 0 é um ponto singular regular.

b) [2,0] Aplique o método de Frobenius em torno de z = 0; obtenha uma equagao indicial com raiz dupla, e

ache a 12 solucgao L.I. y1 (z).

¢) [1,0] Obtenha a segunda solugdo L.I. OBRIGATORIAMENTE pelo método de variacao de constantes,

fazendo
y2(2) = u(x)y1(z),

inserindo y2(x) de volta na equagdo diferencial e resolvendo para u(x).

SOLUCAO DA QUESTAO:

a) Na forma candnica:

3z —1 1
" / =0

x(x—l)era:(a:—l)y '

—— N——
p(z) q(z)

As funcgoes
3r—1 9 T
zp(x) = Z_1 z7q(z) = _1

sao analiticas em x = 0; portanto, x = 0 é um ponto singular regular =
b) Como sempre, o método de Frobenius é

oo

_ +n.

Y= § apx®";
n=0

o0

y = Z(s + n)a,z*t"

n=0 n=0

y' = (s +n—1)(s+n)a,a

trabalhando com a forma nao-canodnica, e expandindo cuidadosamente cada termo da equacao diferencial, obtém-

Continue a solugdo no verso =



se:

o0
2y = Z(s +n—1)(s +n)a,z5t",

n=0
oo

—xy’ = Z —(s+n—1)(s+n)apz*T1,

n=0

3zy’ = Z 3(s +n)anz,
n=0

D D CRRD

n=0
o0
y = g anxst.
n=0
Sejam

s+n—1=s-+m,

n=m-+1,
m=mn—1.
Os termos em s +n — 1 tornam-se
oo
—zy" = Z —(s+m)(s+m+ Daypz*™m,
m=—1
oo
—y = Y (s mt Dappatt
m=—1

Agora recoloco todos os termos na equagao diferencial, trocando m por n nas duas equagdes acima; o termo
n = —1 s6 aparece nestas duas; portanto:

s+ (1)) + (=1) +1) + (s + (=1) + D]aoz* "'+

Z{[(s +n—=1)(s+n)+3(s+n)+1]a, —[(s+n)(s+n+1)+ (s+n+1)]aps1}z°T" =0.

n=0

—[(s)%aoz*"! + Z{ (s+n+1)%a,— [(s+n+1)?] apsi " = 0.

n=0
A equacao indicial é s? = 0, que tem raiz dupla s = 0; a relacdo de recorréncia é
Ap+1 = Qp.
Portanto, a 12 solugao em série é

1
1—2x

y(z)=1+z+22+2° +2t+... =

Continue a solugdo no verso =



é facil conferir que esta é, realmente, uma solucao da equacao diferencial. Substitua na equacao diferencial:

Yy = uyy + u'yr,
yy = u'yy +uyy +u'yy +uy,

0=z(z— 1)y +uy! + vy +u"y1] + B — D[uy] + u'y1] + vy,
0=u{z(z -1y + Bz — Dy +y1} +z(z — 1)[2u"y; +u"y1] + Bz — 1)[u'y1]

2u/ u//
0= -1
- gt
2z Jz —1
0= — ’ "
1—z0 " + 1-=z
0=—[u+ au"]
,,:711,7/
x
Faga v =u' =

Finalmente,

Continue a solugdo no verso =



2 [3,0] Usando OBRIGATORIAMENTE o Teorema dos Residuos, e justificando todos os passos necessdrios
(escolha de um contorno adequado; prova de que a integral de linha se anula sobre certas partes do contorno,

etc.), calcule
/+°° dx
P

SOLUCAO DA QUESTAO:
O contorno de integragao é mostrado na figura abaixo, que foi desenhada com MetaPost (c6digo ao lado da
figura):

Y
verbatimtex
%&latex
\documentclass{article}
\begin{document}
etex
beginfig (1) ;
drawarrow (-5cm,0)..(5cm,0) ;
drawarrow (0,-1cm)..(0,5cm) ;
pickup pencircle scaled 1.2pt
R drawarrow (-4cm,0)--(0,0) ;
22 71 drawarrow (4cm,0)..4cm*dir (45)..(0,4cm) ;
* ° draw (-4cm,0)..(4cm,0) ;
draw halfcircle scaled 8cm ;
R R x label.bot (btex $R$ etex,(4cm,0));
label.bot (btex $-R$ etex,(-4cm,0));
pickup pencircle scaled 0.5pt ;

drawarrow (0,0)--4cm*dir (30);

label.top (btex $R$ etex, (2cm,0)) rotated 30 ;
label.bot (btex $x$ etex,(5cm,0));

label.rt(btex $y$ etex,(0,5cm));

N =

dotlabel.top( btex $z_1$ etex, lcmxdir (45)) ;
dotlabel.top( btex $z_2$ etex, lcm*xdir (135)) ;
endfig ;
end ;

Se f(2) = 1/(1 + 2%), as singularidades sao dadas por

1+24=0,

4

P i(m+2nT) ,

—1l=e

T4e4i0 _ 162’(71'~F2n71')7
™ nm

="+
1

A figura mostra os pélos z; e z3 que se encontram dentro do contorno de integracao. Claramente, todos os pélos
N . 4 [ . .
sdo de ordem 1, pois 1 + 2% = [I;—,(z — zx). J& que estamos aqui, calculemos os residuos:

M= lim z e/t = !
U e 142 T 2y2(=144)
= lim 2 e/t = L .
L esin/a 1424 2v/2(1 + 1)

Sejam agora H o segmento [—R, +R], e S o semi-circulo 2% + y? = R?, y > 0; o teorema dos residuos é

2
1 1 1 . (k)
— dz= | ——d ——dz =2 .
?écl—i—z‘l 2 /Hl—i—z4 z—l—/s1+24 2 ch_l

k=1

Continue a solugdo no verso =



Mas

dz

1
/ 4dz‘</ 7
SI+Z S 1+Z
_/’T iRe" '
=0

1+ R4t d
/F 1 do 0
= — 7 a0 —
oo TR+ O]

quando R — oo m
Portanto

+oo
L0y, @, V2
/ = 2w + ) = L

— 00

Continue a solugdo no verso =



3 [3,0] Resolva a equacao de Airy
y'—ay=0
em série de poténcias y = >~ a,z" (note que z = 0 é um ponto regular, e que portanto isto nao

é o método de Frobenius); em particular mostre que se deve ter necessariamente ay = 0, e obtenha os 3
primeiros termos das séries que multiplicam, respectivamente, ag e a; (isto é: as duas solugoes LI).

SOLUCAO DA QUESTAO:

“The Airy function describes the appearance of a star — a point source of light — as it appears in a telescope”
(http://en.wikipedia.org/wiki/Airy_function).

Como sempre:

o] o0 o0
y=> anz", Y =) na,a"t, Y= (n—1naa" >
n=0 n=0 n=0
Substituindo na equagao diferencial:
o0 o0
Z(n — Dnapaz™ 2 — Z apx"tt =0
n=0 n=0
Fazendo n — 2 = m + 1, isto é: fazendo m =n — 3,
o0 o0
0=3 (m+2)(m+3)ana™ =Y ana™,
m=—3 n=0
o0 (o]
0=3 (m+2)(m+3)ama™ =Y anamt,
m=—1 n=0

o
0=2ay + Z [(n 4 2)(n 4 3)anis — an] 2™

n=0
A relagao de recorréncia é
Qnp
Upy3 = ————.
Tt 2)(n+3)
Claramente, as = a5 = ag = ... = 0; partindo de ag = 1: a3 = 1/6,a¢ = 1/180,a9 = 1/12960; partindo de
a1 =1: ag =1/12,a7 = 1/504, a19 = 1/45360, e as duas solugdes LI sdo:
23 26 29
=14 —=—4+ — .
@) =1+ 5+ 755 T 12060 T
. 210

v(@)=r+ 5+ 5o T om0 T "

Continue a solugdo no verso =


http://en.wikipedia.org/wiki/Airy_function

TT009 Matemética Aplicada I
P05, 21 Mai 2008 O
Prof. Nelson Luis Dias

GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

Nao se esqueca da notagao de vetores:

1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),
e garanta seus pontos nas questoes ¥

1 [5,0] Usando obrigatoriamente transformada de Laplace, resolva

y'—y —2y=2%  y(0)=1, ' (0)=3.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Ly —y -2} = 2{a?)

_ _ 2
577 — sy(0) = ¢/ (0) — [T~ y(0)] - 27 = 5
_ _ 2
77— sy(0) =9/ (0) =57 +y(0) — 25 =
2
s2y—s—3—8§+1—2?=*3
s
2
2
—85—2)—8—2=—
Y(s®—s—-2)—s =3
y(s2—8—2):s—|—2—l—z
53
_ . s+2 2
A s3(s2 —s—2)
_ 1 3 n 1 1 n 17
Y73+ 4s 252 8 12(s—2)
- 17 5, 1 _, 2 x 3
y(w) = e + 3¢ 2 tg "
Verificagao com MAXIMA:
(%i11) eq : ’diff(y,x,2) - ’diff(y,x) - 2%y = x"2 ;
2
dy dy 2
(%ho11) .l oy -x
2 dx
dx
(%i12) ode2(eq,y,x) ;
2
2 x - X 2 x - 2zx + 3
(ho12) y = %kl Y%e + hk2 %e - -
4
(%i13) ic2(%,x=0,y=1,’diff(y,x)=3) ;
2 x - X 2
17 %e he 2 x - 2x + 3
(%013) R 4 mmmmm m e
12 3 4

Continue a solugdo no verso =



2 [3,0] Utilizando obrigatoriamente o Teorema da Convolugao:

.Z{/Otf(T)g(tT) ir} =210 (9}

3
—1 s
< {32%—33—10}'

calcule

SOLUCAO DA QUESTAO:
Fatoro o denominador:

L T O B (e

Il
I
_
f_/H
—
[
| | wo
[\
S—
—
[
+ | =
ot
=
—

Mas

! {sj—f)} =e

A transformada de Laplace inversa desejada, portanto, é a convolucao destas duas:

t
3/ 62(1&77')6757 dr = [62t _ 67515] -

| w

Verificagao com MAXIMA:
(%i1) i1t (3/((s-2)*(s+5)),s,t);

(hoty — mmmm——— - —m———————

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I
P06, 06 Jun 2008

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-

solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados.

Boa prova.

1 [30] Seja # um espaco de funcdes f(z) com lim, 4. f(xz) = 0; a forma de se definir a derivada de uma

distribuicao ¢ é
+oo +oo
| d@r@d=— [ oy

Seja agora a distribuicao ¢ definida por

—+o0 [e’e]
/ o@)f(@)de= [ f(z)da

—o0 0_
= F(o0) — F(0)
= _F(0)7

onde F(z) = ffoc f(&) dg, e nés estamos supondo que lim,_, 4o, F'(x) =0, ou seja: que F € .Z.

a) [20] Usando obrigatoriamente (*), mostre que

“+oo
/ &' (2)f(x) dx = £(0).

— 00

b) [10] ¢ e ¢’ sdo velhas conhecidas: quem sao elas?

)

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) Usando a defini¢do:

= /Ooof'(x)d:c
= —[f(+00) — f(0)]
=f(0)m

b) ¢'(z) tem o mesmo efeito que a delta de Dirac:

+oo +oo
/ &(2) f(x) do = / 5(x)f(z) dz = £(0).

— 00 — 00

Portanto, ¢'(x) = §(z), e ¢(x) = H(z) (a funcdo de Heaviside).

Continue a solugdo no verso =



2 [30] Resolva:
— — 0y = 5t; y(0) = o,

onde Yo, y1 € T sao constantes.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Com a delta de Dirac, a solugao é quase trivial:

dt T2
t t t
dy . Y1
/o_ 7 dr = /0_ T2TdT+/O_ o(1)y(r)dr,
1 t?

y(t) —y(0) = STy +y(0),
t2
y(t) = 2yo + ﬁyl m

Continue a solugdo no verso =



3 [40] Para a viga da figura ao lado:

a) [10] Descreva o carregamento w(z) em termos das
cargas, reagoes de apoio, e (se necessério) da “fun-
¢ao” delta de Dirac e da “fungao” de Heaviside.

b) [10] Usando as condigdes de equilibrio [ w(z)dz =
0, [2w(z)dx = 0, obtenha e resolva as equagoes
nas reacoes de apoio A e B.

¢) [10] Utilizando obrigatoriamente integragdo de
w(zx), obtenha o esfor¢o cortante V(z).

d) [10] Utilizando obrigatoriamente integragdo de
V(z), obtenha o momento fletor M(z).

SOLUCAO DA QUESTAO:

(a)
w(z) = Ad(x) —wo [H(x) — H(x — L)] — woLd(x — 3L/2) + Bé(x — 2L).

Para resolver (b), (c) e (d), serd preciso calcular integrais do tipo [*_ f(£)H (¢ — a) d; de maneira geral:

/ " HOH(E — a)de = / ") H(E — a)de = H(z — a) / " (&) dé = H(z — o) [F(x) — F(a)],

onde F(z) é a primitiva de f(x).
(b) A primeira equagao é

2L,
/ w(z)dz =0,

2L
/ {A6(z) —wo [H(z) — H(x — L)] —woLd(x —3L/2) + Bé(x — 2L)} dx = 0,

A—wy[2L — L] —woL + B =0,

A segunda equacao é

2Ly
/ zw(x)dr =0,

/ L AS() — wo [H () — H(x— L)] — woLd(x — 3L/2) + Bé(x — 2L} di = 0

2 2

2
f"OQL - woL% + B(2L) =0,

—uo [ mor) - J(eny - L - 1)] - wnt 3 4 orB —o

—2woL? +2LB =0,
B= UJOL, A= woL.
(c) A equagao para w(x) agora é

w(z) = woLd(x) —wo [H(x) — H(x — L)] — woLé(x — 3L/2) + woLd(x — 2L),

V(z) = /L w(z) dx

— 00

it [ 5@de—w [ @ - HE- D de—wol [ se-3r/2de+wol [ s(e-20)de

—0oQ

=woLH(z) —wg [zrH(x) — (x — L)H(x — L)] —woLH(x —3L/2) + woLH (x — 2L)

Continue a solugdo no verso =



(d) Integrando agora V (§) para obter M (z), encontra-se:

22 r— )2
M(z) =woLxH(x)—wo | —H(x) — %

5 H(zx—L)| —woL(x—3L/2)H(x—3L/2)+woL(x—2L)H(x—2L) m

A listagem abaixo mostra a plotagem com GnuPlot de V(z) e M(z) para wg =1, L = 1:

set terminal postscript eps enhanced ’Times-Roman 18’

set encoding iso_8859_1

H(x) = (x <070 : 1)

V(x) = H(x) - (x*H(x) - (x-1)*H(x-1)) - H(x-1.5) + H(x-2)
M(x) = x*H(x) - (x**2xH(x)/2.0 - (x-1)**2*H(x-1.0)/2.0) - (x-1.5)*H(x-1.5) + (x-2.0)*H(x-2)
set xrange [0:2.0]

set xlabel ’x/L’

set ylabel ’V(x),M(x)’

set samples 1000

set grid

set output ’2008-1-p06-sol-cl.eps’

plot V(x) with lines 1t 1 1lw 6, M(x) with lines 1t 2 1lw 6
!epstopdf 2008-1-p06-sol-cl.eps

Com o resultado:

1 T T T
‘ V(x)
M(x) ==mmuus
051 “..;-----" ’~‘. T
o 3 e,
iss hCN
o
-* u,
Lo* .
O ,
g e,
o e,
0 .,
»* ~.
= »* e,
x o e,
<= 04 e
s ok S
»
=
>
-05 E
1 ] ]
0 0.5 1 1.5 2
x/L

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I
P07, 20 Jun 2008

Prof.

Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO

Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-

solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados.

Boa prova.

Nao se esqueca da notagao de vetores:

1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),

e garanta seus pontos nas questoes ¥

1 [30] Obtenha a solucio geral de

SOLUCAO DA QUESTAO:

A matriz do sistema é real e simétrica; logo, tem autovalores reais e 2 autovetores ortogonais:

(%15)
(%05)
(%16)

(%06)
ChiT)

A : matrix( [1,2]1,[2,1]);

eigenvectors (A) ;

rees, - 11,

[1,

—, e

1

2

111,

2

—

1

[1,

11,

[1,

- 111

Os autovalores sao Ay = 3 e Ay = 1, ambos com multiplicidade 1, e seus autovetores sdo e; = (1,1) e ez = (1, 1)
(ndo normalizados). Agora, se u = uej + ves, o sistema desacoplado de equagoes diferenciais é

cuja solucao 6bvia é

A solucao geral do problema é (simplesmente)

x(t)
y(t)

Vale a pena confirmar:

(%i3)

(%03)
(%id)

(%hod)
(%1i5)

(%05)

(%16)

(%o86)

ChiT)

(%oT)

u : klxexp(3*t) ;

v : k2%exp(-t) ;

[x,y] : ux[1,1] + vx[1,-1] ;

3t
[k1 Y%e + k2
diff ([x,yl,t) - A.[x,y] ;
[ 3t
[ - 2 (k1 %e - k2
[
[ 3t
[ -2 (k1 %e + k2

expand (%) ;

he

he

he

|

dt

‘e

u(t) = Cret,

k1 %e

k2 %e

t
t

t

L
[
L

3t

-t

, k1 Ye

) + 2 k1 Ye

) + 2 k1 Y%e

0

0

]
]
]

3

t

1=l 51

v(t) =

- k2 Y%e 1

3

3

t

t

+ 2 k2 Ye

sl

Cbe_ﬁ

] o m + Cpe™ {_11] .

Continue a solugdo no verso =




2 [30] Obtenha a solugao geral de

SOLUCAO DA QUESTAO:
A matriz do sistema, e portanto autovalores e autovetores, sdo os mesmos da primeira questao, para poupar
tempo. O sistema diagonalizado (na base dos autovetores {e;,es}) é agora

o) =l 5 [+ 560

Para achar f(t) e g(t), decomponha o termo nao-homogéneo na base dos autovetores:

-l o 2]

Em MAXIMA:
(%110) solve([t,exp(t)] - (£fx[1,1] + g*[1,-11),[f,gl);
t t
he + t t - %e
(%010) [[f = ------- , 8 = ——----- 1]
2 2

As duas equacgoes desacopladas que devem ser resolvidas sao:

du t+ et
— —3u= ,
dt 2
dv n t—el
— fuv= )
dt 2
Novamente, a solugao em MAXIMA é
(%i12) kill(all);
(%o0) done
(%i1) ’diff(u,t) - 3*%u - (t+exp(t))/2 ;
t
du - %e -t
(hot) —— - B3y 4 —mmmm——
dt 2
(%i2) del : % ;
t
du - %e -t
(%ho2) — - B3 u 4 mmmmm——
dt 2
(%1i3) ode2(del,u,t);
-2t - 3t
he (3t + 1) Y%e
2 9 3t
(%ho3) U= (mmmmmmm e + %) Ye
2
(%i4) ratsimp (%);
3t t
36 %c he -9 %e -6t -2
(%o4) U = —-———————————— - ——
36
(hi6) ’diff(v,t) + v - (t - exp(t))/2 ;
t
dv he -t
(%05) e 4y 4 o
dt 2
(%i6) de2 : % ;
t
dv he -t
(%06) e by 4 e
dt 2
(%i7) ode2(de2,v,t);
2t
he t
---- - (t - 1) %e
-t 2
(%o7) v = %e (he = =———mmmmmmmmmmmm oo )
2

(%i8) ratsimp (%);

Continue a solugdo no verso =



%he (e + (2 - 2 t) %e - 4 %c)
(%ho8) V = m oo
4
(%i9) expand (%) ;
t
he -t t
(%ho9) v = - -—— + Y%c %e + - - -
4

Portanto,

S

-t _ 1.t bt _
Che 7€ + 3
Voltando para a base canonica:

F(ﬂ () H () [_11} _ [Cle3t — ¢ 4 Chet

t_5
3°°9
y(t) Cre?t — Coe™t — 2L 4 5 }
Verificagao, com MAXIMA:
(%110) [u,v] ;

(ho10) [u, vl
(%i12) v : rhs(%09) ;

t
he -t t
(%o012) - === + Y%c Y%e + - - -
4
(%i13) u : rhs(%o4);
3t t
36 %c he -9 % -6t -2
(%o13) e
36
(%i14) u : expand(u) ;
t
3t he t 1
(%o14) he he B
4 6 18
(%i15) v : v, %c=k2 ;
t
he -t t
(%o15) - --- + k2 Y%e + - - -
4
(%i16) u : u, %c=k1l ;
t
3t he t 1
(%o016) k1 Y%e e - - - -
4 6 18
(%i17) [x,y] : ux[1,1] + v*[1,-1] ;
t
3t %he -t t 5 3t -t 2t 4
(%017) [k1 %e - --- + k2 Y%e + - - -, ki1 %e - k2 Ye [
2 3 9 3 9
(%i24) A : matrix( [1,2],[2,1]1);
[1 21
(%024) [ 1
[2 11
(%i26) diff ([x,yl,t) - A.[x,yl;
3t -t 2t 4 3t -t
(%025) matrix([- 2 (k1 %e - k2 %e - ——— + =) + 2 k1 Y%e - 2 k2 %e
3 9
t
t 8 3t he -t t 5 3t -t
- -+ -1, [- 2 (k1 %e - -=-- + k2 Ye + - - =) + 2 k1 J%e + 2 k2 Je
3 9 2 3 9
2t 10
+ === - -1
3 9
(%i26) expand (%) ;
[ ¢ 1
(%026) [ 1
[ t1
[ %e 1

Continue a solugdo no verso =



3 [40] Obtenha a solucao geral de

d x(t) 1 2 4| |z(t)
7 (v =12 1 3| 1y
z(t) 4 3 2| [2(t)

SOLUCAO DA QUESTAO:

A questao foi Anulada, por ser muito dificil de resolver sem o auxilio de algum método numérico. Todos
os alunos que fizeram a prova ganharam a questao integral, por uma questao de justica.

A solugao segue as mesmas linhas da primeira questdo, com uma matriz um pouco maior. O problema de
autovalor é

1-x 2 4
det| 2 1-Xx 3 |=o0,
4 3 2-)

com equagao caracteristica:
A3 4N+ 24N + 17 = 0.

Esta equagao, entretanto, é demasiadamente dificil para ser resolvida sem o auxilio de uma busca numérica de
suas raizes.

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I
F, 2008-06-30 O

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

A’;‘EN(}AO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacos designados. Boa prova.

Nao se esqueca da notacao de vetores:
1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou
2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),

e garanta seus pontos nas questoes ¥

1 [25] Sabendo que Y
+oo 5
/ e " dx = /7,

utilize o contorno fechado ABC'D ao lado, cujos vérti-
ces sao (—a,0), (a,0), (a,b) e (—a,b), para calcular

I = lim / e ” dz:/ e ? dz.
a—o0 Jpo —oo+1b —a, a
A B

Dica: mostre que
. 722 . 722
lim e * dz= lim e * dz=0,
a— 00 BC a— o0 AD

e utilize o teorema apropriado para integrais de fungoes
complexas sobre contornos fechados.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Em BC,
z=a-+1y;
2% = a® + 2iay — y*;
exp(—2%) = exp(—a® —i(2ay) +y°)
= exp(—a®) exp(y”) exp(—i(2ay));
| exp(—2?)| = exp(—a?) exp(y®);
lim |exp(—2?)] =0
Agora:

. p— 2 .
lim e % dz < lim
a— 00 BC a— 00

2
/ e % dz
BC

< lim / |exp(—2?)| dz = 0.
BC

a— 00

Continue a solugdo no verso =



A prova de que a integral sobre AD se anula no limite é totalmente andloga, com a substituido por —a.
Portanto, ja que ndo ha singularidades dentro do contorno ABCD,

lim [/ +/ }ZO;

a—=o0 | JAB CD
(lim)/ :—/ :+/;
a—oo/ Jpo cD AB

) +oo+1b R “+o00 )
lim e * dz= lim e % dz :/ eV dr=m

a—o0 | po a—=0 J_5otib —o0

Continue a solugdo no verso =



2 [25]

a) [10] Primeiro, calcule a transformada de Laplace de H(t — a), onde a > 0, e H(t) é a funcdo de Heaviside

— Calcule a integral!

b) [15] Agora, obtenha

9%71 e~s B 6725
s s |

SOLUCAO DA QUESTAO:

L{H(t—a)} = /OOO H(t — a)e=" dt

oo
= / e st ds
a

Agora, é ébvio que

Continue a solugdo no verso =



3 [25] Considere a fungao
yi(z) = 22
a) [10] Obtenha a equagéo diferencial ordinéria, linear, homogénea e de ordem 2 com a forma
d?y
T2 + f(x)y=0
da qual y1(x) é solucdo.

b) [15] Utilize qualquer técnica que vocé tenha estudado neste curso, e que seja apropriada, para obter uma
segunda solucdo desta equagdo, linearmente independente de y;(x).

SOLUCAO DA QUESTAO:

1 .
Yy = ﬁ?
2
r_
Yy = _57
6
7
Substituindo na forma desejada de equacao diferencial:
6 1
s f(x); =0
1 6
6
flz) = T2
Portanto, a equagao diferencial é
d?y 6
proia L
d?y
2
— — 6y =0.
T dx? Y

Mas esta é uma equagao de Euler, com solugao da forma y = z:

y =a®,
/ a—1
y =az*7!
y' = (a—1)az™ 2.

Substituindo:

(a — az® — 6% =0,
(o —1a—6=0,
o —a—6=0,

1+VI+4x6 {—2,
g = =
2

+3.

2

Portanto, de fato a 12 solugdo é y1(r) = 272 ; a segunda solucdo LI pedida é yo(2) = x3. Ultima verificacao:

2 d2y2

prc 6yo = 2%(62) —62° =0m

T

Continue a solugdo no verso =



4 [25] Utilizando obrigatoriamente autovalores, autovetores e um método de diagonalizagao, resolva:

11/3 —5/6 —1/3] [« 1
2/3  8/3 —4/3| |y| = |1
~1/3 13/6 —1/3] |z 1

a) [10] Calcule os autovalores. Mostre que os autovetores sao

e = (172,3),
e =(1,3/2,5/4),
es = (1,2/3,1/3).

b) [0] (N&o vale nada, mas vai lhe poupar tempo!) Verifique que

1 3
(17 1, 1) = 161 + 163.

¢) [15] Com isto, calcule z,y, 2.

Reforgando: é expressamente proibido utilizar qualquer outra técnica de solugao de sistemas de
equacoes algébricas lineares!

SOLUCAO DA QUESTAO:

(%i1) a : matrix( [11/3, -5/6, -1/3], [2/3,8/3,-4/3]1,[-1/3,13/6,-1/3]1) ;
5

[ 11 1]
[-- - - - -1
[ 3 6 3]
[ ]
[ 2 8 4 1]
(hol) [ - - - -1
[ 3 3 3]
[ ]
[ 1 13 1
L-- -- - -1
[ 3 6 31
(%i2) id : matrix([1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]);
[1 o 01
[ ]
(ho2) [o 1 o1
[ ]
[o o 11
(%i3) pcarac : determinant(a - lambdaxid) ;
8
- - lambda
3 13
__________ b -
1 8 26 11 3 9
(%ho3) ((- lambda - -) (- - lambda) + --) (-- - lambda) - ---------------
3 3 9 3 3
1
2 (- lambda - -)
3 4
5 (-------mmmmmm o - -)
3 9
b e
6
(%i4) expand (%);
3 2
(%o4) - lambda + 6 lambda - 11 lambda + 6
(%ib5) pcarac : % ;
3 2
(%05) - lambda + 6 lambda - 11 lambda + 6

Portanto, a equacao caracteristica é
A+ 6X2—11\+6 =0,
que por inspegao possui a raiz A = 1. Reduza a ordem da equagao algébrica, dividindo o polindomio por A — 1:

(%1i6) divide(pcarac,lambda-1,lambda) ;
2
(%06) [- lambda + 5 lambda - 6, 0]

Continue a solugdo no verso =



o que significa que a divisdo (perfeita) tem como quociente:

A2 45\ —6,
cujas raizes sao:
(%i7) solve(%[1],lambda);
(%oT) [lambda = 3, lambda = 2]

Ou seja: os autovalores sao 1, 2 e 3. Com isto é possivel calcular os autovetores. Em MAXIMA, isto é bem rapido:

(%i8) eigenvectors(a);

(%08) ccee, 2, 31, (1, 1, 111, [t, 2, 31, [1, -, -1, [1, -, -]1]

mas um calculo manual também é relativamente facil:

(1,2,3),
es = (1,3/2,5/4),
es = (1,2/3,1/3).

€1

Obtenha agora o vetor (1,1, 1) na base dos autovetores:
(1, 1, 1) = aije; + ases + ases.

(%i9) et : [1,2,3] ;
(%09) [1, 2, 3]
(%i10) e2 : [1,3/2,5/4] ;

3 b
(%ho10) (1, -, -1
2 4
(%i11) e3 : [1,2/3,1/3] ;
2 1
(hotl) [t, -, -1
3 3
(%i12) solve( [1,1,1] - alxel - a2*e2 - a3*e3, [al,a2,a3]);
1 3
(%ol2) [[al = -, a2 = 0, a3 = -]]
4 4

Portanto, na base dos autovetores o sistema desacoplado é

1 0 Of (u 1/4 u 1/4
0 2 0 vl =10 |=|v|=]0
0 0 3| |w 3/4 w 1/4
Mas (z,y,2) = uej + ves + wes, e entao:
(%i16) [x,y,z] = (1/4)*el + (1/4)*e3 ;
1 2 5
(%o0186) [x, y, z]1 = [-, -, -]
2 3 6

Conferindo:

(%i17) a.[1/2,2/3,5/6]1 ;

(hotT)

[ R B B R
-
[ )

Continue a solugdo no verso =



