TT010 Matemética Aplicada 1T
P02, 25 Ago 2006
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO

0

Assinatura: Yo BAR I T O

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espac¢os designados. Boa prova.

1 [5,0] Se a FDA de X é

com a,b > 0O:
a) [3,0] Obtenha E{X}.

b) [2,0] Qual ¢ a faixa de valores admissiveis para b? Por qué?

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) A FDP ¢

e portanto o valor esperado é

o) —ex) = |

5 ")
—1/b+17°
:%—1/2+1 [(z) ’ L
a

1-b

b) Portanto, para que E{z} > a, é preciso que 0 <b <1 m

Continue a solugdo no verso =



2 [5,0] Se X e Y sao duas varidveis aleatérias independentes, e

>
I
S

~
Il
3=

>ox
i=1
DY
j=1

sdo as varidveis aleatérias “médias amostrais”, calcule a Cov{X,Y}. E obrigatério fazer um desenvolvi-
mento algébrico completo.

SOLUGCAO DA QUESTAO:
Como sabemos,

Cov{X, Y} = (X — (X)) (T — (7))
= (X = (X)(Y = (Y)
- <(i XZiZ<X>) (iZYJ - iZ<Y>)>
i=1 1=1 Jj=1 j=1
1 & 1 ¢
<[nz<xi<X>>] Y- ) >

pois ((X; — (X))(Y; — (Y))) = 0 devido & independéncia entre X e Y.

Continue a solugdo no verso =



TT010 Matemética Aplicada 1T
P03, 15 Set 2006 O
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura: Yo BAR I T O

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SE: COMECE PELAS MAI? FA-
CEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POSSIVEL,
PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM POUCO EM

QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Resolva as questoes de
forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espagos designados. Boa prova.

1 (2011-10-25T18:09:55 incluida em matappa.tex)[5,0] Seja

onde Fj é uma constante. Obtenha os coeficientes ¢,, de Fourier da série

F(t)= i cnew.

n=-—oo

SOLUCAO DA QUESTAO:

o0
F(t) _ Z Cnezﬂill"nt

n=—oo
o0
e‘wF(t):e_M Z cne%
n=—oo
e*LwF(t): Z cnefwe%
n=—oo
T 2mwimt i T 2wimt 2wint
/ e T F(t)ydt= Z cn/ e T e T dt
0 e 0

Neste ponto, note que

2wimt 27wint (), m # TI,,
/ -
0 T, m n.

Entao,

T 2mimt
/ e” 7T F(t)dt =c,T,
0

T/2 2wimt
FO/ e T dt=c¢c,T
0

—Fy 2 ampe —2mim Cm
2mim 0 g
F
27Tiom [1 — eXp(—ﬂ—im)] = om
Fy
1—(=1)"] = " 0;
2mim [ =y ] e

Continue a solugdo no verso =



ainda é preciso calcular o caso m = 0 em separado:

T/2
Fo/ dt = C()T,
0

T
FO§ = C()T7
Fy
2

=Con

Continue a solugdo no verso =



2 [5,0] Se f(x) =senz, 0 <z <, obtenha a série de Fourier da extensdo par de f(x). Dica:

1 1
/senax cosbr dx = 5 / [sen(a + b)x] dx + 3 / [sen(a — b)z] dz.

SOLUCAO DA QUESTAO:
2nmx

A extensao par de sen(x) é uma fungo par f,(x) entre —7 e +; ela possui apenas coeficientes em cos <57 =
cos(nx)
Os coeficientes de Fourier sao

2 [T

A, = ) fp(x) cos(nz) dz

2 ™
— / sen  cos nT dx

= [/ b(%nl—f—nxdx—&—/ sen(l—n)a:da:]
0 0

= 1[ ! cos(1+n)x| + ! cos(l—n)x}

T |l4+n o 1-—n 0
RN G s G it
N 7T'|: 1+n 1-n }

2
T n2—1
o 2(=1)"+1

T 1—n2

O caso n = 1 precisa ser verificado separadamente; ele da

2 iy
Al = f/ senzcosx dr = 0;
0

™

além disso, claramente, A,, = 0 quando n > 1 for impar; portanto,

4

Agpy = ——
2T (1 — 4k2)

2 |« 4
senz = — + ; A= 12) cos(2kz) m

Continue a solugdo no verso =



TT010 Matemética Aplicada 1T
P04, 28 Set 2006
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO

0

Assinatura: Yo BAR I T O

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-

solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados.

Boa prova.

1 [5,0] Se .Z [f(«)] indica a transformada de Fourier de f(z), prove que

Z [f(z—a)] = e ™F [f(2)].

SOLUCAO DA QUESTAO:
Por definigao,

Fazendo

obtém-se

+oo
Flfe-al=g [ St
E=x—a,
1 +oo . ,
F [f(l' - a)] = ﬂ /E_ f(g)e—lk(m—a)_lka df

U Y ,
__—tka —ik
¢ 2 /f——oo f(f)e g dé_

= e T f(2)]

Continue a solugdo no verso =



2 [5,0] Observando que
/ AS(k — ko)et*® dk = Aetko®
e utilizando obrigatoriamente transformadas de Fourier, resolva:

dz z

e 7:Aikow
da:+L ¢

onde z(z) é uma funcdo complexa de uma varigvel real.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Note que ' _
FHAS(k — ko)] = Ae'o® = F [Ae™*] = AS(k — ko).

Portanto, a transformada de Fourier da equacao diferencial é

ikz+ —2

2<ik+

AS(k — ko)

h\’—‘h\r—l

AS(k — ko)

AL
kL +1

+oo
z(x) = / AL S(k — ko)e*® da
k

2:

6(1{1 — k‘o) =

o ikL+1

AL
T koL +1

ikox
S |

Continue a solugdo no verso =



TT010 Matemética Aplicada 1T
P05, 20 Out 2006 O
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

1 [5,0] Mostre que o operador diferencial da equagao de Legendre,
(1 -2y =22y + Ay =0, —1<z<1,
é auto-adjunto. Suponha que y(—1) e y(+1) sao valores finitos, isto é:

i, (o) # o

SOLUCAO DA QUESTAO:
Esta é uma equacao diferencial do tipo
Ly = —Ay;

Ay é obviamente auto-adjunto, de forma que basta analisar L. Claramente, a fun¢ao-peso w(z) da teoria de
Sturm-Liouville, neste caso, é identicamente igual a 1. Vamos mudar a notacao de y para f, multiplicar a
equagao diferencial por g, e integrar seguidamente por partes:

Lf=(1-a*)f"—2af"

+1
(Lf9)= [ o=y~ 20gf) do

-1

=g(1—a?)f

+1 +1
i —/ (91— z?) — 2xg) f'dx — [fogri — /_1 2(g+xg')fdx}
+1

+1
:—2;1:fg[1+/_1 2(g+xg’)fdx—/ (g’(l—xz)—Qacg) fdx

-1

41 +1
- —Qa:fg‘j + /_1 2(g+xg') f dx — {[(g’(l —2?%) — Qa:g) f]i — / (g”(l —2%) —4g'x — Qg) fda:}

—1

+1
= / [¢"(1—2®) — 2z¢'] fdx

-1

=(f,Lg)m

Continue a solugdo no verso =



2 [5,0] Ache a funcdo de Green do problema

d
% —2zy =senz, y(0)=3.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Multiplico por G(&, z) e integro de 0 a infinito:

- @— _ [T T n
| et |G =] de= [ Gw g senca

Integrando por partes,

Gl ow|, + [ we)[-5¢ 20| e = [ cwesenca

Agora imponho
lim G(z,8) =0=

Gz, 0)y(0) + /5 i y() [—%f - 2G} w- [ " Gl €) sem € d

O préximo passo, classico, é impor

oG

- ~26 =0 ).
Tomando x como um parametro, e re-arranjando,
dG
dié_“v‘QG— (S(f—.’L‘)
Agora, G = uv, e
ng +2v} —H)d—€ —0(& —x)
dv
dif = —2v
dv
- %
WU e
! (Uo(l’)) ¢
v = vo(x) exp(—€?)
du (@),
d¢ vo() o -a)
¢ exp(n®) ¢
/: Uo(ff) o)
— () — H(¢ — . z;)xp( ):
(2,€) = [uo(2)vo(w) — H(E — z) exp(a?)] exp(—€?) = [Go(z) — H(€ — z) exp(a?)] exp(—€?)

Mas
lim G(z,£) = 0= Go(x) = exp(z?)

£—o0
G(x,§) =[1— H(¢ — )] exp(a” — &%) m

Continue a solugdo no verso =



TT010 Matemética Aplicada 1T
P06, 10 Nov 2006 O

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

A’;‘EN(}AO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacos designados. Boa prova.

1 [5,0] Dada a equacao diferencial parcial

mostre que a transformacao de similaridade

transforma-a em uma equagao diferencial ordinaria. Tente especificar condigoes iniciais e de contorno em t = 0,
z = 0 e x — 0o que permitam a solugao de similaridade, ou seja: que sejam compativeis com a equagao
diferencial ordinaria. E possivel?

SOLUCAO DA QUESTAO:

Se
n= xtil/Q,
entao
on L 3 Lo —1j2y,-1 Ui
— =gt = (et = - L
at 2" 5t ) 2’
@ —4-1/2
ox '

As derivadas parciais de u sao

Ou _dudn  ndu,

ot dnpot  2dy
@ - dﬁ@ — djt—l/Z.
dr dndxr dn '

(V)

@_g % _Q dﬁt—l/Q _t—l/Qi dj @_1@
ox2  O0x \O0x) Ox \dn N dn \dn) ox  tdn?

Levando estes resultados a equacgao diferencial parcial original,

n u  vdu
-t — =
2t 2t tdnp?

_ d7u+u_21/@
Tan 71T g
d?u du

20— — —u=0.

Vdr]Q +nd77 U

Esta é uma equagao de coeficientes nao constantes, mas ninguém estd pedindo para vocé resolvé-la! Note que
limy_,on = lim, .o n = 00, lim,_,on = 0. Para que seja possivel resolver a equacao diferencial parcial utilizando

Continue a solugdo no verso =



o método de transformacao de similaridade, é preciso que as duas primeiras condicoes sejam idénticas. Por
exemplo,

u(z,0) = ug,
u(0,t) = uy,

u(oo,t) =ug m

Continue a solugdo no verso =



2 [5,0] Resolva a equacao de Laplace

Po o,
0x? = Oy
para o retangulo 0 < x < a, 0 <y < b e condicdes de contorno
¢(0,y) =0, ¢(x,0) =0,
¢(a’ay) = ¢0a (b(ﬂ?, b) =0

SOLUCAO DA QUESTAO:

Nos utilizamos a abordagem classica de separagao de varidveis:
oz, y) = X(2)Y (y),
donde
1d*X 1 d’y B
X de?2 Y dy?
Observe as condicoes de contorno do problema: elas sao homogéneas na direcao y. Isto sugere tentar resolver

um problema de autovalor em Y:
d’Y

7’ + Ay =0.

A discusséo dos sinais de A\ é como se segue:

Se A <0
Y (y) = Acosh(v—M\y) + Bsenh(v —\y).
Y(0)=0 = A=0,
Y(b) =0 = Bsenh(v—-\b) =0 = B=0.

Portanto, para A < 0 a solucao é trivial, e nao nos interessa.

Se A=0
Y(y) = A+ By.
Y(0)=0 = A=0,
Y()=0 = Bb=0 = B=0.

Novamente, a solucao ¢ trivial, e A = 0 nao interessa.

Se A >0

Y (y) = Acos(VAy) + Bsen(VAy)
Y(0)=0 = A=0,
Y(b)=0 = Bsen(VAy) =0,
VA =nm, n=1,2,3,...,
Va=E
n2m2

A= 02

Finalmente, a solugao é nao-trivial, e nos interessa. As autofungoes portanto sao

Y,.(y) = sen (?) .

Continue a solugdo no verso =



Vamos agora entao olhar para X; para A\ acima,

ldQX B n2n?
X dz2 b2
PX  n?n
S
dz? b2 ’

Xn(z) = C,, cosh (?) + D, senh (sz)

Os valores de C}, e D,, devem agora ser obtidos a partir das condigoes de contorno nao-homogéneas na diregao

z. Faga .
o(z,y) = Z [Cn cosh (n—zx> + D,, senh (sz)} sen (n%:y) .

n=1

Agora,

> nmy
0,y))=0=0=Y Cpsen(—2) < Cr=0,n=1,23,....
?(0,y) = 7; sen( b )@ n
Resta a obtencao de D,:
_ _ nmay oo (7Y

d(a,y) = do = oo ;Dnsenh< 2 )sen( 2 )

Atengdo: esta é uma série de Fourier em y:

/y:oqbosen (%) dyzi/y

. D,, senh (Lza) sen (nﬁ:y) sen (?) dy
b

= D, senh (@) sen? (mﬂ'g) dy =

b

y=0 b b
b mma\ b
% [1— (~1)™] = Dy, senh ( ; ) 5
Portanto, D,, # 0 apenas para m = 1,3,5,...; a solucdo serd
oo
2k — 1 2k — 1
¢(x,y):ZDksenh<( 5 )ﬂ-x) sen(( 7 My) ,
k=1
com A
Dy b

(2k — 1) senh (M) "

Uma questao muito interessante, é a seguinte: é possivel resolver a questao “ao contrario”, ou seja: é possivel
resolver primeiro um problema de autovalor em x? A resposta é sim! Tente

dox
oz, y) = % +¥(z,y);
é facil ver que as condigoes de contorno em ) tornam-se
Pox
¥(0,y) =0, W(,0) = ===,
doT
w(auy) :07 ¢($7b) = _%'

Este é um problema mais dificil que o anterior, mas o ponto a ser notado é que ele é um problema homogéneo
em z. As condigbes de contorno homogéneas em z levardo (apds o costumeiro estudo dos sinais de A, etc.) aos
autovalores e as autofuncoes

Continue a solugdo no verso =



donde a forma geral da solugao serd

o(z,y) = ¢0I+§:{C cosh( . >+Dnbenh( ay)]sen(”;z).

Agora, os valores de C,, e D,, virdo das condigdes de contorno na diregdo y:

o(z, 0)—0—%4—20 sen(m;x)
¢0$ ZC’ sen(mmj>
— ’ Msen mm: /IOZC’nsen( ) (m;r:v) dx

=0 a
%(_1)m+1 — Oma
mm 2
2
C’m = ﬂ(_1)7n+1
mm

Tendo obtido os C,,’s, ndés agora buscamos os D,,’s:
2¢0 nmb nmb nwx
b) =0= —1)"*' cosh ( — | + Dy, senh | —

¢(x,b) +Z[mr <a)+ sen (a)}sen(a)

or 2¢0 nt1 . [ b . nrb\ | nwx

= Z - (=1)™"" cosh . + D,, senh . sen ( )
- Por sen m7r:c / Z [%)0 —1)"*! cosh <me) + D,, senh (mrbﬂ sen (mrx) sen (mwx) dx

z=0 @ v=0 nw a a a a
2

aibo(_l)m-irl = [(bo(—l)erl cosh (m;rb) + D,,, senh (m;rb)] %

mm mm

%(_1)7714r1 = {2%(—1)17”rl cosh (m;b) + Dy senh (m;rb)

mm mm

D,, = 2¥¢)0(71)m+1 {1 — cosh <ma7rb>} "

mm

Continue a solugdo no verso =



TT010 Matemética Aplicada 1T
F, 04 Dez 2006 O
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: GABARITO Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e LEMBRE-SEE COMECE PELAS MAIS
FACEIS PARA VOCE. PROCURE RESOLVER O MAIOR NUMERO DE ITENS POS-
SIVEL, PARA MAXIMIZAR SUA NOTA. MANTENHA-SE CALMA(O), E PENSE UM

POUCO EM QUAL SERA A SUA ESTRATEGIA DE SOLUCAO DOS PROBLEMAS. Re-
solva as questoes de forma LIMPA E ORGANIZADA, nos espacgos designados. Boa prova.

1 [2,5] Seja fx(z) a fungdo densidade de probabilidade da varidvel aleatéria X. Por defini¢do, a func¢do
caracteristica de X é a Transformada de Fourier de fx:

N 1 e —ika 1 —ikX
[ fx(x)e dx = §<e ).

fX(k)E%

A funcao caracteristica de uma fungao Y = g(X), por conseguinte, é

Aoy L[ —ikg(x) g0 L[ —ikg(x)
fy(k):%/_m fx(@)e dx—§<e >

Finalmente, se Z = g(X,Y), a funcdo caracteristica de Z é

1 )
—ikg(z,y) — = [ o—ikg(X)Y)
/__Oo /__Oo Ixy(zy)e dy dx o <e >

a) [1,5] Seja agora Z = g(X,Y) = X +Y, onde X e Y sdo duas varidveis aleatérias independentes (portanto,
fx.v(z,y) =7); insira este g na expressao acima, e calcule fZ

b) [1,0] Use o Teorema da Convolugao,

F [fx * fy] = 2n Fx (k) fy (k),

para calcular agora uma expressio para fz(z) em fungdo de fx e de fy.

SOLUGAO DA QUESTAO:
a) Como X e Y sa@o independentes, fx v (z,y) = fx(z)fy(y); entdo,

=g [ / Fy (e M) dy da
“+oo
—or [ [ e dx} o [ et
= 2 fx (k) fy ().

b) Olhando agora para o teorema da convolugao,

Continue a solugdo no verso =



2 [2,5] Utilizando obrigatoriamente transformada de Fourier, resolva:

6
bp+ 5 =D

0%¢

0x?’

¢(z,0) = md(x).

Observagao: um resultado muito util, que vocé pode utilizar sem ter que provar, é

+o0 ) +o0 22
/ emak ik qp / cos(kx)e_“kQ dk = \/?e_?la.
oo o a

SOLUGAO DA QUESTAO:
Inicialmente, calculo a transformada de Fourier das condi¢Oes iniciais:

+oo
Bo = D(k,0) = — / md(z)e~*e =

~or o 21

Agora, transformo a equacao diferencial parcial:

~dd o
d¢ N
E“r(b—FDk‘)(ﬁ—O.

A solugao desta equagao para :é\ é trivial:

@ = —(b+ Dk?)dt,
¢
In iﬂ = —(b+ DE*)t,
0
b(k, 1) = Bk, 0)e~ C+PH!
m

== e

2
—bt ,—Dk*t_
2

Agora basta calcular a inversa:

m T 2
= 7e_bt 73_; t
2 Dt
me 0t 2
= iDt m

Continue a solugdo no verso =



2

3

[ no intervalo
[0,1

2,5] Obtenha uma série de Fourier contendo apenas senos que aproxime a fungao f(x) = x
].

SOLUCAO DA QUESTAO:
Existem diversas formas de atacar o problema. Uma que nao requer praticamente nenhuma memorizacao é a
seguinte:

z? = Z B, sen (njzrm) (ou seja: L =1)

n=1
0

z?sen(mnzx) = Z B,, sen(nwz) sen(mnx)

n=1
Se L estiver certo, as funcoes sdo ortogonais:
1
/ sen(nmx) sen(mnz) dx = 0, m#n,
0
1
/ sen(nmz) sen(mnzx) dr = =, m=n.
0

(OK). Portanto, integre:
1 oo 1
/ z?sen(mnzx) de = Z Bn/ sen(nmzx) sen(mmz) dx
0 0

1
B,
/ z?sen(mnzx) de = =2
0 2

(r2m? —2) (-1)™ 2 By,
w3 m3 ~ mm3

Br,

Continue a solugdo no verso =



4 [2,5] Integrais e covariancias:

a) [0,5] Seja
+o0 R
G(a) E/ e~ dux.

— 00

V4 para a questao 2; mostre que G(a) =? pode ser obtida como um caso particular da integral dada no
enunciado daquela questao.

b) [0,5] Calcule:
+oo 5
G"(a) :/ rle™ " dy =?

— 00
¢) [1,5] Seja X uma varidvel aleatdria com distribuigdo normal

fx(@) = =,

N3

usando os resultados dos itens anteriores, calcule Cov{X, X*}. Note que (X) = (X?) = 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) Na 22 questao, faca z = 0:

+o0 +oo
/ e~ dk = \/? =G(a) = / e da.
—o0 a —o0

b) Derivando duas vezes G em relagao a a:

+
G"(a) = / oosc4e_’””2 dz = ¥G—5/2_

— o0
c¢) Finalmente,

+oo
Cov{X, X} = /_ (2 — (X))(2® — (X*))fx(2) do
_;OO .%‘4%6_1‘2 dz

Lot e
= — e " dx
7l
_13/m_3
“ U 4 4t

Continue a solugdo no verso =



