TT009 Matemética Aplicada I

P01, 11 Mar 2005

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A)

Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao

sera considerado na corregao. Boa prova.

Nao se esqueca da notacao de vetores:

1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),

e garanta seus pontos nas questoes [

1 [5,0] Define-se a rotagdo no plano xg;, zg; de valor 8, como a
rotagdo em que um vetor paralelo a xg; gira de 05 (neste plano)
de tal modo que €, = +1 (veja a figura). Note que €;;, = +1

define o sentido da rotacgao.

(a) [3,0] Mostre que a matriz de rotacdo no plano zg;, zo; é

Q]

_ |:COS 0.

sen 6,

—sen 0y,
cos 0y,

Ioj

O

T

(b) [2,0] Conseqiientemente, mostre que as 3 matrizes tri-dimensionais de rotagao plana siao

[Ri] =

[Ro] =

(R3] =

(1 0
0 cosby
0 senf,

[ cos By
0
|~ sen 92
[cos 04
sen 03
0

0
—sen 6
cos 01

0 sen6s]
1 0
0 cos 02_

—senf; 0]

cosls 0
0 1

Note que [Rp] é “diferente” das outras duas: em que, e por que? Sugestdo: lembre-se da ordem 4,7,k em

€ijk = +1.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Continue a solugdo no verso =



CE’OJ'

~

)

a) Seja v um vetor genérico de médulo 7, fazendo um angulo « com o eixo zg;; entdo, apés uma rotagao de
01, as coordenadas do vetor rotacionado serdo

/
v, =1 cos(a + )
= rcosacosf — rsenasendy

= v; cos 0y, — v; sen b,.

e
r_
v = rsen(a + 0)
= rsen o cos @y, + r cos asen by,
= v cos O, + v;sen b,
ou:

v} cosO, —senb]| [v;
1| = L
v senf,  cosby v;
b) A matriz [Ry] pode ser obtida a partir da matriz [Q,] expandindo esta iltima pela adigdo de uma linha
k e uma coluna k com 1 na posi¢ao (k, k) e 0 nas demais. Respeitada a ordem de ¢, j,k em €; j 1 = +1 temos:

_ |Ri22 Rias
@)= | R132  Ris3]
_ [R233 Rogai]
Q] = | R213 Ra211]
~ [Rs11 Rsa2]
Qs] = | R321 Rs oo

Note que [@] estd “transposta’, ou seja: o indice 3 aparece antes do indice 1. E por isto que [Rg] é “diferente”
das outras duas, ja que o sinal de sen f, aparece trocado m

Continue a solugdo no verso =



2 [5,0] Calcule a derivada de u = xy? — 32> no ponto (1, —2,4) na direcdo normal & superficie xy+z2z+yz = —6

SOLUCAO DA QUESTAO:

A derivada direcional é dada por
du
— = Vu - s,

ds

portanto precisamos calcular o gradiente de w no ponto e também o vetor unitario sg que da a direcao de
variagao de u. Comecemos pelo segundo: o vetor normal a superficie F'(z,y,z) = 0 é VF'; portanto, se

F(r,y,2) = zy + 2+ yz + 6,
VE=(y+2)i+(x+2)]+ (z+yk
— (24 )i+ (11 4)5 + (1 2)k

=2i+5j — 1k.

1

Sg = —
0 \/%

O vetor normal unitdrio é
(2,5,—1).

O gradiente de u no mesmo ponto é
Vu = y%i + 2zyj — 922k
=44 — 45 — 144k.

Finalmente,
d 1 132
Y (2,5, —1) - (4, —4, —144) = —o= ~ 24,0997 m
V30

ds /30

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P02, 23 Mar 2005

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

Nao se esqueca da notacao de vetores:

1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),
e garanta seus pontos nas questoes [

1 [3,0] Uma rotacdo no espaco leva a base canénica (e obviamente ortonormal) E = {e;, €5, e3} em uma nova
base também ortonormal F = {f,, f4, f3}. As coordenadas de f; ¢ f, em E séo

1
flzﬁ

2.1 1
fa= \/;(27—1,2)-
(a) [1,0] Obtenha f5.

(b) [2,0] Obtenha a matriz de rotagéo [C] de E para F.

(1’ 17 1)7

SOLUCAO DA QUESTAO:

Como a base F é ortonormal, f3 deve ser normal ao plano definido por f; e f,, e ter tamanho unitario;
além disso, sendo a transformagao uma rotagao, e sendo {e1, ez, e} orientados nesta ordem segundo um triedro
positivo, entdo o mesmo deve acontecer com os vetores da base F. Basta portanto fazer

V2

Y2(1,0,-1).

Fa=Fi1Xfy= B)

Para a matriz [C], aplique a formula C; ; = (e; - f).

1
Ci1=—,
1,1 \/3
2
Cho= £7
2v/3
2
C(1,3 = ga
1
Con=—=,
2,1 \/§
V2
Coo=—-7—,
2,2 \/§
C(2,3 207
1
Cs1 = —,
3,1 \/3
V2
C3o0=—7x,
2V/3
2
Cig = —g .

Continue a solugdo no verso =



2 [3,0] Calcule a drea da superficie do paraboléide hiperbdlico z = x? — y? que se projeta sobre a regido

v/x? +y2 <1 do plano Oxy.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Se z = f(x,y), entdo a férmula para o célculo da area da superficie ndo-plana (em geral) é

- a1\ 2 aF\?
s e () (3) e
Portanto, Ry, = {(a@y) cy/r2+y2 < 1} e
S = // V1+ (22)2 4 (—2y)? dyda,
Ray
= // 1+ 4(22 + y?) dydz,
Ray

2T 1
= / / V14 472 rdrdf,
6=0 Jr=0

5\/5—17T
6

Continue a solugdo no verso =



3 [4,0] As vazbes que entram e saem de um tanque de uma estagdo de tratamento de esgotos sdo controladas
automaticamente, em fungao do volume de esgoto V' (¢) dentro do tanque, de acordo com

V3(t) -
E(t) = VT (vazao de entrada),
t
S(t) = % (vazao de saida),

onde T' é uma constante de tempo caracteristica do problema, e Vi é um volume caracteristico do problema
(por exemplo, Vi pode ser o volume do tanque).

a) [1,0] Quais sao as dimensoes de E(t) e S(t)? Elas sao fisicamente consistentes?

b) [3,0] Sabendo que um balango simples de massa, do tipo “taxa de varia¢do do volume = vazao de entrada

— vazao de saida” é o
— =FE@{) - S(t
= B(1) - S(0),
e que V(t = 0) = Vy = Vi/2, resolva a equagdo diferencial e obtenha o volume do tanque em fungao do

tempo, V(¢). O volume aumentard ou diminuird com o tempo?

SOLUCAO DA QUESTAO:
As dimensoes sdo de (volume/tempo), ou seja: vazao. Elas sdo consistentes com a equacdo da continuidade.
Para resolver a equacao diferencial, substitua F(t) e S(t) na equagao da continuidade, e obtenha

v _ vV
d  VET T’
av v V3

— - = —
dt T VAT
Esta é uma equacao de Bernoulli; fazendo z = V=2 e substituindo, obtém-se

dz
T —2z=-2V;2
dt R
Esta é uma equagao diferencial ordinaria de 12 ordem, linear e nao-homogénea. Uma solucao particular é muito
fdcil de encontrar:

zp=Vg 2,
A equacao homogénea associada é
th 2
ar Tzh 0,
cuja solugao é N
zn = Zp€T

Portanto, a solucao geral da equagao de Bernoulli é

~1/2
V(t) = [VH?2 + zert/T} .

A condigao inicial é
Vi _ —1/2
V()= 5" = [Vi® + ] %

obtendo-se, finalmente,

—-1/2
V(t) =V [1 + 3e2t/T] .

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P03, 15 Abr 2005

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

Nao se esqueca da notacao de vetores:

1. com uma seta sobre a letra: 7’ ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),
e garanta seus pontos nas questoes [

1 [3,0] Vocé deseja calcular a integral indefinida

/lixdx:x—l—l—ln(x—i—l).

Para isto, prove (seguindo a sugestao), os seguintes fatos auxiliares:
a) [0,5] (integragdo por partes)
/lnxdw =zlhz —z.

b) [0,5] (substitui¢do y = 1 + = no resultado anterior)
/ln(l—i—:v)dm: I+z)ln(14+2z)— (1 +a).
c¢) [0,5] (aplicagao direta da regra de derivada do produto)
d
%xln(x +1)= xi—kl +In(z + 1).

d) [1,5] Finalmente, junte todos os fatos acima de forma ordenada para obter o resultado desejado.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Nesta solugao, por simplicidade eu vou supor que o argumento de In(-) é sempre positivo, para que nao seja
necessério escrever In |z|, etc.. A maneira mais facil (mas que nao era pedida na prova) é

u=x+1,
r=u—1,
du = dx

/ v dx/U1du/(l1)duulnu(x+l)ln(x+l).
r+1 U U

Para fazer como era pedido na prova,

dx
u=Ilnzr = du=—,
x

dv=dxr = v=uz,

/lnxdz:/udv:uvf/vdu:xlnx—/xd—x:mlnzfos.
x

Continue a solugdo no verso =



Entao,
/lnudu =ulnu — u;

substituindo u = (z + 1),
/ln(x—l—l)dx:/ln(z+1)d(x+1) — @+ Din@+1) = (@ +1).

O item c) é ébvio; entéo,
x
/ { + In(x + 1)} dx = xIn(z + 1),

x+1
/acildx:ozln(x+1)—/ln(:r+1)dz

=zln(z+1)—[(z+1)n(z+1) — (z+1)]
=(x+1)—In(x+1)m

Continue a solugdo no verso =



2 [3,0] Utilizando o resultado da questao anterior, resolva

d
(1+t)d—f+(1+2t)m:0.

SOLUCAO DA QUESTAO: Esta ¢ uma equacio separavel:

(1+t)d—x=

—(1+4+2
d 142
a:: + tdt
1+t
t
dt
1+t 1+t
t T
d
mog {/0 1—|—T Ol-‘rT T]
t
ln— [ln 1+7)+2(1+7) - ln(l—&-T))}
0

—[In(14+¢) +2t —21In(1 + )]
—(2t—In(1+1¢)) =
(1+

=0 14 ) —2t

Continue a solugdo no verso =



3 [4,0]

a) [2,5] Usando, obrigatoriamente, a transfor-
magcao z = e’ e coordenadas polares, calcule

a integral
?{ dz
R

1 T onde C é o circulo unitario da figura ao lado.

b) [1,5] A série de Laurent de f(z) = 272 é parti-
cularmente simples. Use-a, e também o teorema
dos residuos, para explicar o resultado que vocé
encontrou no item (a).

SOLUCAO DA QUESTAO:

z= ew,
dz = ie" do.
d 27 - 0 21 , ] 2m
£ - © a9 = e~ (idh) = —e | =0.
2 2160
c % o ¢ 0 0

De fato, a série de Laurent de f(z) = 272

é, simplesmente,
1 0 9

f(z) =5+ -+0+02+0"+...,
z z

de forma que o c_; desta série é 0, e, pelo Teorema dos Residuos,

d
j{—j:mc,l:o.
c R

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P04, 06 Mai 2005

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

Nao se esqueca da notacao de vetores:
1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou
2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),

e garanta seus pontos nas questoes [

1 QUESTAO ANULADA E SEUS PONTOS FORAM TRANSFERIDOS PARA A QUESTAO 2.
2 [5,0] Encontre a solugao geral da equagao diferencial

1
~y' 4+y=0
xr

em termos de fungoes elementares, separando as variaveis. Verifique que a solucao é uma funcao par.

SOLUCAO DA QUESTAO:
ldy

— = —xdx

<&
Il
\
—
8
&
8

Continue a solugdo no verso =



3 [5,0] Resolva a equacgao diferencial
1
—y +y=0
x

pelo método de Frobenius, ou seja:

a) [3,0] Encontre uma solugao geral em série do tipo
oo
y(z) = Z anz" .
n=0

b) [1,0] E obrigatério encontrar a lei de formacio dos coeficientes a,, da série.

c¢) [1,0] Mostre, obrigatoriamente, que a solucao em série é equivalente a solugao em termos de
funcgoes elementares que vocé encontrou na questao 2.

SOLUCAO DA QUESTAO:

oo

y(x) = E anz" ",
n=0
o0

Y (z) = Z(T + n)anx(r—k—n—l).

n=0
Substituindo na equacao diferencial:

oo

Z(r 4 n)anx('r--‘rn—Q) + i anx7»+n — O;

n=0 n=0

faca r +n = r + m — 2 no segundo somatério acima:

[e'e) 00
S (4 mana™ D 3 a2,
n=0 m=2

rapxr” % 4 (r 4+ Dayjz" " + Z [(r 4 n)an + an_o] 2" ™2 =0

n=2

A equacao indicial é
ap#0=>r=0¢e¢ a1 =0

e a relagao de recorréncia é

Qp—2
ap = — .
n
Note que a partir de ag calcula-se as,aq4,aq,..., € que 0 = a3 = az3 = a5 = .... Reescrevendo a solucao em
termos de expoentes pares,
o0
_ b 2n
y(x) - nT I
n=0
b . bnfl
" 2n
Agora para descobrir a lei de formacao, faco:
1 1

. X
“ax2x2... nxn—-1)xn—-2)x...

ou seja:

Continue a solugdo no verso =



—22/2

E fécil agora provar que esta série é equivalente & fungao y(z) = e . Comece com a série de Taylor de e*, e

faca a substituicio u = —x2/2:

n.
n=0
22 > z2\" 1
T2 = _— —
ex(n)
o (_1 n 20
:Z oyl "
n=0

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P05, 20 Mai 2005

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

1 [3,0] Dada a equacgao diferencial de Legendre,
(1—2?)y" =22y +2y=0:
a) [0,5] Classifque o ponto z = 0. Justifique.

b) [2,5] Obtenha a solugéo geral em série em torno de z = 0, y(z) = AP(z) + BQ(z), onde P(x) e Q(z) sdo
duas séries linearmente independentes do tipo

P(z) = ppa”™*! (po = 1),
n=0

Qz) = guz™" (q0 =1),
n=0

e A e B sao constantes arbitrdrias. E obrigatério encontrar a forma geral (em funcao de n) dos
coeficientes p, e q,.

SOLUCAO DA QUESTAO:
O ponto = = 0 é ordindrio, e portanto é possivel obter uma solucao em série

y(r) = Z anz",

n=0

nao havendo necessidade de adicionar r ao expoente, nem de encontrar uma equacao indicial. Isto posto,
o0
n
y = § anx ’
n=0
(o]
yl — 2 nanxn717
n=0

oo
y"' = Z(n — Dnapz™ 2,

n=0
donde
(oo} [ee]
(1 -2y’ = Z(n — Dnapaz™ 2 — Z(n — Dna,z”,
n=0 n=0
(o]
—2xy = Z(—Qn)anz",
n=0
o0
2y = Z 2ap,x".
n=0

Continue a solugdo no verso =



Mude o expoente dos 3 tltimos somatérios de n para m — 2, e relina na equagao diferencial todos os somatérios:

(o) o0
Z(n—lnanx”2+z (m —3)(m —2) —2(m — 2) + 2] ap_22™ % = 0.
n=0 m=2

Isolando n = 0 e n = 1, expandindo e simplificando o termo entre colchetes, e trocando de volta de m para n:

1 o0
50 D™=+ 3 (1 Dt — (0~ a7 =0

n=0 n=2

O primeiro somatério é identicamente nulo independentemente dos valores de ag e a1; ja pensando em pg = qp = 1
do enunciado, faca ag =1 e a; = 1. A relacao de recorréncia é

n—3
Qp = n—1 n—2-
Obtenha agora ag =as =ar=...0e as = —1,a4 = —1/3,a6 = —1/5,a5 = —1/7, etc.. Portanto, para n > 0:
pn =0,

gn=-1/2n—1)m

Continue a solugdo no verso =



2 [3,0] Sem utilizar fragbes parciais, encontre a transformada de Laplace inversa

< iwra )

SOLUCAO DA QUESTAO:
Uso o teorema da convolugao,

L1t +9l = Teals) > 27 (T} = [ fgte=r)ar

Mas

?(S)Zgéf(t)zla ?(S)Zmig(t)z 5

_ 1 b osen2(t—1) 1 —cos2t
1 _— = =
< { s(s?2 +4) } /7‘:0 2 dr 4 .

donde

Continue a solugdo no verso =



3 [4,0] Usando, obrigatoriamente, transformada de Laplace, resolva o problema de valor inicial
2 442’ + 3z =%, 2(0)=0, 2/(0)=0.
Férmulas (que talvez sejam .. .) tteis:
L' (t)} = s &L {x} — 2(0) Z{2" ()} = 2L {x} — s2(0) — 2/(0)

I'(z) = /OOO t" et dt Iz) =(z—1)!

bfleat
#{e) = 1 xl{( ! }tr(b) (b>0)

SOLUCAO DA QUESTAO:

Tomando a transformada de Laplace da equacao diferencial e introduzindo as condi¢Oes iniciais,

1
S?T+4sT+ 3T = ——,
s+3
1
T(s® +4s+3) = ——
Z(s” +4s+ 3) ot
1
_ ot
Ps+3)(s + 1) = — )
T(s) = ! _ A + b + ¢
(s +3)2(s+1)  (s+3)2  (s+3) s+1
1 1 1

C4(s+1)  4(s+3)  2(s+3)2

A pequena tabela de transformadas de Laplace fornecida no enunciado produz, imediatamente,

. 1
z(t) = Zeft ——e 7t — §t673t "

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P06, 10 Jun 2005

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

1 [10,0] Uma forma particularmente ficil de resolver equagoes diferenciais ordindrias lineares de ordem 1 nao-
homogéneas do tipo

v +alx)y = f(z)

é pelo método de variacao de constantes: se h(x) é a solugdo da equagdo homogénea associada, tente
y=g(@)h(z) = g'h + gh' + agh = f
g(h +ah)+g'h=f= g :/ida:-
——— h
=0
Usando, obrigatoriamente, o método descrito acima, encontre a solugao de

dx 1
awL fxfts(t), z(0) =0,

onde (t) é a distribuicao delta de Dirac. Observacoes:
1. Ache a solucdo h sem se preocupar em atender a condi¢do inicial.

2. Na integracao de f/h, use como limite inferior ¢t = 0_, de maneira a permitir que a delta de Dirac “atue”
em torno de zero.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Inicialmente, procura-se uma solugdo da equacao homogénea (qualquer uma serve):

dh 1
— 4+ _—-h=0
dt+T ’
dh __dt
Lo T
t
Inh=—-——=
n T,
h(t) = e /T,

Agora procuro uma solucao da forma

tal que
0==2(0-) =h(0-)g(0-) = ¢g(0-) =0
Entao,
t
g(t) = / €+T/T(S(T) dr
"
:/ e+T/T5(T) dr
= H(t)e”T = H(t),
donde

z(t) = H(t)e /T u

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P07, 24 Jun 2005

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

1 [3,0] Uma bola de sinuca de massa m estd parada sobre a mesa em ¢ = 0_ e na posigao = = 0; ela recebe um
impulso I de um taco em ¢ = 0. Deixando de lado uma anélise mais detalhada da dinamica de rotagao da bola,
e supondo que a equagao do movimento do centro de massa da bola ao longo da direcao x em que foi imprimido
o impulso seja
d*z
m—s = I6(¢),

(onde delta(t) é a distribuicao delta de Dirac), mostre que apds a tacada a velocidade da bola é constante.

SOLUCAO DA QUESTAO:
A velocidade inicial em ¢ = 0_ é zero:

Continue a solugdo no verso =



2 [4,0] Encontre a solucdo geral do sistema de equagoes diferenciais acopladas

ig uy| 1 2 (751

di? |uz| — |2 1] |ug
ATENGAO: ESTAS SAO EQUACOES DE ORDEM 2. SEU DESACOPLAMENTO NA BASE
DOS AUTOVETORES PRODUZ 2 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE ORDEM

2. A SOLUCAO GERAL DE CADA UMA DESTAS ENVOLVE DUAS CONSTANTES ARBI-
TRARIAS. A SOLUCAO GERAL DO SISTEMA ENVOLVE 4 CONSTANTES ARBITRARIAS.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Escreva o vetor u na base dos autovetores da matriz

1 2
2
u = Z uj e
k=1
O sistema de equagées diferenciais fica na forma
2 2
d?u),
e e, =A- z:u;cefC
k=1 k=1
2
= ZuﬁcA e},
k=1
2
=) UpAk)€hs
k=1

onde A é 0 k-ésimo autovalor. As equagoes agora estao desacopladas; basta resolver

d? uj,
dt?

— /\(k)u% = 0

para cada k. No caso da matriz A,

As solugoes desacopladas sao

wy = KyetV3 4 Kye V3,

uhy = Kze™'t + Kye 't

A solugao geral é
{m} _ (Kle+\/§t +K26—\/§t) [ﬂ + (Ksett + Kye ') [ 1] .

ug -1

Alternativamente, é também possivel reduzir a ordem do sistema, porém ao custo de aumentar o tamanho
da matriz. Em minha opinido, esta alternativa é mais complicada. Faca

V1 = Uq,
V2 = Uz,
_ du1
V3 = it
. dUQ
Vg = E

Continue a solugdo no verso =



Obtenha o sistema de ordem 1

vl 0010
d{v2f _ (00 0 1
dt [v3] |1 2 0 0
v4 2 1 00
cujos autovalores e autovetores sao
+1 +1 +1 +1
. -1 . -1 +1 +1
)\1:—176/1: _1 ,)\2:"_1,6/2: +1 ,)\3:_\/37 e?}: _\/g 7)\4:+\/§7 eil: _|_\/§ )
+i —i -3 +V3
donde
U1 +1 +1 +1 +1
Vo o~ it | 4it |1 v | Tl vEe | L
Vs = (e i + Cqe 4 + Cse _\/3 + Cye +\/§ [
V4 +H —i —V3 +V3

Continue a solugdo no verso =



3 [3,0] Converta a equacio diferencial ordinsria

d2x dx
S 3™ tow=0
az o T

em um sistema de equagoes diferenciais ordindrias de ordem 1. Sugestao: faca u = x e v = dx/dt.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Se
u=r,
dx
v = —
dt’
entao

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

F, 6 Jul 2005

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENQAO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao

sera considerado na corregao. TODAS AS SUAS RESPOSTAS DEVEM TER JUSTIFICATIVA.
Boa prova.

Nao se esquega da notagao de vetores:
1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou
2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),
e garanta seus pontos nas questoes [
1 [3,0] Dada a equacao diferencial
d?y

a =0

a) [0,5] Classifique o ponto x = 0.
b) [2,0] Obtenha a solugdo geral em série de poténcias em torno de x = 0.

¢) [0,5] Mostre que a solugdo em série que vocé encontrou é equivalente & solugdo em forma fechada y =
Acosx + Bsen.

SOLUCAO DA QUESTAO:

a) O ponto z = 0 é ordindrio: a equagdo diferencial estd na forma canénica y” + p(z)y’ + ¢(x)y = 0, com
zp(z) = 0 e 2%q(x) = 2? analfticas em z = 0.

b)

e
§ : n
Y= Apd
n=0
oo

E nanpz™ !,

0

’
Y

3
I

n(n —1)a,z" 2.

=5
Il

S
I
o

Substituindo na equacao diferencial,

o0
n(n — Da,z" 2 + Z anz"”,

n=0

oo
n(n — 1)anx’“2 + g anT"™,
n=0

M

3
Il
=]

M

3

3
||

N

fazendo m =n — 2,

(o]
(m+2)(m + 1D)apmioz™ + Z anT",
n=0

M

3
]
o

Continue a solugdo no verso =



fazendo n = m,

0= Z [(n+2)(n+ Dapia + ay]z™.
n=0
A relagao de recorréncia é

an
2 = T Y+ 1)

H& duas constantes arbitrarias, ag e a;. Fazendo ambas iguais a 1,

CL():]. a1:1
11 11
B IR T} 3= T3 T 31
11 1 11 1
U=ty s T a T
111 111
T T H6x5 6! T TR Txs T

A solucao geral em forma de série, portanto, é

22 at b 2 2 2

y=A4 1—2!4—4!—6!—|—...:|—|-B|:.’L‘—3!+5!—7!+...

¢) O primeiro colcheta acima é a série de Taylor de cos(z); o segundo é a série de Taylor de sen(x); portanto,

y = Acos(xz) + Bsen(z) m

Continue a solugdo no verso =



2 [4,0] Resolva
d*z dx ,

usando obrigatoriamente transformada de Laplace. Note que 6(t) é a distribuicdo delta de Dirac.

SOLUCAO DA QUESTAO: Por causa da Delta, uso como condicio inicial ¢ = 0_. Vou precisar de

f{%} = 5?7 — sx(0_) — 2/(0_),
2%y =7 2(0),
2L} = 1.

Agora, aplicando as transformadas de Laplace acima a equacao diferencial,

$P?T—1-3sT+2T =1,
5[82—35—1—2] =2,

Invertendo,

Continue a solugdo no verso =



3 [3,0] Seja C' o semi-circulo de raio R do plano complexo tal que a parte imagindria de z é maior que ou igual
a zero: Imz > 0; calcule

. dz
lim —.
R—o0 c z

SOLUCAO DA QUESTAO:
Se ' .
2= Re'Y, dz = iRe'?do,
™ i Rel? do

lim ——— —i7nm
Rboo 0 Rele

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

Q, 1 Jul 2005

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

Nao se esqueca da notacao de vetores:

1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),
e garanta seus pontos nas questoes [

1 [2,5] Dada a transformagdo A cuja matriz na base canonica é

[A] =

— N W
S W N
w o~

a) [0,5] O que vocé pode afirmar a priori sobre seus autovalores e seus autovetores?

b) [1,0] Obtenha os 9 elementos da matriz de rotacao [C] tais que

3

/

€; = E Cijei,
i=1

onde {e1, e, e3} sao os vetores da base canénica do R?, e {e], €}, €5} sdo os autovetores de A.

c¢) [1,0] Usando necessariamente a matriz de rotacido [C], mostre que a matriz de A na base dos
autovetores é uma matriz diagonal formada pelos autovalores de A.

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) A matriz é simétrica, e portanto hd 3 autovalores reais, e 3 autovetores mutuamente ortogonais.
b) Os autovalores e autovetores correspondentes sao

AL =3 e = (0,1/V5,-2/V5)
Ao=3-V5 ey = (1/v2,-2V5/(5v2), =V5/(5v2))
A3 =3+5 ey = (1/vV2,+2v5/(5v/2), +V5/(5V2))

/.

" na base canonica sio as colunas da matriz de rotagao [C]:

0 1/v2 1/v2
[Cl =] 1/V5_ —2v5/(5v2) +2V5/(5v2)
—2/V5  —V5/(5v2)  +V5/(5v2

Agora, as coordenadas dos autovetores e

c¢) Finalmente, aplico

Continue a solugdo no verso =



2 [2,5] Dada a equagao diferencial
2y — a2y +y=0:

a) [1,0] Classifique o ponto x = 0.

b) [1,5] Encontre a solugdo geral da equagdo. Observagdo: encontrar uma solucgdo é relativamente
facil; uma segunda solugao LI pode ser encontrada pelo método de variagao das constantes.

SOLUCAO DA QUESTAO:

a) Na sua forma canénica, a equagao é

y" + @)y +q(z)y =0,
1 1
y' =~y + 5y=0
T T
Entdo £ = 0 é um ponto singular de p(z) e de g(x), e portanto x = 0 é um ponto singular. Além disto,
xp(z) = —1 e 22q(z) = 1 sdo analiticas em x = 0, e portanto este é um ponto singular regular.

Na verdade, embora seus coeficientes nao sejam constantes, esta é uma equacao de Euler, e portanto devemos
ter pelo menos uma solucio da forma y = z*; substituindo na equacéo diferencial,

A2_2041=0

donde A =1 é uma raiz dupla. Portanto, y = x é uma das solucoes LI procuradas, mas é preciso encontrar uma
segunda. Tente o método de variacao das constantes:

y = a(z)z,
y' =adz+ a,
y// _ a”ac—|—2a’.

A substituicao na equagao diferencial agora produz
za" +a =0.

Fazendo p = a’ reduzo a ordem da equacao diferencial e obtenho

C
p=—;
T
integrando novamente,
a=Clnz+ D

donde, finalmente,
y=(Clhz+D)x

é a solugao geral da equacao.

Continue a solugdo no verso =



3 [2,5] Resolva a equacgao diferencial

dr 1
%"’fﬂﬁ*fs(t% z(0-) =0,

usando obrigatoriamente transformadas de Laplace. Por causa da presenca da distribuicao delta de
Dirac, é conveniente definir

24wy = [ fetar.

0_

Siga obrigatoriamente o seguinte roteiro:

a) [0,5] Monte a tabela de transformadas de que vocé necessitard, na ida ou na volta, calculando Z{e*'} e
Z{6(t)}-

b) [1,0] Mostre que
L{H(t —a)f(t —a)} = e ZL{f(t)}.

¢) [1,0] De posse dos resultados de a) e de b), resolva o problema.

SOLUCAO DA QUESTAO:
a)

at > —st at 1
ZAe }:/ e e dt = ;
0

s —a

2L6(8)) = / T et dt = 1.

/ CH—a) ft—a)etdt= [ H(t—a)f(t — a)et-D e gy
_ 0_

=e [ H(t—a)f(t—a)e "9 d(t - a)

0_
=e % /00 flt— a)e_s(t_a) d(t —a)

=e % f(r)e *Tdr
=0

=e " Z{f(1)}

Continue a solugdo no verso =



4 [2,5] Usando obrigatoriamente varidveis complexas, integracdo de contorno e o teorema dos

residuos, calcule
/27r do
0 2-—senf’

Sugestdo: faca a transformacio de varidvel z = €l? e transforme a integral acima em uma integral sobre o circulo
unitario no plano complexo envolvendo um pélo.
SOLUCAO DA QUESTAO:

Fazendo a substituicao sugerida, se z = €?, quando # vai de 0 a 27, z percorre o circulo unitério C' no plano
complexo; entao:

z=re",
dz = ie'?,
dz
iz
e
1 .
2_72619_6—19
z
= 2isenf =
2
z¢—1
senf = —
2iz

Retornando a integral,

/2” g 7{ 1 dz
o 2-senf Jo2-2-1iz
_ j{ —2dz
 Jo 2 —4iz—1
O integrando possui dois pélos, z; = (2 —V3)i e zo = (2+v/3)i, mas apenas 2; est dentro do circulo unitario.
Portanto,

]{ f(z)dz =27mic4
c
)

=27 lim [(z - Zl)m

zZ—21

= 2mi = —.

z—2z9 /3

Continue a solugdo no verso =



