TT010 Matemética Aplicada 1T

F, 15 Dez 2004

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

CHEGOU A PROVA FINAL. PROCURE TER UM BOM DESEMPENHO NELA. ESTA
PROVA FOI PREPARADA PARA VERIFICAR O SEU CONHECIMENTO E TAMBEM A
SUA CAPACIDADE DE RESOLVER PROBLEMAS. CONCENTRE-SE, COMECE PELAS
MAIS FACEIS, CONTROLE O TEMPO. RESOLVA AS QUESTOES DE FORMA LIMPA E
ORGANIZADA. MANTENHA-SE CALMA(O), E CONFIE NO QUE VOCE ESTUDOU. BOA
SORTE.

1 [2,0] Um socidlogo estudou o estado de espirito das alunas e dos alunos de um curso de engenharia imedia-
tamente antes dos exames finais. Ele dividiu os &nimos em cinco categorias, da mais negativa (& qual atribuiu
nota 0) até a mais positiva (& qual atribuiu nota méxima). Depois ele tabulou o nimero de alunos em cada
estado de espirito, conforme abaixo:

Estado de espirito Nota Numero de alunos
“muito ruim” 0 4
“ruim” 1 3
“regular” 2 4
“bom” 3 7
“6timo” 4 3

a) [0,4] Se vocé fosse um dos alunos amostrados, qual seria a sua nota?
b) [0,8] Calcule a média amostral da nota do estado de espirito.

¢) [0,8] Calcule a varidncia amostral ndo-tendenciosa da nota do estado de espirito.

SOLUCAO DA QUESTAO:

a) Na verdade, vale qualquer resposta. Por exemplo: “Estudei muito. Na verdade, gostei tanto do curso que
s6 fiquei em final para ter o prazer de fazer mais uma prova! (Alids, esta prova estd muito boa). Nota 4.”

b) O vetor de observagoes é

x =1[0,0,0,0,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,3,4,4,4]",
e o tamanho da amostra é n = 21. A média amostral é

1 44
ﬁ><(4><0+3><1+4><2+7><3+3><4):ﬁzQ,OQ.

¢) A variancia amostral é

1
20 % (4% (0—44/21)2 +3x (1 —44/21)% +4 x (2—44/21)> + 7T x (3—44/21)* 44 x (4—44/21)?) = zilg ~1,8)m

Continue a solugdo no verso =



2 [3,0] Um rio que era cristalino e feliz (condi¢@o inicial: c¢(z,0) = 0) é atacado em = = 0 por um despejo
continuo de @ kgs~! de dejetos suinos. O dono dos porquinhos deseja saber qual é a concentracio de dejetos
(em kgm~3) em fungdo da posi¢do x ao longo do rio e do tempo t. Se c(x,t) é a concentragao, a equagio
diferencial que a modela é

dc dc d%c Q

onde U, D, (3 sdo constantes, A é a drea constante da segdo transversal do rio, e §(x) é a distribuigdo delta de
Dirac. Vocé é a/o engenheira/o ambiental encarregada/o de resolver o problema.

a) [0,3] Dimensionalmente, [U] = LT~!, [D] = L2T~! e [8] = T~!; o que significam U, D e 3?

b) [1,5] Calcule a transformada de Fourier da equagdo acima (em relacdo a z), e obtenha uma equagio
diferencial ordindria em ¢(k,t). Resolva esta equagao.

¢) [1,2] Finalmente, mostre que

Q oo 1 ef(Dk2+,6+ikU)t

+ikx dk.
DK2 + B+ ikU

clx,t) =

2T k

=—00

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) U é a velocidade de advecgao, D é um coeficiente de difusao ou disperséo, e § um coeficiente de decaimento.
b) Primeiramente, note que a transformada de Fourier de 6(z) é 1:

/ e *5(x) dr = e 0 = 1.
— 00
Em seguida, a condigao inicial tem transformada 6bvia:
+oo )
/ e~ *¢(x,0),dx = ¢(k,0) = 0.

A transformada de Fourier da equagao diferencial parcial em relacdo a x é

de ~ ~
d—j + Uike = Di?k%6 — Be+ %
que pode ser reescrita na forma de uma equacao diferencial linear nao-homogénea de primeira ordem
de Q
— + (Uik + DE? c==
L + (Uik + + B)c T
¢(k,0) =0.
Existem muitas formas de resolver esta equacao; talvez uma das mais simples seja “ver” que
~ 1 Q
k,t) = - k,t),
R e (T AR
@ _df
dt  dt’
daf , 2 _
o + Wik + DE* 4+ B)f = 0.
Esta ultima é uma equacgao homogénea, facilima de resolver:
F(k 1) = -1 Qe—(Uik+Dk2+,6)t’

(Uik + D2+ ) A

donde
Q1- ef(UikJererﬁ)t

ck,t)=— .
)= Tk DR 1 9)
c) Basta aplicar a férmula da inversal
1 [t ) Q oo | _ o~ (Uik+Dk*+8)t
t) = — ok, t)et ™ dk = —— T g
o@t) =5 /,c:_oo k. t)e oA oo . (Uik+Dk2+ ) © -
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3 [5,0] Esta questdo a/o guiard para a solucdo da equagao diferencial parcial

1 0% 32¢ ¢Ox 0<z<L

2o L3
Com condigbes de contorno e iniciais dadas por
¢(0,t) = ¢(L,1) =0,
¢(x,0) =0,
oo 7

com o método de separagao de variaveis

a) [0,5] Um ataque direto do tipo ¢(z,t) = X (z)T(¢) é infrutifero. Tente, e mostre por que ele nao funciona.

b) [1,0] J4 o ataque ¢(x,t) = X (2)T'(t) + f(z) funciona! Tente, e mostre que

f(z) = —% (%)3 + a1z +ca.

¢) [1,0] Com f(z) acima, substitua ¢(x,t) = X(2)T(t) + f(x) nas condigdes de contorno; mostre que
c1 = ¢o/(6L) e ca =0 produzem X (0) = X (L) =0.

d) [1,0] Retorne a equagdo que vocé conseguiu separar; ela é

1 1 T 1 82X

oo ar —
AT dt2  X(x) dx?

Resolva a equagio para X (z); utilizando as condigdes homogéneas X (0) = X (L) = 0, discuta o sinal de
A e encontre os autovalores \,, que nao produzem solugoes triviais.

e) [1,5] Continue, e resolva a questdo até o fim, isto é: ache ¢(z,t). Vocé deve deixar os coeficientes de
Fourier da solucao indicados pelas respectivas integrais.

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) Se ¢(x,t) = X (x)T(¢), entdo

1 0% 0%

202 o2 T 073 I
1 d?T d2X €T
Z gz Xt =gz T+ b3

Aqui, o truque de dividir ambos os lados por X (x)T'(¢) ndo funciona; veja:

1 d*T 1 d’X x

ET0) a2~ X(@) d? T OX@TOr

Enquanto que o lado esquerdo ¢é funcgao sé de t, o segundo termo do lado direito é fungao tanto de x quanto de
t, e esta abordagem nao funciona =

b) Se ¢(z,t) = X (z)T(t) + f(z), entdo

1% _ o
2 o2 0x2

1 &T X a2f

PLESTOE Mﬂ)[w+%].

+¢0
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Para que a separacao de variaveis funcione, basta agora exigir que o termo entre colchetes do lado direito seja
zero:

d2f x ¢0 x\3
@—Fqboﬁ—() = f(.]f)—-g(z) +Cl$+82l

¢) Substitua agora as condigées de contorno:

Agora, imponha f(0) = f(L) = 0; neste caso, para que as condigdes de contorno sejam atendidas em qualquer
t, necessariamente X (0) = X (L) = 0. Mas entdo,

f(O)ZO = co =0,
f(L):O = *%+01L:0 = Cl:+(?7[0,.

d) Se A =0,
d’X

Portanto, A = 0 nao serve. Se A # 0,

Para A > 0,
X (2) = ks cosh(VAz) + kg senh(vVAz).

Mas X(0) =0 = k3 =0e X(L) =0 = kgsenh(v/AL) =0 = ky = 0; novamente, A\ > 0 nio serve.
Finalmente, se A < 0, entao

X (z) = ks cos(v/—Az) + kg sen(v/—Az).

Para X (0) = 0, encontro k5 = 0; para X (L) = 0 encontro

sen(vV—AL) =0,
vV—AL = nm,
2
/\n:—(%> n=1,23....
e) Neste ponto, a equagdo ordindria em T é
d*T nmwe\ 2
il Z22) T4 =
dt? ( L ) () =0,
Com solucao
nmwct nmct
T, (t) = A, cos(——) + B, sen( ),
L L
dT, nmwe nmct nmct
—t=_—"|-A B
I T [ n sen( 7 ) + By, cos( T )
Sem perda de generalidade,
Xn(z) = sen(?),

e a solucao geral sera do tipo
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(1) = g [An cos("7%) + B, Sen(m;d)] sen("TLy 4 90 [”” - (””)3] .

As condicoes iniciais agora impoem:

$(r,0) =0=3" Aysen("T5) 4 % [j_f - @3] |
n=1
d¢(x,0)  nmc nwx
BT =0= TB"SGH( 7 ).

Os coeficientes de Fourier vém do procedimento classico: obviamente, B,, =0 e

- nrr, oo |z N3
2 Avsen(T) = = @)
;An Sen(?)sen(ﬁ) _ _% [fz _ (z>3] Sen(mzx)7
L oo nr mnx Lo [ o8 ——
/z=onZlAn sen(T)sen(T)dm = _/x=0 n [L - (L) ] sen( 7 ) dz;

as autofungoes sao ortogonais (afinal de contas, X,, é solugdo de um problema de Sturm-Liouville), e somente
termo n = m da soma sobrevive, a partir do qual se pode obter A,,, e concluir a solucao:

L MTL o Lo [ x\3 mnx
Am/a:osen( T ) dz——/m:()g [L_<L) ]sen(L)dx-
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TT009 Matemética Aplicada I

P01, 13 Ago 2004

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

Nao se esqueca da notacao de vetores:

1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),
e garanta seus pontos nas questoes [

1 [5,0] Para a distribuigdo gama, cuja fungio densidade de probabilidade (FDP) é

oy = M
com
(B = AOO tP=te t dt,
p= [ atx(@ds
== o - w2 fxl) do,
mostre que:
O°° fx(z)dz =1,
A= 5,

SOLUCAO DA QUESTAO:

[e%¢) B.,.06—1,—Ax oo B—1_—Az
/ AP ~te da:z/ (\x)P~te d0\)

-0 (B —0 L'(8)
SESVRRIC S S (aRe g
(t=ha ) = 50 /tzot dt
_T®
L'(B)
=1m

Continue a solugdo no verso =



p= /000 v fx (x) dx

1 /OO _
= — NaPe A dg
F(/B) =0
1

= — - x)Pe A" T
= 3 0 0w

IR SN Ry NeT S
= X0) /t:ot et
1
=)
_ Br(B)

CAT(B)

p+1)

o0

(x = p)* fx(z) do

Q
(V]
Il
S—

B % /ooo(x = B/ N e da
- ﬁ /Oo(gc2 —23B/A + B2 NN 2P lem A 4y
0

o0 g2 \Bgpf-le—Az 26 [ x\Pgfle—Aw B2 [ NPgh—le—Ax
N e oV S PN Y
0 L(B) A Jo IN(G)) A% Jo L'(3)

A segunda e terceira integrais acima j& foram calculadas e valem, respectivamente, u = G/X e 1. A primeira
integral é

/°° 22 \Bgh—leAw d — /OO (Az)(B+2—1e=22 g(Ax)
0 0

INE)) AT (B)
_L(B+2)
(B
_B+1I(B+1)
B AT (B)
_ BB+DT(B)
AT (B)
_ BB+
2
Portanto,
T N
N te T Yetn
b
22
Finalmente,
B o
n= X /6 ﬁ,
=
0’2 = % A == % ]
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2 [5,0] Se X é uma varidvel aleatéria com densidade de probabilidade uniforme entre —1 e 1,

e[-1,1) fx() =5,

e Y é a varidvel aleatdria resultante da transformacao

_ .3
y=x,

obtenha a faixa de variacdo de Y e a fungdo densidade de probabilidade fy (y).

SOLUCAO DA QUESTAO:

Como y = 2% é uma relacao biunivoca e portanto inversivel, com
de 1
_,1/3 — 2By
€r = ) - 9 e 17 1 9
Y dy 3y [ ]

vale:

fy(y)dy = fx(z)dx

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P02, 27 Ago 2004

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

Nao se esqueca da notacao de vetores:

1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),
e garanta seus pontos nas questoes [

1 [5,0] Se a varidvel aleatéria Y depende de duas varidveis aleatérias X e W independentes entre si, e ambas
com variancia g2, de acordo com o modelo linear

Y =3X +W,

Calcule o coeficiente de correlagao entre X e Y.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Como X e W sao independentes,

Var{Y'} = Var{3X + W} = Var{3X} + Var{W} = 9% + 0% = 100°.

A Covariancia entre X e Y é

%
P
!
ks’
_l’_
S
!
=

O coeficiente de correlagao é
~ Cov{X,Y} 307 3

r = = = u
oY ox0oy o x V0o V10
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2 [5,0] Ajuste uma reta de minimos quadrados
y(x) =ax+b
(isto é: calcule a e b) & fungéo

f:-L1]—-R
2y = f(o) =z +a°

e calcule o seu coeficiente de correlagao (atengéo: o dominio de integracao é dado pelo dominio da fungao).

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faga

e escreva o erro médio quadratico

[+ 23 — (az + b))* dx

+1
L,

2 (105b% + 35a% — 112a + 92)

105
A condigao necessédria de minimo é
OF 2(70a — 112)
— =0 - =0 =
ga 105
OF
— =0 4 =0 b=0
b = = [ ]

A média de y é igual a de u;

+1
y:/ (z+2%)dx = 0.
-1

As variancias e o erro médio quadrético s&o:

+1
92
_ 332 _
y_/—1 (:c—i—m)dx—ﬁ,
+1
64
2 _ 2 —
O'g—/_l (82/5) da:—7—5,
+1
E = 2 dr = —
/_1 w?(x) dx T

Verifique que

Finalmente,
oy 64 105 112 47
T = — = P _— = R —
Y gy, 75092 115 115

a=—,

5

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P03, 17 Set 2004

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

Nao se esqueca da notacao de vetores:
1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou
2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),

e garanta seus pontos nas questoes [

1 [10,0] A funcéo distribuicdo acumulada (FDA) de Gumbel é

Fy(z) = exp {—exp (_x;“ﬂ .

A relagdo dos parametros v e a com a média p e o desvio-padrao o de populagéo é

V6o

= )
m

u = pu— 0,5772a.

a) [2,0] Obtenha a funcdo densidade de probabilidade fx(x) (FDP) correspondente.

b) [2,0] Para um vetor de observacdes X = [z, ¥, ...,2,]|, obtenha a fun¢do de verossimilhanca L(x;u,a)
e o seu log, In L.

c) [4,0] Faca OlnL/da =0, d1n L/Ou = 0 e mostre que as duas equagdes para u, a sdo

d) [2,0] Como voce faria para obter u e a pelo método da méxima verossimilhanga, isto é: como vocé resolveria
as duas equacOes acima, a partir de um vetor de observagoes x, para calcular u e a?

SOLUCAO DA QUESTAO:
A FDP ¢

dxr a

. { Ti—U ( T — u)]
exp |— —exp | — .
- a a

fx(z) = dFx _ lexp {_zau exp <_a:u)]

Portanto, a funcao de verossimilhanca é

L-1]

3

IS

O seu log é

- T, — U T, — U
InL = - — — —Inal.
n ;[ exp< - ) - na}

Continue a solugdo no verso =



Agora,

dlnL "1 exp(—ZiY)
= -t =0, =
du ;a a ’

a

= T —u
Zexp(— L )=nmn
i=1

Este resultado pode entao ser usado para simplificar a préxima equagao:

dinL <~ —(zi —u)exp(—22)  xy—u 1
= a ——=0, =
da Z a? + a? a ’

=1

" x; exp(— Lt " r —
_ZM—F%—F L U_EZ()’
=1

a? a? 2 a? a

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P04, 01 Out 2004

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

1 [5,0] Utilizando a mesma linha de desenvolvimento utilizada para provar o Teorema da Convolugao, prove o
Teorema de Parseval:

Foo 400
/ f(k)g(—Fk) dk = 27r/ f(x)g(z) d.
k=—o00 r=—00

Sugestao: Substitua g(—k) no lado esquerdo da equagao acima por sua definigao:

+oo

+oo
() = / g(@)e=*e dz = G(—k) = / o)™ d,

=—00 T=—00

<)

e depois troque a ordem da integragao dupla, etc.

SOLUCAO DA QUESTAO:

“+oo .
/k FG(~k) dk =

=—00

/];OO f(k:) /:;OO g(x)e*® dx dk =

=—00 =—00

27 /+OO g(x) {;ﬂ /k+00 Fk)eir= dk} dox =

=—00 =—00

+o0
271'/ g(x)f(z)dzw

Tr=—00

Continue a solugdo no verso =



2 [5,0] Uma funcao peridédica de amplitude Ay e nimero de onda kg pode ser representada genericamente
por f(z) = Aget*o®. Se f(x) = Age’*o® mostre que f(k) = 27 AgS(k — ko).
Sugestao: Calcule

]?(k:) = / AgeTthor =ik g,

+L )
= lim AO/ e {k—ko)z o
L x=—1L

No desenvolvimento, vai ser 1til fazer a substituicao p = k — kg, e usar o fato:

lim sen(Lp)
L—o0 p

=d(p).

SOLUCAO

firy = [

DA QUESTAO:

o0 ) )
Aoe+zkowefzk:r dI _

=—o00

+L A
lim AO/ e~ ih=ko)z gp —

L—oo -7

: Ag ke _
P ey /w:,L ¢ (=ilk — ko)dz) =
Ao _ +L
li —i(k—ko)x _
ey —i(k — ko) {e }—L
lnnAgfgLnym(kfk@ﬂL:
L—oco (k - I{/’Q)
. sen(k—ko)L
21 Ay lim ————— =
T e "7k — ko)
271'1406(]{3 — k’o) ]

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P05, 22 Out 2004

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

Nao se esqueca da notacao de vetores:

1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),
e garanta seus pontos nas questoes [
1 [5,0] Encontre a func¢do de Green do problema de valor inicial

dx T

T +(T—|—t) 5T = f(t), x(0)=0.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Inicialmente, o procedimento padrao de multiplicar por uma funcao G e integrar de 0 a oc:

dx T
& T =
a(r, t)jx t+a (Tf 5 G(1) = G0 (7)
T:OG(T,t)—dT+/T () G Gl ) dTZ/T:OG(T,t)f(T)dT

z(17)G(7,1)

0o oo 8G(T t) S L _ e} B e
rw_Lw“) Bt [0t = [ a@oiea

Como se trata de um problema de valor inicial, interessa-me manter o termo x(0); portanto, imponho

lim G(7,t) =0

e prossigo:
o 0G = TG(t,t)
—z(0)G(0,t G(r,t)f(r)dr.
0c0.0+ [ o[-50+ g = 00
Portanto, o problema adjunto que devemos resolver é

dG T

*E‘FmGi(s(T*t),

onde §(-) é a delta de Dirac, e o stmbolo de derivada ordinéria é utilizado porque a equagéo pode ser integrada
sem que seja necessario considerar a dependéncia de G em t. Para resolver a equagao diferencial, tento:

Continue a solugdo no verso =



zerando o termo entre colchetes:

dv T B
dr T (T+72
dvv  Tv
dr (T +71)?
dv  Tdr
v (T +71)?
Uma pequena pausa: considere
b dx
Py

a

quando a e b sdo reais, ndo faz sentido o caso ab < 0. Em outras palavras é possivel integrar f(z) = 1/z em
um intervalo onde z < 0 ou em um intervalo onde x > 0, mas nao através de z = 0; portanto, nao faz sentido

(por exemplo)

[.5
z:—lx.

Portanto, nés vamos sempre supor que os sinais de a e b sao iguais, donde

' do

b
=In-—
T a

a

sem a necessidade do modulo. Prosseguindo com a solucao,

/’U(T,t) diu} _ /7‘ ng
w=v(0,t) W oo (T +0)?

In u(T,t) _ T
v(0,t) T+r7
exponenciando:
v(7,t) = v(0,t) ex T
) - ) p T + T
A equagao diferencial agora simplifica-se (!) para
du
—v(0,t) exp [T " T} o= or—t) =

/u(r,t) T 1 0 ( )
d“:/ - eXp{— ]69—td0
u(0,) o—o v(0,1) T+0

u(r,t) —u(0,t) = _v(O )

u(r,t) = u(0,t) —

v(0, )
Reunindo agora a solucao,

G(Tv t) = U(Tv t)U(Ta t)

)

G(0,t)
Para encontrar G(0,t), note que

lim G(r,t) =0 =

T—00

lim e |G(0,t) — eiT%rt] =0.

T—00

H(r —t)exp {—t

t

H(T — t) exp |:_7—'—|—t

G(1,t) = e™= |u(0,t)v(0,t) —H(r — t)e” T
—_—

T+t

|

|

Continue a solugdo no verso =



Como exp(7/(T + 7)) cresce sem limite quando 7 — o0, a Unica alternativa ¢ zerar o termo entre colchetes;
portanto,
t

G(0,) = e T,

e, finalmente,

G(rt) = [1 — H(r — )] exp [T; Tit] .

Continue a solugdo no verso =



2 [5,0] Nem sempre os espiritos de Euler e Jacques Chambriard sdo necessdrios. Em sala de aula, ao procu-
rarmos funcao de Green do problema

nés obtivemos

G(T, t) = Ao(t) +

d*x 9 dz(0)
dt2 +wir = f(t)’ 'T(O) =a, dt - ba
2
TG L 26 = o —1), Gloo) = 0,98 _
dr? dr

H(r—1t)

21w 21w

) ) H(r—1t) .. )
e—w;t:l e—i—uu'r + |:Bo(t) _ (T' )e+zwt 6—7.0.)7'.

Obtenha Ag(t) e Bo(t) de uma forma totalmente racional (ou seja: sem recurso a nenhum tipo de intuigao,
“iluminacdo divina”, ou identidade trigonométrica), simplesmente notando que, ji que lim, o [e™™7| # 0,
entdo é preciso impor lim,_,[-] = 0 nos dois colchetes acima. Procure deixar claros todos os passos.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Da mesma forma que na 12 questdo, os termos entre colchetes tém que ser identicamente nulos quando

T>t = H(r—t)=1:

(&
Aot -
o(t) 2iw
efiwt
Ag(t) = —
o(?) Qi
6+iwt
Bo(t) — -
o(t) 2iw
e—i—iwt
Bo(t) =
0( ) 2iw

Continue a solugdo no verso =
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Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

Nao se esqueca da notacao de vetores:
1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou
2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),

e garanta seus pontos nas questoes [

1 [10,0] Considere o problema geral de Sturm-Liouville,

d dy
= o]+ atate) + o) =
e o caso particular
O -2z, _
e [e dx} +Xem Yy =0,

a) [2,0] Mostre que as condigdes de contorno do caso particular garantem a condi¢do de ortognonalidade,
b
dym dyn
M@[%%&—ymﬁﬂazo
b) [2,0] Mostre que a solugao geral é da forma

_ J e [Asenh(v/1—Az) + Beosh(V1 = Az)], A#1,
y(@) = e”(C + Dx), A=1.

¢) [2,0] A =1 ndo é um autovalor; por qué? (Lembre-se: nio valem autovetores nulos em Algebra Linear).
d) [2,0] Para A # 1, mostre que B = 0, e que senh(y/1 — A7) = 0.
e) [2,0] Agora use senh(y/1 — Az) = isen(yv/A — 1), e mostre que os autovalores sdo A, = 1 + n?.

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) As condigoes de contorno sao y(0) = y(m) = 0; entédo, a =0, b =7 € Y n(0) = Ym,n(7) =0:

{otm) i 22 0 2] 0[5 @ 2, 02| | < 0

b) Expandindo as derivadas,

d | _opdy -2z, _
dx [e dx ATy =
d*y dy
2z J —2x -2z, _
e 2e . + de™ %y

2 {y”(m) —2y/(z) + )\y] .

Continue a solugdo no verso =



A equacao caracteristica do termo entre colchetes é
2 —
re—2r+ =0,

com solugdes r = (1 £ /1 — ). O caso A = 1 produz uma raiz dupla, e deve ser tratado separadamente. Neste
caso, além da solucao e*, encontra-se uma segunda solugao LI ze®. Portanto, para A = 1, a solugao geral é do
tipo €*(C + Dx). Para A # 1, as rafzes sao distintas, e

Y = kyeIHVITNE | o (1—VI=Ra
Faca ki = (B+ A)/2, ks = (B — A)/2, e obtenha

x -kle+\/1—)\z +k2e—\/1—)\z:|

— ¢ |B A
€ 2 + 2

e—&-x/l—)\x + e—\/l—)\x e+\/1—Ax _ e—\/l—Ax]

=e” _Bcosh\/l—)\x—kAsenh\/l—)\x} n

c) Se A = 1, a solugéo é do tipo e”(C' + Dx); impondo as condigdes de contorno, encontra-se C = D = 0
(pois e* # 0 para todo z € R). Como um problema de autovalor ndo admite, por definigdo, solugdes triviais
(y(z) =0), A =1 ndo é um autovalor m

d) Como cosh(0) = 1, impondo-se y(0) = 0 encontra-se B = 0. Agora, senh(0) = 0, de modo que resta
impor

y(r) =0 = Asenhv1l—- A7 =0 = senhv1—- A7 =0,

pois A deve ser diferente de zero para fugir da solugao trivial m

e)

senhv1l—-Ar =0
isenvVA—1r =0
VAi—1=n

A=14n’n

Continue a solugdo no verso =
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Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

A figura abaixo mostra 3 estagios do esvaziamento de um macigo poroso de porosidade drendvel f e con-
ditividade hidraulica saturada k. Em ¢ = 0, todo o macico estd saturado até a altura H; em um instante
intermedidrio, formou-se uma superficie fredtica, e em ¢t = oo a superficie fredtica alcanca (assintoticamente,
apenas) o nivel Hy do canal para o qual ela drena. A regido hachurada indica um contorno impermeével.

N

Mmminmmneayy

\
.
\
\
_

A equacao governante é a equagao nao-linear de Boussinesq,

on_ ko (0
ot foxr\ ox)°
Todas as questoes desta prova referem-se a este problema.
1 [1,0] Linearize a equagao de Boussinesq, obtendo
on KRN _ 0%
ot f ox2

=a’—.
0x?

Explique como a linearizagao pode ser feita, e sugira um valor razoavel para h.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Faga

Oh k0 -0h  khdh

ot fox Ox  f 0x2

O valor mais ébvio (mas ndo o tnico possivel) para h é (Hy + H)/2. Praticamente qualquer valor garanti-
damente maior que Hy e menor que H é uma resposta valida.

Continue a solugdo no verso =



2 [1,5] Abaixo estdo as condigbes iniciais e de contorno do problema. Explique fisicamente cada uma delas.
Use apenas os espacos designados.

h(z,0)=H

O nivel freatico em t = 0 é H em todo o dominio.

h(0,t) = Hy

O nivel do freatico em x = 0 é H para todo ¢t > 0.

Oh(L)
ox
Devido ao contorno impermeével, nao ha fluxo horizontal em x = L.

=0

3 [1,5] Faca
¢(x,t) = h(z,t) — Ho;

note que Hy é constante; obtenha a equacao diferencial
0¢ ,0%¢
— =a"—.
ot 0x?
Mostre que as condigoes de contorno em ¢ sao mais simples:

. 900) _

SOLUCAO DA QUESTAO:
Ja que h(l’,t) = ¢(.€C,t) + Ho,

(¢ + Hy) _a262(¢+H0) ¢ _agﬁ.
02

)

ot Ox2 = ot

As condigoes inicial e de contorno em ¢ serao:

(b(JU, 0) = h(l’, 0) — HO = H — PI()7
$(0,t) = h(0,t) — Hy = Hy — Hy = 0,
0¢(L,t)  O(h(L,t) — Hp) _ Oh(L,t)

ox ox ox =0

4 [4,0] Separe as varidveis: ¢(z,t) = X (z)T(t). Obtenha

1 T/ X//
—==—==A\

a2 T X
Discuta o sinal de A em fungdo das condigbes de contorno em X (0) e dX(L)/dx. Mostre que apenas A < 0
produz solucoes nao-triviais. Sugestao: para A > 0 a imposi¢ao das condicoes de contorno é muito mais facil
se a solugdo for expressa em termos de cosh(-) e senh(-).

SOLUCAO DA QUESTAO:
Se
(b(l.a t) = X(Z)T(t)a

Continue a solugdo no verso =



A equacao diferencial fica

OXT  ,0°XT
Q =

ot Ox?
XT' =a’TX" =

1 T/ X//
FE S S
Para 2x
— - 2X =0
dax? ’
se A >0,
X (z) = ky cosh(A\x) + ko senh(Ax),
dX
= A [k1 senh(Az) 4 ko cosh(A\x)].
Agora,

X(0)=0 = k; =0,
dX (L)
dx

=0 = Mgcosh(AL) =0 ke =0.

Portanto, A > 0 produz apenas a solugao trivial. Para A = 0,

d?X

T3 =0 = X(2) =ksv +ky
X(0)=0 = kq4=0,

X (L

dx

Novamente, A = 0 produz somente a solucao trivial. Finalmente, se A < 0,
X (x) = ks cos(—Az) + kg sen(—Ax),

dX
— = —A[—kssen(—Ax) + kg cos(—Az)],

x
X0)=0= ks =0,
d)fl(L) =0 = —Akgcos(—AL)=0m
x

5 [2,0] Mostre que as autofungoes possiveis sao do tipo

Xn(z) =sen ((2n + 1)%%) .

SOLUCAO DA QUESTAO:
Continuando o resultado da ultima questao, faca —A = u > 0:

cos(punL) =0,

)I

1
unL:(n+§)7T:(2n+1 5 =

w1
n=02n+1)==
pn = (2n + )2L

As autofuncgoes sao, portanto:

X, (x) = sen ((2n + 1)%%) "

Continue a solugdo no verso =
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NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

1 [3,0] A figura abaixo mostra mostra a fungdo ¥ = sen X. Na regiao em tracejado, sen X ¢ inversivel, e
X = arcsenY. Suponha que X seja uma varidvel aleatéria entre —m e +m. Fx () significa a funcao distribuigao
acumulada (FDA) de X. Idem para Y.

a) [2,0] Explique de forma clara, e com o auxilio das setas verticais, o significado de:

Y >0 = Fy(y) = Fx(arcseny) + 1 — Fx(m — arcseny),
Y <0 = Fy(y) = Fx(arcseny) — Fx(—m — arcseny).

b) [1,0] Se Fx(x) = (x +m)/(27), Obtenha uma expressdo tinica para Fy (y).

SOLUCAO DA QUESTAO:

a) Paray > 0, se —m < X < arcseny, ou se m — arcseny < X < +m, entdo Y = sen X < y. Portanto, a
probabilidade Fy (y) = P{Y < y} é a mesma que X esteja dentro destes intervalos, dada pela primeira expressao
acima. Por outro lado, se y < 0, para —w —arcseny < X < arcseny, entdo Y = sen X < y. A segunda expressao
acima indica a probabilidade de que X esteja neste intervalo.

b) Se y >0,
Fy(y) = arcseny + t1o m —arcseny + 7 _ 2arcseny—|—7r.
2 o o
Se y < 0,
Fy(y) = arcseny +m  —mw —arcseny +m  2arcseny + T
e 2 2w B o2 ’

que é a mesma expressao de antes.

Continue a solugdo no verso =



2 [3,0] Zacharias Karl Tamboridéguy é aluno de Engenharia Ambiental da UFPR, e gosta de tocar pandeiro
nas (poucas) horas vagas. Seus colegas o conhecem como “Z.K. Tamborim”. Ele descobriu que pode modelar
as vibragoes do “couro” de seu pandeiro de raio a com a equacao da onda em coordenadas polares. Se u é o
deslocamento do “couro” e se Z.K. Tamborim supuser simetria radial, a equagao governante sera

10 (o) _10%
r Or Tar 2 9¢2

com condigoes de contorno e iniciais

u(a,t) =0,
u(”"? 0) = 03
ou(r,0
<(9t = oo
Sabendo que
d? 1d
ok A Y y=20

dz?  xdx
é a equagao diferencial de Bessel de ordem 0, cuja solucao geral é y(z) = ¢1Jo(x) + c2Yo(z), e que Yo (z) possui
uma singularidade logaritmica em z = 0, mostre como Z.K. Tamborim obteve a solucdo u(r,t) para o couro
do seu tamborim por separagao de variaveis. Em sua solugdo, vocé deve deixar os coeficientes de Fourier da
solugao indicados em termos de integrais envolvendo as fungoes de Bessel Jy(z), sem tentar resolvé-las.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Primeiramente, eu expando a derivada parcial em relagao a r, obtendo

Gu t1ou_ 1%
or2 " ror 2ot
Faco u = R(r)T(t) e substituo na equagao acima, obtendo
d’R 1dR 1 d*>T
—T+-—T=—=—R.
dr? * r dr c? dt?
Dividindo por RT),
1PR 1 dR 1 ET
Rdr2  rRdr 2T dt?
O sinal de menos acima é para simplificar a dlgebra subseqiiente. A equacao diferencial ordindria em R serad

= -\

d’R 1dR
W‘F;E—F)\R—O.

Isto é “quase” a equacgao de Bessel, e eu ainda preciso da mudanca de variavel

=V,

donde
dR _ 1 dR
de /X dr’
PR _1&R
dz2 A dr?’

Substituindo na equagao diferencial ordindria original, encontro

d’R 1dR

L 2R =0
dz? xd:r+ ’

e agora sim, tenho a equagao de Bessel dentro dos colchetes. As solugoes possiveis sao do tipo

R(r) = k1 Jo(VAr) + ko Yo (VAr).

Continue a solugdo no verso =



Como a minha solugao u(r, t) deve ser finita em r = 0, no centro do pandeiro, devo ter necessariamente ko = 0
para evitar singularidades logaritmicas. Com isto, a condigdo de contorno que preciso atender serd

w(a,t) = R(@)T(t) =0 = Jo(v/Ana) = 0.

Os autovalores )\, sdo os valores que produzem os sucessivos zeros de Jy(x) na equacdo acima. Sem perda de
generalidade, portanto, as autofungoes do problema de Sturm-Liouville sao

R, (r) = Jo(Anr).
Neste ponto, é importante lembrar que a equagao diferencial em R pode ser posta na forma
d | dR
— |r— ArR=0
dr [r dr} AT ’

e que portanto fungao “peso” é w(r) = r, e os produtos internos sao do tipo

(). g(r)) = / " (gt dr.

Finalmente, s6 fazem sentido \,’s positivos. Com isto, fica imediatamente definida a equagao diferencial em T":

d*T,, )
M Ta(t) = 0.

Esta é uma velha conhecida, com solugao geral

T (t) = Ay cos(cr/Ant) + By sen(cy/Ant),
4T, =c/ A [—An sen(cy/Ant) 4+ By COS(C\/Et)} .

dt

A solugéo geral serd

u(r,t) = Z [An cos(c/Ant) + By, sen(c\/xt)] Jo(v/Anr).

n=1

Vamos agora as condigoes iniciais:

u(r,0) =0= ZAnJo(\//\nT) = A, =0,n,
n=1

QD) _ o) = 3 ev/ o Budo(v/ ).
n=1

ot

O procedimento para a obtencao de B, é cldssico (note a presenga da funcao peso):

0o(r)Jo(/ Amr)r = Z e/ An B do(V/ Anr) o (v Amr)r,

a
=0 =0

[ i) o= [ (Sevmaain) o
/Ta (Uo(T)JO(\/ET)T) dr = ni_o:l (/:0 C\/EBnJo(\/ET)Jo(\/E’F)T dr) )

=0

Como as autofuncoes Jo(1/Am,n7) do problema de Sturm-Liouville sio mutuamente ortogonais, apenas o termo
n = m do somatdrio sobrevive, produzindo o resultado final para B,,, (a menos da solugao das préprias integrais):

/a 00 (1) Jo(\/ Amr)7 dr = 7/ Am B /a {Jg(\/ﬂr)rrdr "
r=0 r=0

Continue a solugdo no verso =



3 [3,0] Se f(x) é uma fungdo qualquer de z, e se sua transformada de Fourier é F{f(z)}, mostre que

+o0 T
Flof@)= [ aft@eodn = TIEL

T=—00

usando obrigatoriamente o fato:

SOLUCAO DA QUESTAO:

+o0 ) 1 +o0 )
/ zf(z)e”* de = — / —izf(x)e”*® da

=—00 —1 =—00

. +o00 d 4
= %22 /7_ Tk [f(m)e_”m} dx
a4 [ |
= 2@ B f(gc)e_““c dx
_ @)
dk

Continue a solugdo no verso =



4 [1,0] Obtenha a série de Fourier de f(z) =1, -7 < 2 < +.

SOLUCAO DA QUESTAO:
A resposta curta é: a série de Fourier de 1 é 1! A resposta um pouco mais longa é: a série de Fourier é

o0
flx)=1= %) + Z [an, cos nx + by, sen nx] .
n=1

Compare: como 1 é par e os senos sao impares, b, = 0,Vn; ag é necessariamente igual a 2, e todos os outros
ay’s sdo nulos:

L[t
an:f/ cosnxdr = 0,Yn > 0.
T

—T

Fim da questaom

Continue a solugdo no verso =



