TT009 Matemética Aplicada I
P01, 26 Mar 2004
Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

Nao se esquega da notagao de vetores:
1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),

e garanta seus pontos nas questoes [

1 [5,0] Considere um sistema rigido de eixos zg, yo, 2o mutuamente ortogonais e orientados segundo a regra da
mao direita. Os eixos sofrem duas rotagoes simples consecutivas:

1. uma rotagdo positiva (segundo a regra da mao direita) de um angulo o < 7/2 em redor do eixo original
20-

2. uma rotagao positiva (segundo a regra da mao direita) de um angulo as < 7/2 em redor do eixo original
Zo.

/..

; e;). Sugestao: componha duas rotagoes planas, cada

Obtenha a matriz de rotagao de coordenadas C; ; = (e
uma das quais com matriz de rotagao dada por

senf)  cosf

{cos # —sen 9}

SOLUCAO DA QUESTAO:

Houve um erro tipografico na matriz de rotagao sugerida na prova. De acordo com a convengao dada em
aula, ela é a matriz acima, que é a transposta da impressa na prova. Este erro (meuw) foi considerado na corregao.
Na base original {io, jo, ko}, as duas matrizes simples de rotacao deste problema sdo:

[cosa; —sena; O]
R, = |sena; cosaq 0] ;
| O 0 1]
(1 0 0
Ro= 1|0 cosas —senas
_0 senag  cosqg |

Tudo o que precisamos agora € saber aonde “vao parar” iy, jo e kg apds as duas rotagoes consecutivas:

!

i =Ry - ip = (cosaq,senayq,0);

j1 =Ry -jo = (—senay,cosai,0);

i' =iy = Ra i1 = (cos oy, cos ag sen ag, sen avy sen aip);

j'=j2=Ro-j1 = (—senaq,cosas cosay, cos ag sen as);
ki =Ry -ko =(0,0,1);

k' = ks = Ry - k; = (0, —sen g, cos aa).

Portanto,
CoS (1 —sen o 0
C = |senqjcosas C€COSqpCOSQy —Senas| m
Sen vy Sen o COS (1 Sen iy COS Qg

Continue a solugdo no verso =



Suponha agora que um(a) aluno(a) tenha sido confundido(a) pelo erro tipogréfico. Ele(a) obterd entdo as

matrizes
CoS (1 sena; O
Rl = |—sena; cosa; 0
0 0 1
1 0 0
R5= (0 cosas senas
0 —senas cosas

Continuando na mesma linha de raciocicio, o(a) aluno(a) encontrara:

ii = cos a1, —sen g, 0);

(cos aq, — cOS (g sen avq, Sen vy sen aip);
j1 =Ri-jo = (senay,cosai,0);

J _JQ—RQ 31—(Sena1,cosalcosa2,—
k1 = R1 -ko = (07071);

k' =k = Ry - k; = (0,sen g, cos aa).

= (
i’:i%R2 i =
(s

COoS (1 Sen ap);

O resultado do aluno(a) “enganado(a)” seré:

coS vy sen o 0
C*= |—senajcosag COSQiCOSCQrya Senag| m
sen o sen g — COS (] Sen vy COS 2

O(A)s aluno(a)s que obtiverem este tltimo resultado também ganharao os pontos da questao.

Continue a solugdo no verso =



2 [5,0] Um pavilhao de 20m x 20 m tem um teto com a forma de um paraboldide hiperbélico. Para um sistema
de eixos x, ¥y, z localizado no centro do pavilhao, —10 < x < 10 e —10 < y < 10, o formato do teto é dado por

= (100 + 2* — y?) /100,

onde todas as dimensoes estao em metros. Monte a integral em z,y que da o valor da area da superficie do teto.

Nao é necessario calcular a integral.

f(x.y)

SOLUCAO DA QUESTAO:

Use a férmula

- of 2 of 2
S—Awy\/1+<%) +(8y) dydz.

Calculando as derivadas parciais, encontra-se

donde

10 10 2 2
S:/ / \ll—l—x Y dydz =
—10J-10 2500

82_2:17_:1:
dr 100 50’
0= __ % _ v

dy 100 50’

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P02, 12 Abr 2004

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

Nao se esquega da notagao de vetores:

1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),
e garanta seus pontos nas questoes [l

1 [5,0] Se P(t) é a concentracdo de uma substancia poluidora em uma lagoa e Q(t) é a carga de poluicio
lancada, a equagao diferencial que rege P(t) é
dP n 1
dt T

Para P(0) = Py, faga a substituigio obrigatéria P = uv e obtenha a solugdo em fungéo de Py e Q.

1
P= 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Se P = uw,

dv v du Q

Forgando o termo entre colchetes a se anular:

dv v

a T
dv _ _dt
v T

In o] = — & +

np|l=—-—=+c
T 1
v=Ce T,

Substituindo no restante da equagao,

rdu Q)
t/T2% _ =\
Ce T T
Cdu::%e”TQ@)ﬁ,
1 t
C(u—wug) = —/ e™'TQ(r) dr,
T 7=0

= +1] /t 7TQ(r)d
U = U el T:Oe T)dT|,

t
P=uww=¢ T [Cuo + %/ eit;Q(T) d’l':| .
7=0

E eviente agora que C'ug = Py, donde

t

Payzaﬁ%“47%/ e T Q(r)dr m
7=0

Continue a solugdo no verso =



2 [5,0] Encontre a solucdo geral e puramente real de

=%y + xy’ + 9y = 0.

A sua resposta final nao pode conter nimeros complexos.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Esta é uma equagao de Euler:

Substituindo na equacao diferencial,

(m—1m+m+9=0,

donde m = £3i. As solugoes, portanto, sdo da forma y = %3¢, De 2% = exp (Inz%), vem

253 = exp((£31Inx)i) = cos3Inz +isen3Inz.

A solucao complexa geral é

y=cifcos3lnz +isen3Inz] + ¢y [cos3lnz —isen3lnz].

Faga agora ¢; = (a — ib)/2 e ca = (a +ib)/2, com a,b € R, para obter, finalmente,

y=acos3lnz +bsen3lnzm

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P04, 14 Mai 2004

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

Todas as questoes desta prova referem-se a equagao de Bessel de ordem zero:
" ]‘ /
Yy + ot +y=0.

1 [2,0] Classifique o ponto = 0 quanto & existéncia e natureza de singularidades.

SOLUCAO DA QUESTAO:

1
p(r) =~ ap(z) =1 (analitica em 2 = 0)

x
=1 w2q(z) =z (analitica em = = 0)

entao este é um ponto singular regular.
2 [2,0] Sem aplicar diretamente o método de Frobenius, obtenha a equagdo indicial e suas raizes. Escreva em

seguida, em funcao da natureza das raizes obtidas e ainda sem resolver a equacao, a forma geral esperada das
duas solugbes linearmente independentes (L.L.).

SOLUCAO DA QUESTAO:

xp(l‘)=po+p1x+p2x2+...:1 = po=1
2?q(z) = qo + qz + @2’ + ... = 2? = ¢ =0
2+ (po—1)+q =0 = r?=0 (raiz dupla)

A 12 solucao sera do tipo Frobenius,

a 22 solugao sera do tipo

Continue a solugdo no verso =



3 [6,0] O método de Frobenius garante que a tentativa

o0
x)=2a" E anz”

n=0

leva a pelo menos uma das duas solugoes L.I.; no nosso caso, hd apenas uma solugdo com esta forma: obtenha

a forma geral dos a,’s desta solugao.

SOLUCAO DA QUESTAO:

1
y'+ -y +y=0
€T

2y +y +zy=0

v= o’

Z 7°+n

oo

r+n—1

y//:Z 7”—|—’I’L T+n_1)xr+n—2

Ty = E an l,r+n+1

oo

E am 21,r+m 1

xy’ = Z(r +n—1)(r+n)a,z" !

n=0

Reunindo todos os termos em x" ™1,

[aor +ao(r = Dr] 2" +ar(r + 1) + avr(r+ D)™+ _{an [(r+n) + (r+n = D +n)] + an2} 2”7 =0,

n=2

A equagdo indicial é

Agora,

o Un—2
n = —— 5=
Para conseguir uma férmula geral, note que
as = _ﬁa
_ a4y ap ao B ao
M TE T e T e Pex1)? | T Z2ex )P
a4 ag ao ao
ag = —— = — = — = —
0 62 62 x 42 x 22 (2x3)2(2x2)2(2x1)2 [23(3 x 2 x 1)]2’
_(_1\k_ %0
a26 = (71 e

r+1r?—r=0=1r=0 = a =0.

nln+m—"1n]+a,_2=0

ann2 +ap_2=0

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P05, 28 Mai 2004

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

1 [5,0] Resolva, usando obrigatoriamente transformada de Laplace, o problema de valor inicial

32’ +x = 6e*; 2(0) = 0.

SOLUCAO DA QUESTAO:
A transformada de Laplace da equagao diferencial é

_ 6
3sx+x—s_2,
6
l’(35+1):f2,
_ 6 2
xr = =

3(s—2)(s+1/3)  (s—2)(s+ 1/3)°

Separando em fragoes parciais,

2 A n B
(s—2)(s+1/3) s—2 s+1/3
A=6/7,
B=-6/T7.
Invertendo,

_, . 6/7 6/7

() = s—2 s+4+1/3’

x(t) = §e2t - §(24/3.
7 7

Continue a solugdo no verso =



2 [5,0] Conhecendo os fatos:

I'(z) = /OOO t*le~t dt,
L(1/2) =/,

calcule a transformada de Laplace

ZLI1/VH(s) = /wt—l/ge—sf dt.

0

Sugestao: procure introduzir uma mudancga de varidvel apropriada nesta ultima equagao, para escrevé-la na
forma da integral definidora da funcao gama.

SOLUCAO DA QUESTAO:

1 1 [
L — == s1/2(st) "1/ 25t sqt
R AR
o0
:s_1/2/ (st)~H2e7st d(st)
0

_ 8_1/2/ (u)1/2—16u d(u)
0

1
— —1/21‘\ -
o (3)

™
S

Mas a solugao realmente genial é a de Caroline Beleski Carneiro (que ndo seguiu a sugestao
mas calculou a transformada de Laplace pedida, mesmo assim):
O conjunto de substituigoes

2

st=u
sdt = 2udu
g — 2udu
s
+—1/2 — ﬁ
u

transforma a integral

em

Simplesmente brilhante.

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P06, 09 Jun 2004

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

1 [10,0] Uma viga bi-apoiada, isostatica, estd sujeita a um carregamento distribuido total

woL
w(w) = ==8(x) — wo [H(z) — H(z — L)} + —~6(z — L),
onde as d¢’s indicam duas reacoes de apoio iguais nas extremidades de um vao L; sobre o vao, o carregamento

é uniforme e igual a —wy. Sabendo que o esfor¢o cortante V(z) e o momento fletor M (z) sdo dados por (siga
rigorosamente os sinais!)

v - [ OO w(€) de,
M) = [ v

Obtenha V(x) e M(x) integrando a expressdo dada para w(z). A utilizagao dos conceitos de teoria de
distribuigoes é obrigatéria.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Inicialmente, vamos obter um resultado auxiliar til. Se F'(z) = f(x), entéo

/ " HOH(E — a)de = / " H(E - a) fe)de
—ne-are| - [ Feie-au

=H(zx —a)F(z) — H(x — a)F(a)
= H(x —a)[F(z) — F(a)].

oo

Este resultado sera repetidamente utilizado na seqiiéncia.
Integrando w(z) termo a termo,

r U.)()L woL .
| e de = " HG)

oo 2
Portanto,
V(z) = w%LH(m) —wg [zH(x) — (x — L)H(x — L)] + w%LH(sc - L),
M(z) = %LmH(:c) — wo BH(:@ - (x_#H(x —L)| + “%L(x — L)H(z - L).

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

P06, 09 Jun 2004

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

1 [5,0] Dado o sistema de equagdes diferenciais lineares

du _
dt

obtenha a solucdo geral u(t) obrigatoriamente em funcdo dos autovetores €} e e}, de A

Au

)

com

SOLUCAO DA QUESTAO:
Os autovalores sao as raizes da equagao caracteristica,

|A — 1] =0,
M 5N +4=0,

que sao Ay = 1 e Ay = 4. Os autovetores sao

ell = (17_

), = (1.3,

A solucao geral é

u = kjefel + koehe.

Continue a solugdo no verso =



2 [5,0] A engenheira Sana Itdria projetou um biodigestor com retirada de gds a uma taxa constante 3. Se

z(t) é a populagao de bactérias do biodigestor e y(t) é a quantidade de gds no biodigestor, Sana Itdria supos
que as equagoes que regem o seu funcionamento sao

dv _
dt = ar — pxy,
dy

Na seqiiéncia, admita que z(t = 0) = xg, e y(t = 0) = 0.

a) [2,0] Um sistema possui um ponto de equilibrio quando é possivel atingir um estado em que

dx dy
a ="

0.

Mostre que o biodigestor de Sana Itdria admite o ponto de equilibrio (z,y) = (8/k,a/p). O que ele
significa?

b) [3,0] Mostre que as trajetdrias no espaco de fase do biodigestor de Sana Itéria sdo solugoes implicitas de

T D o
k(x — — Bln— = oy — =y°.
(x — xp) 5nxo ay 2y

SOLUCAO DA QUESTAO:
a) Fazendo dx/dt = 0 e dy/dt = 0 obtém-se, imediatamente,

(z,y) = (B/k,a/p).

Ele significa que existe um estado permanente possivel, em que a populagdo de bactérias se estabiliza em §/k,
e a quantidade de gds em «/p.

b) Eliminando ¢,

dz _ax —pry
dy — —

& kx —
d —
r_a7py
dy k-—08/x

(k—fj) de = (o —py) dy

/5;0 (k_ ?) ds = /nio (a—pn) dn

z p
k‘(m—xo)—ﬁlnz—o :ay—§y2.

Continue a solugdo no verso =



TT009 Matemética Aplicada I

QO01, 02 Jul 2004

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

1 [4,0] Usando qualquer método de sua escolha, encontre a solucao geral de
y/// _ 5y// + 8y’ 4= _41,3.

Atencao: a solugao final nao pode ser exibida sob a forma de uma série; eu nao tentaria uma
solugao por séries se fosse vocé; a solugao final tem que ser mostrada em forma fechada. Vocé pode
estar interessada(o) em saber que uma das rafzes da equagio caracteristica da equagao diferencial homogénea
associada é 2.

SOLUCAO DA QUESTAO:
Sabendo que uma das raizes é 2, escrevo
(A= 2)(aA? +bA+c¢) = A3 —5X\2 + 8\ — 4,
aX 40X —2aX2+cA—2bA—2c=X3 —5)\2 + 8\ —4,
aX 4+ (b—2a) N2+ (c—20) A —2¢ =A% — 5A% 48\ — 4,

c=2,
b= -3,
a=1.
Agora, resolvendo
AN —3\+2=0,

encontro as outras duas raizes, A = 2 (novamente) e A = 1. A\ = 2, portanto, é uma raiz dupla, e trés solugoes
LI da equacdo homogénea sdo: e, e>® e ze?®. A solucdo geral, portanto, é do tipo

y(z) = yp(x) + Cre” + Coe?® 4 Cyze®®.

Existem vérias formas de encontrar uma solugao particular y,(x); a mais facil, j& que o termo nao-homogéneo
é um polinémio, é tentar

yp(z) = Az + Bx* + Cx + D,
yp(x) = 3Az® 4+ 2Bz + C,

Yy, (r) = 6Ax + 2B,

Yy () = 64,

e substituir na equacao diferencial original:

6A — 5(6Ax + 2B) + 8(3Ax* + 2Bz + C) — 4(Ax® 4+ Ba® + Cx + D) = —4a3,
—4A23 + (4B + 24A)2? + (—4C + 16B — 30A)x + (—4D + 8C — 10B + 6A4) = —4a,

donde: A=1, B=6,C =33/2e D = 39/2. Isto completa a questio.

Continue a solugdo no verso =



2 [4,0] Calcule a integral

o0 3;‘1/3
/0 (x+1)2dx

e Para a funcio complexa z'/3, utilize a linha de corte formada pelo semi-eixo positivo dos z: z € [0, 00),
representada em linha grossa na figura.

usando o Teorema dos Residuos:

e O residuo de

em z = —1 6 e 2m/3/3,

1,0 Mostre que as integrais sobre os circulos Cr e C. indicados na figura, cujos raios sdo respectivamente R
e €, tendem a zero quando R — co e € — 0.

1,0 Calcule as integrais de f(z) sobre L; e Lo (percorrendo o contorno no sentido anti-horério).

2,0 Junte tudo, e mostre que a integral pedida vale 27/(3v/3).

SOLUCAO DA QUESTAO:

A linha de corte indicada limita o argumento de z = re’? a 0 < § < 27. Sobre z = Re'?, dz = iRe, e

2m 0\1/3
— (R e
. f(z)dz= /0 (Re + 1)21Re de.

Para R — oo,
21
/ f(z)dz ~ / iel0(1/3H1=2) pU/3+1=2 49 _, .
Cr 0

Sobre z = ee®?,

27 0\1/3
€e .
/ f(Z) dz = / %266 0 do.
c. o (e’ +1)

Para e — 0,

2m
/ f(z)dz ~ / ie0/3+0) 13+ gg ),
C. 0

Agora, pelo Teorema dos Residuos,
/ +/ +/ +/ = 2mic_q,
CR C'e Ly Lo

Continue a solugdo no verso =



onde c_; = e 2™/3 /3 ¢ o residuo de f(z) em —1. Mas:

em Lqi:z = x,

em Lo:z = ze?™

/Ll :/0 (z+1)?
0 27rz 1/3 )
/ / d(we%”)
Lo

(ro2mi 1 1)2
o (e + 1)2

_2mi/3 / e
o (z+1)2

, e que s6 ha diferenca no termo z'/3. Juntando tudo,

Portanto,

Note que x = ze?™

(1) [ 2y 2
o (z+1)2 3 ’
/°° /3 2mi 1
0 (SC + 1)2 3 627”‘/3 _ 6471'1/3
_ 21 1
(=1/2 +/3/2) — (=1/2 —iv/3/2)
2w 1
3 i3
2T

35

Continue a solugdo no verso =



3 [2,0] Calcule a transformada de Laplace da Distribui¢do Delta de Dirac em torno de t = a,
(oo}
Z6(t —a)] = / 5(t —a)e ' dt,
0

onde a > 0. Para fazer isto, vocé vai precisar mudar o limite inferior da integral para —co. Explique por que
vocé pode fazer isto sem alterar o resultado da integral.

SOLUCAO DA QUESTAO:

Comeco explicando: como a § atua em a > 0, o limite inferior é irrelevante, desde que menor que a; portanto,

Lot —a)] = /jo 5(t —a)e *t dt

— e*Sa.

Continue a solugdo no verso =



