TTO009 Matematica Aplicada II

P01, 19 Set 2003

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espagos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na correcao. Boa prova.

Escrevendo vetores Vocé deve prestar particular atengao a notacdo vetorial: nos livros, os vetores em geral
sao indicados em negrito; assim, por exemplo, imprime-se ¢, j e k para indicar trés vetores unitérios da base
canodnica, ou
c=aXxXb

para indicar o produto vetorial de dois vetores. E claro, entretanto, que nao é muito pratico produzir letras
em negrito manuscritas (embora eu j& tenha visto alunos fazerem isto!); entao, quando vocé estiver escrevendo
a mao, vocé deve deixar claro que o simbolo em questdo é um vetor. Isto pode ser feito de duas maneiras (hd
outras, mas estas duas sdo as mais populares):

1. Com uma seta sobre a letra: 7 ou d. Esta é a forma mais comum entre os fisicos.

2. Com um til sob a letra: i, ou a. Esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida.

Infelizmente, muitos alunos ainda nao se acostumaram a indicar claramente vetores. Isto pode ser catas-
tréfico, principalmente porque os produtos entre vetores sao muito diferentes do produto de dois escalares. Por
exemplo, o lado esquerdo da desigualdade abaixo é um produto escalar, enquanto que o lado direto é um produto
de dois escalares:

6-g:asz+ayby+azbz +ab=ua-b.

Assim, para estimular os alunos de Matematica Aplicada II a escreverem corretamente seus vetores, todas as
provas conterao questoes sobre, ou envolvendo, notagao vetorial. O uso incorreto de notagao vetorial acarretara
a perda total dos pontos da questao.

1 [2,0] Um anemémetro sonico é um aparelho capaz de medir as 3 componentes u,

N v e w da velocidade do vento. Na figura ao lado, mediu-se um vetor velocidade do
. vento totalmente horizontal (w = 0), com médulo igual a 5ms™! e dngulo azimutal
o (o azimute é o angulo em relagdo ao norte) ay = 30°. Escreva o vetor velocidade
o . E do vento v em relagao ao sistema de coordenadas mostrado na figura.
; o
=g

SOLUCAO DA 1* Questéo:

Note que o eixo y estd de cabega para baixo, e que x aponta para a esquerda; portanto, o angulo «, que o
vetor velocidade do vento v faz om Ox é positivo, donde
V3 -

u = |v|cos30° = 57 ms” -, (1)

1
v = |v|sen30° = 55 ms~ ', (2)

Continue a solugdo no verso =



ou

Continue a solugdo no verso =



2 [8,0] A funcao densidade de probabilidade da distribui¢ao gama é

1) = 5y (Z)a_le |

wlg

Usando os fatos:
oo
I(z) = / t* et dt,
0
I(x+1) =2l(x),

mostre, com todo o nivel de detalhe necessario, que

a) [4,0] (X) = aB,

b) [4,0] <(X — <X>)2> = af?.

SOLUCAO DA 2* Questéo:

Solugao de a):

t= =
_ B [T e, Jla+]1)
(X) F(a)/o t%e tdt =p OR
I(a+1) =al(a) = (X)= ﬂo;r((ao;) =afim

Continue a solug@o no verso =



Solugéo de b):

(- p0r) = [Twartps (3) et

S (x>2 (x>2 - <x)“ _% <x)
F(a)/o lﬁ 2\8) *e | \s) TN
_ 62 > a+l _—t _ > o —t 2 > a—1_—t
_F(a){/o tY e dt Za/o t%e dt—|—a/0 t* e dt}

= r[(i) {P(a+2) —2al(a+1) + ’T'(a) }

_ Ff;) {(a+1)(a+1) - 2aD(a + 1) + a’T(a)}

_ rfi) {T(a+1)+al(a+1) - 2al(a + 1) + *T(a)}
- rfi) {T(@+1)—al(a+1) +a’T(a)}

- rfi) {ol'(a) — a’T(a) + a’T'(a)}

_ rfi) al(a) = af’ m

Continue a solug@o no verso =



TTO009 Matematica Aplicada II

P02, 26 Set 2003

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espagos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na correcao. Boa prova.

Nao se esquega da notacgao de vetores:
1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou
2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),

e garanta seus pontos nas questoes ¥

1 [2,0] Mostre que
Cov{X,Y} =(XY) — (X)(Y).

SOLUCAO DA 1* Questéo:

Cov{X, Y} = ((X - < NEY —(Y)))
=
=
=

><><><
\“S

Continue a solug@o no verso =



2 [3,0] Considere o problema de ajustar uma reta passando pela origem a uma nuvem de pontos (z;,y;); como
vocé sabe, os pontos experimentais nao caem todos exatamente sobre uma reta. Nés desejamos portanto a reta

9y =axr

(1)

que passe em média pela nuvem, e seja, em algum sentido, 6tima. Uma alternativa é a reta de minimos

quadrados, obtida minimizando-se a fungao

= Z((wi - yi>2-

a) [2,0] Derive @ em relagao a a, iguale a zero, e mostre que a estimativa de minimos quadrados de a é

n

E iy o,
i=1

n
s
a = - — nZ lezz:czyl
2 i=1 2 k=1 T i=1
Z Z; ———
i=1 i
b) [1,0] Sex = (z1,22,...,Zn) €Y = (Y1,Y2,- - -, Yn) s80 dois vetores de R™, escreva a em fungéo dos produtos
escalares (x-y) e (z - x).

S)OLUQAO DA 2* Questdo:
a

0Q O

Continue a solug@o no verso =



3 [5,0] Uma maneira de modelar a dispersdao dos pontos em torno da reta y = ax é a seguinte: a cada x;, ndés
introduzimos um erro aleatério W;, de valor esperado nulo e varidncia o2, na observacio de y;, segundo

Note que z; nao é uma variavel aleatéria: a aleatoriedade de Y é devida unica e exclusivamente
a W. Naturalmente, nés vamos supor que os W;’s, i = 1,...,n, sao iid. Resumindo:
Var{W;} = <W12> =02,
COV{VVZ'7 Wj} = <W2Wj> =0

A cada novo sorteio de n pontos, obtém-se um valor diferente para a; nés dizemos que o estimador de a ¢é a
varidvel aleatoria

n
"y
A= Y, ¢ ==y
; Dho1 T
(note que os ¢;’s, que s6 dependem dos z;’s, também nao sdo varidveis aleatdrias, mas sim constantes).
a) [0,5] (Fdcil) Mostre que
n
Z Cil; = 1.
i=1
b) [1,0] (Fdcil) Mostre que
Var{Y;} = o2

¢) [1,0] (Fdcil) Mostre que
(4) =a,

ou seja: A é um estimador nao-tendencioso de a.

d) [2,5] (Dificil) A varidncia de A é

o= {[(E)-)((E)- M) -

Preencha cuidadosamente ... com todos os passos necessarios para chegar ao resultado final. Vocé vai
precisar da formula do quadrado de um multinémio:

n 2 n n n
(ZZZ> :sz+22 Z 2iZj.
i=1 i=1

i=1j=i+1

SOLUCAO DA 3* Questao:
a

Continue a solug@o no verso =



Var{Y;} = Var{az; + W;} = Var{W,;} = o’ m

i=1
N——
=1

()~ ()] )
z<>] >

i=1

Zciwi >
Zc2w2+2z Z cic;WiW; >

L,
[}
S~
I I
/\ T

I Il

=1 j=i+1
:Zn:c W?) +2Z Z clcj (W, W;)
i=1 i=1 j=i+1

- ¢Y; ci(ax; + W; iz |lat+ ) (W)=
N P e

Continue a solug@o no verso =



TTO009 Matematica Aplicada II

P03, 03 Out 2003

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espagos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na correcao. Boa prova.

Nao se esquega da notacgao de vetores:
1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou
2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),

e garanta seus pontos nas questoes ¥

1 [2,0] Se u =(0,3,2),v=1,3,4 e w = (2,2,2), mostre que u, v e w sdo linearmente independentes.

SOLUCAO DA 1* Questéo:
O produto triplo de u, v e w é o determinante (igual ao volume do prisma definido pelos 3 vetores)

0 3 2
1 3 4 |=10.
2 2 2

Como o determinante nao ¢é nulo, os 3 vetores sdao LI m

Continue a solug@o no verso =



2 [8,0] Se Y =In X, e Y possui uma distribui¢do normal com média u e desvio-padréo o,
2
1 Liy—mp
fY(y)_ QFUexp[ 2( o ) ]7
a) [3,0] Mostre que a funcao densidade de probabilidade (log-normal) de X é
1 1 /Ilnz—pu 2
r) = ——exp|—= .

fx(x) s p[ 2( . )]

b) [5,0] Dado o vetor € = {x1,22,...,2,} de n amostras iid de uma distribui¢do log-normal , encontre os
estimadores de maxima verossimilhanca de p e o em funcao de .

SOLUCAO DA 2 Questéo:
a) Como Inx é uma fungao biunivoca, posso fazer

fx(z)dz = fy(y)dy
dy

Fx(@) = Fr ()3 = = fr(y(@)

b) O log da fungao de verossimilhanca é

InL= lnﬁfx(mi)

i=1

G| 1 /Inz; —p 2
-1 - - I et A o
H.I;[% QWUGXP[ 2< o ) ]

n 2
= [—lnxi—ln\/Qw—lno—;<W> 1
o
1

n 1 n
= — [Zlnzi +nlnv2r +nlno + 50722(111132' —u)Q] ]

i=1 i=1
Igualando-se as derivadas da fungédo de log-verossimilhanca em relacdo a i e o a zero,

n

oln L _ 1 &
au =0 ZZ(lnIz—ﬂ):O :}u:EZIHIZ,
i=1 i=1

OnL  |n g Y
% [0 o i:Zl(lan ,u)]

I [mﬁ—Z(lnxi—u)Q} =0 §02:l2(lnfci—ﬂ)2'
n <

3
g
i=1

Continue a solug@o no verso =



TTO009 Matematica Aplicada II

P05, 24 Out 2003

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espagos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na correcao. Boa prova.

Nao se esquega da notacgao de vetores:
1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou
2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),

e garanta seus pontos nas questoes ¥

1 [4,0] Matematildo, um aluno do Curso de Engenharia Ambiental metido a conhecer matemadtica, resolveu
uma questao de prova envolvendo polindmios de Legendre usando, para o polinémio de grau n, a notagao ﬁn(x)
Interrogado pelo professor sobre o motivo desta notagao, ele respondeu: “Elementar, meu caro professor: os
polinémios de Legendre sao vetores — e ainda por cima ortogonais!”. Explique por que Matematildo tem razao.

SOLUCAO DA 1* Questéo:

Fungoes reais em um intervalo [a, b] (no caso, [—1,+1]) podem ser consideradas vetores: a funcao identica-
mente nula no intervalo faz o papel do vetor 0; a soma de duas fungoes é novamente uma fungao, e o produto de
uma funcao por um escalar é novamente uma fungao. Em suma, os 8 axiomas classicos de dlgebra linear para
um espago vetorial sdo atendididos para funcoes (continuas, ou continuas por partes, ou quadrado-integréveis,
etc.) definidas em um intervalo. Portanto, func¢oes em geral, e os polindomios de Legendre em particular, podem
ser interpretados como vetores.

Além, disso, pode ser demonstrado (veja Butkhov, p. 350 e seguintes) que os polinémios de Legendre
atendem a condigao de ortogonalidade,

1
/Pl(x)Pm(m)dx:O, (I #m).

-1

Assim, os polinémios de Legendre sao vetores ortogonais.

Continue a solug@o no verso =



2 [6,0] Obtenha os cinco primeiros polinémios de Legendre usando explicitamente a férmula de Rodrigues,

1 d"[(® - )]

Po(w) = ALY dz™

SOLUCAO DA 2* Questao:

Esta é uma questao de aplicagao direta de féormula:

Py(x) =1,

Py(x) =z,

Py(z) = gx2 - %,

Ps(x) = gxg - gaﬁ,

Py(z) = %aﬁl - 115352 %

Continue a solug@o no verso =



TTO009 Matematica Aplicada II

P06, 07 Nov 2003

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espagos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na correcao. Boa prova.

Nao se esquega da notacgao de vetores:
1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou
2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),

e garanta seus pontos nas questoes ¥

1 [3,0] Considere a lei de Darcy para escoamento em um meio poroso saturado, na forma
v=—-kVh

onde k é a condutividade hidraulica saturada, e h a altura do lengol freatico. Mostre que, se h s6 depender de
coordenadas horizontais (por exemplo: se, em coordenadas cartesianas, s6 depender de z e y), entdo v é um
vetor horizontal. Esta é a hipdtese de Dupuit-Forchheimer.

SOLUCAO DA 1* Questao:

Suponha h = h(x,y); entao,

oh . Oh .
v=—-kVh=—-k {a:ﬂz—f—ayj}.

Como a componente k de v é nula, v é um vetor horizontal.

Continue a solug@o no verso =



2 [4,0] A figura abaixo mostra um pogo cilindrico de didmetro 2b com o nivel d’dgua em seu inte-
rior inicialmente igual & altura H do lengol fredtico (figura da esquerda). Uma bomba entra em agao

quase instantaneamente, baixando o nivel do pogo para hg, e mantendo-o neste nivel (figura da direita).
2b 2b

H h(r,t)

oh k10 | ,0h
ot  nror| lor|
onde k ¢é a condutividade hidraulica saturada, n é a porosidade e r é a distancia radial.

a) [1,0] Mostre como a equagao de Boussinesq pode ser linearizada.

o

[1,0] Defina as condig¢des de contorno do problema, h(b,t) e h(oo,t).

(¢]

)
) [1,0] Defina as condigdes iniciais do problema, h(r,0).
)
)

[1,0] Tente encontrar h(r, co) simplesmente resolvendo a equagao diferencial ordindria obtida a partir da
equacao de Boussinesq fazendo 0h/dt = 0, e impondo condigoes de contorno adequadas. Isto s6 pode ser
feito a partir da equacdo nao-linear, e ndo da equacao linearizada! Prove esta dltima afirmagao, e
ganhe um boénus de 2 pontos, podendo tirar até 12 nesta prova!

d

SOLUCAO DA 2 Questao:

_ a) A linearizagao da equacao de Boussinesq consiste, simplesmente, em usar um valor médio de h (digamos:
h) dentro do colchete. Ela se torna entao:

oh _ K10 [ on
ot  noror TBT ’

que é a equacao da difusao em coordenadas polares.

b)
h(r,0) = H
c)
h(bv t) = ho, (1
h(co,t) = H. (2)

Continue a solugdo no verso =



d) Obs.: havia um erro tipografico no enunciado, pela auséncia da palavra ndo, indicada em
negrito no enunciado corrigido acima. A integragao da equagao nao-linear produz

d dh
% <Thd’r') = 07

dh
h—=A
" ’
Aﬂ = hdh,
r
T d h
A / L= [y,
b P ho
2 _ 2
Aln L = h ho.
b 2
A integracdo da equacao linearizada produz
d dh
—|r— ) =0
dr (T dr) ’
dh
= A
"ar ’
A’@ =dh,
r
r h
A’/ dp = A’/ dn,
b P ho
h—hy=A'ln %

Na verdade, o enunciado esta mal feito, e é impossivel, em ambos os casos, atender a condi¢ao de contorno
h(r = 00) = H. Por este motivo, eu anulei este item, e dei o seu valor integral (1,0) para todos os alunos.

Continue a solugdo no verso =



3 [3,0] Considere a forma bilinear
222 + 4y + 5% = 1.

a) [1,0] Ache a matriz M tal que a equagdo acima pode ser escrita na forma

hﬂ%ﬁm:L

Y

b) [1,0] Mostre que os autovalores de M sdo 1 e 6.

¢) [1,0] Tente obter a transformagao (z,y) — (z,y’) que leva a uma forma diagonal.

SOLUCAO DA 3* Questao:

a) Por inspegao, a matriz M é

de tal forma que

2 2 T 2x + 2
[zWL5}M:hﬂ{%mﬂﬂfﬂwwwmfﬁfﬂwwﬁ

b) Os auto-valores sao obtidos a partir de

‘2—)\ 2 ’:0 = 2-N6-XN—-4=0=> MN-7TA+6=0 = A=6oul=1.

2 5—A

c¢) Os autovetores normalizados sdo, respectivamente:
€] = (1, 2)7

€y =

Slo sl

(1’ _5)

T . . T .
Se [:c y] sao as coordenadas de um vetor na base canodnica, e [x’ y ] sao as coordenadas do mesmo vetor
na base dos autovetores (normalizados), entéo vale

1, n 2,
r=—x +—=y,
5 e

2 1,
=—x——=y.
Substituindo na forma bilinear,
222 + day + 5y = 6(2')* + (y')* = 1.
Em retrospecto, este item necessita de uma boa dose de meméria do curso de algebra linear. Todos os alunos
ganharam o ponto do item c); aqueles que o acertaram, ganharam um bénus de mais um ponto.

Continue a solugdo no verso =



TTO009 Matematica Aplicada II

P08, 28 Nov 2003

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espagos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na correcao. Boa prova.

Nao se esquega da notacgao de vetores:
1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou
2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),
e garanta seus pontos nas questoes ¥
1 [2,0] A partir das seguintes propriedades do produto interno,
(z,y) = (y,2)",
(z,ay) = a(z, y),

mostre que
(ax,y) = o™ (z,y).

SOLUCAO DA 1* Questao:
(az,y) = [(y, az)]" = [a(y, z)]" = a*(y,x)" = a*(z,y).

Continue a solugdo no verso =



2 [4,0] A deducdo da desigualdade de Schwarz abaixo, igual & que eu dei em sala, estd erradal

O<<w_(§:y)y’w (z, )>:

( (v, y

EZ: R
(G2
(@ y)(z,y Yyz)  (xy)(@y)]
et -8 |

/N
8

o
7 N

8

8

I
f@a
NN

( (. y)
(z,2)"(y,9)" — (=, y)" (2, y)" — ) Y, 2)" + (z,y)" (2, y)" =
] lyl* = |(z, y)[*.
O erro foi introduzido no 22 colchete da 4*linha, e tem a ver com a aplicagao errada da propriedade deduzida

na 1®questao. Conserte o erro e obtenha um novo resultado: vocé ainda consegue provar a desigualdade de
Schwarz? (Veja também a préxima questao, para uma dica adicional)

SOLUCAO DA 2* Questao:

Faca

e re-escreva a 3%linha:

0<[(z,z+ay)" +[(ay,z +ay)]" =
[(z, @) + a(z,y)]" + [a*(y,z) + a*a(y,y)]" =
(,z)" +a*(z,y)" +aly,z)" +aa”(y,y)" =
() + " (z,y)" + oz, y) + aa™(y,y).
Multiplicando por (y,y) e substituindo o valor de a,

lz)*[lyl* — 2R(z, y) + |(=, y)[*,

que nao é a desigualdade de Schwarz.

Continue a solugao no verso =



3 [4,0] Uma forma mais limpa de deduzir a desigualdade de Schwarz é

0<(x+oay,xz—ay) =
(x4 ay,x) + a(x+ ay,y) =
(@, + ay)]” + of(y, z + ay)]" =
[(z,z) + a(z,y)]" + o(y, =) + oy, y)]" =
(z,2)" + o (z,y)" + a(y,z)" + aa™(y,y)"

Agora faca
_(zy)”
(y,y)

e conclua a deducao correta da desigualdade de Schwarz.

SOLUCAO DA 3* Questéo:

Primeiro multiplico a ultima linha por (y,y):

(z,2)"(y,y) + " (z,9)" (y,y) + a(y,2)"(y,y) + aa™(y,9)" (¥, y);

em seguida, substituo o valor de o (note que o « desta questao é o conjugado complexo do a da
22questao):

0 §($,$)(y7'y) - (m,y)(m,y)* - (m,y)*(y,w)* + (may)*(may) =
(xvm)(y7y) - (:B,y)*(SC,y) - (w7y)*(mvy) + (w7y)*(may) =
(z,2)(y,y) — (z,y)"(@,y) =

2l llyl* = (2, y)

Continue a solug@o no verso =



TTO009 Matematica Aplicada II

P09, 05 Dez 2003

Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espagos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na correcao. Boa prova.

Nao se esquega da notacgao de vetores:

1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),
e garanta seus pontos nas questoes ¥
1 (3,0

a) [1,0] Defina o que é o operador adjunto L de um operador linear L em um espaco vetorial V,

L: V-V
x—y = L(z),

x,y V.
b) [2,0] Certo ou errado?
Dado um L, para cada novo produto interno (-,-) definido em V, LT serd diferente .

Justifique sua resposta.

SOLUCAO DA 1* Questéo:

Certo: se

(L'z,y) = (z, Ly)

entdo esté claro que LT é definido tanto por L quanto pelo produto interno.

Continue a solugdo no verso =



2 [7,0] Considere o problema de valor inicial

du 1
u(0) =0,

onde T é uma constante. Obtenha a funcao de Green G(t, T) associada.

SOLUCAO DA 2* Questao:

<[ _du 1 &
/0 |:GCZ7'+GT+TU:| dT—/O Gf(r)dr.

OOO+/OOO [—udG—&—G(t,T)TiTu(T)} dfz/ooo G(t.7)f(r) dr

G(t,T)u(r) o

T=

G(t, 00)u(o0) + /0 h [—‘f 4 TLG} u(r) dr = /0 TGt f(r) dr

O problema adjunto é

G | 1
TG =0 1)

G(t,7)=[1—H(t —t)]g(t,7) (esta tentativa atende a G(t,00) = 0)

Tento resolver

_ 7 = =1:
dT+T—|—’T 0, com g(t,t)
@_ dr
g_T+7'

lng=Wn(T+7)+Ingg
g=90(T+7)
() =1 = go— ——
T : = =
para que: glt, 90 T+t
T+
G(t =[1—-—H(r—t .
(t.7) = (1~ H(r D)7

Continue a solugdo no verso =
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Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espagos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na correcao. Boa prova.

Nao se esquega da notacgao de vetores:

1. com uma seta sobre a letra: 7 ou @ (esta é a forma mais comum entre os fisicos) ou

2. com um til sob a letra: i, ou g (esta é a forma mais popular entre os engenheiros, e é a minha preferida),
e garanta seus pontos nas questoes ¥

1 [10,0] Hengenrique Ambientaldo é um Engenheiro Ambiental da UFPR.
Ele foi chamado para estudar um caso de um langamento acidental de uma substancia téxica em um rio.
A concentracao desta mesma substancia foi medida em uma secdo do rio alguns quilémetros a jusante.
O intervalo de discretizagdo do problema é de uma hora.
O despejo da substéancia téxica durou 4 horas.
A tabela que registra o lancamento da substancia no rio ao longo do tempo é a seguinte:

hora 1 2 3 4 5 6 7
langamento (ton.) 1 1 1 1 0 0 0

A nuvem téxica demorou 7 horas para passar pela secdo de jusante.
A tabela que registra a passagem da nuvem toéxica na secao de jusante ao longo do tempo é a seguinte:

hora 1 2 3 4 5 6 7
concentracao (mg/l) 0.50 0.75 0.90 1.00 0.50 0.25 0.10

Hengenrique precisa desenvolver rapidamente um modelo para prever o efeito de futuros langamentos aci-
dentais.

Hengenrique decidiu que uma boa maneira de fazer isto é encontrar uma fungao de resposta unitdria (ou
seja: a funcao de Green) do “sistema” rio entre o ponto de lancamento e a segao de interesse.

Para encontrar a fun¢ao de Green, Hengenrique montou uma tabela como se segue:

lancamento (ton.) 1 1 1 1 0 0 0
hora 1: Gl G2 G3 G4 0 0 0
hora 2: 0 Gl G2 Gg G4 0 0
hora 3: 0 0 G1 G2 G3 G4 0
hora 4: 0 0 0 G1 G2 Gg G4

concentracgao (mg/l) 0.5 0.75 0.90 1.00 0.50 0.25 0.10

Prossiga com o raciocinio (brilhante) de Hengenrique, e obtenha a func¢ao de Green discreta G1, G, G3, Gy
onde: (G; é a resposta do sistema a um estimulo unitario durante a hora 1; G5 é a resposta do sistema a um
estimulo unitario durante a hora 2; G3 é a resposta do sistema a um estimulo unitario durante a hora 3, e G4 é
a resposta do sistema a um estimulo unitario durante a hora 4.

Observacao: as unidades deste problema (toneladas, e mg/l), sdo apenas para dar um minimo de realismo
ao enunciado, e nao tém maior significado na solugao do problema.

Continue a solugdo no verso =
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Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espagos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na correcao. Boa prova.

O movimento browniano de uma particula em um fluido é dado por um processo estocdstico X (¢,w), onde
w indica a particula em questdo (ou seja: cada particula “vem” de um w, e representa uma realizacio x(t),
diferente. As questdes a seguir referem-se a este problema.

1 [3,0] Explique em poucas palavras o significado fisico dos simbolos, e da equagado como um todo, para cada
uma das equagoes abaixo:

dX

FRZ—GFMGE,
mV? _k:iT
2 /27

Fr é a forga de resisténcia do fluido cuja viscosidade dinamica é p ao movimento de uma particula de
didmetro a e massa m. X é a posicao da particula.

dX
V="
dt

é a velocidade da particula, k é a constante de Boltzmann e T' é a temperatura do fluido.

A primeira equagao é simplesmente a 2% lei de Newton aplicada ao movimento de uma particula.

A segunda equacgdo diz que a velocidade média quadrética das particulas é proporcional & temperatura do
sistema, ou seja: que na média quadratica as particulas possuem a mesma velocidade das moléculas do fluido.
2 [3,0] Sabendo que em um processo estocastico estaciondrio os momentos sdo independentes do tempo, e que

(X?(t,w)) = 2Dt,

onde D é o coeficiente de difusdo, o que vocé conclui sobre a estacionariedade (ou nao) de X (t,w)?
X ¢ néo estacionario, jé que (X?) varia com o tempo (cresce linearmente com t).

Continue a solugdo no verso =



3 [4,0] No movimento browniano, tanto a posiciao X (t) quanto a velocidade dX/dt possuem valor esperado
nulo, isto é:

(X(®) =0,

(5)-

Utilize agora os conceitos de independéncia e covariancia de duas varidveis aleatérias, derive em relagao ao
tempo a expressao
2
(X?(t,w)) = 2Dt,

e responda a questao:
X edX/dt sao varidveis aleatdrias independentes?

(Naturalmente, nao basta responder sim/nao: é preciso justificar matematicamente sua resposta.)
Derivando-se a expressao dada,

d dX
%<X2(t,w)> :2<th> =2D #0.

Por outro lado, se X e dX/dt forem independentes, entdo (necessariamente)

w185} =((x-0) (5 -(55) =

Como (X) =0 e (dX/dt) =0, isto reduz-se a

| AX dx dX
X independente de T = Cov {X, dt} = <th> =0.

Portanto, como (XdX/dt) # 0, X e dX/dt ndo sdo independentes.

Continue a solugdo no verso =
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Prof. Nelson Luis Dias

NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

Considere os seguintes dados do dcido fosférico levemente diluido em dgua (HsPO4 a 80%):

Corrosivo sim
Risco de lesao a pele sim
Concentracdo imediatamente perigosa para a vida 1000 mgm 3
densidade 1625 kgm ™3

Um caminhao derrubou 1000 litros de dcido fosférico, H3POy4 a 80%, em um rio com as seguintes caracte-
risticas:

Largura da secao transversal 10 m

Profundidade 1m
Velocidade média w 1ms™!
Oy Ims!

Escala integral lagrangeana 7 = 10s

1 [4,0] Sabendo que (X?%(t)) = 2Dt = 2C(0)Tt, calcule o coeficiente de difusdo longitudinal D.
D=C(0)T =1x10=10m?s7!

Continue a solugdo no verso =



2 [6,0] 4 km a jusante do acidente, existe um ponto turistico onde mais de 500 pessoas estdo se banhando. A
solugao do problema lagrangeano é

c(xz,t) =

M ( (z — ut)2)
T AP\ T )
27deA 2UX
onde ¢ é a concentracdo em kgm™3, M é a massa lancada instantaneamente e A é a area da secio trans-

versal do rio, e estd plotada para x = 4000m na figura abaixo, onde os valores calculados de c¢(z,t) estao
intencionalmente exibidos:

:.m T T T T T T
=4 ]
iy

2 E 1
T
B
1]
= [
g amf F -
e
u
o |
A= | |
T ot - |
E ] i
G
=
i

s b i y

a

a a0 1800 2700 3400 4500 5400 6300 TX0  S100 9000
Tempo apis o acideni= (s}

a) [4,0] Calcule a concentragao maxima alcangada pelo HsPO4 no ponto turistico.
Da 1? questao,

2 5 2
ox =20, Tt.
E f4cil verificar que o tempo de mdxima concentracao corresponde a t = z/u, donde

M

—— =122920gm 3.
VaAnTtouxAlu &

Cmax =

b) [2,0] Quanto tempo a partir do acidente os turistas tém para sairem da dgua antes que sua saide corra
grave perigo? (Justifique com célculos)
A resposta deve ser feita por tentativa e erro. Pelo gréfico, a qualquer tempo apds 1800 s as concentragoes
jé estdo perigosamente préximas de 1gm~3. Portanto, tem-se cerca de 30 minutos (meia hora) para
retirar as pessoas da dgua.

Continue a solugdo no verso =
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NOME: ALUNO(A) PERFEITO(A) Assinatura:

ATENCAQO: Leia atentamente todas as questoes, e comece pelas mais faceis para vocé. Resolva
as questoes de forma limpa e organizada, nos espacos designados: o texto fora destes espagos nao
sera considerado na corregao. Boa prova.

1 [2,0] Dada a densidade de probabilidade

Calcule:
a) [1,0] E{X},
b) [1,0] Var{X}.

SOLUCAO DA 1* Questéo:

E{X}:/lefx(a:)dx:/olxdxzén

1 1
Var(x) = [ (o= BEOP fxo)do = [ (o= 3de =

Continue a solugdo no verso =



2 [3,0] Duas varidveis aleatérias X e Y sdo independentes quando os eventos
A={w|Xw) <1} e B={w|Y(w) <y}

sao independentes. Neste caso:

a) [2,0] Mostre que a funcdo distribuigdo acumulada (FDA) conjunta é Fx y(z,y) = Fx(z)Fy(y), onde
Fx(z) e Fy(y) sao as FDA’s de X e Y.

b) [1,0] Mostre que a funcdo densidade de probabilidade (FDP) conjunta é fx y(z,y) = fx(x)fy(y), onde
fx(@) e fy(y) sdo as FDP’s de X e Y.

SOLUCAO DA 2* Questéo:

a) Se A e B sao independentes,
P{AN B} = P{A}P{B},

isto é:
Fxy(z,y) =P{X <zeY <y} =P{X <z}P{Y <y} =Fx(x)Fy(y)nm

b) A densidade conjunta é

2
fX,Y('Tay) = aai)a(;yy
_ PFx(x)Fy(y)
N 0zdy
o 8Fx(x) 8Fy(y)
Oz dy
= fx(@)fy(y)m

Continue a solugdo no verso =



3 [2,0] Considere a equagao da onda bi-dimensional
%9 _ L (P9 %9
5 -o(30 )
com condigoes inicial e de contorno
¢(2,y,0) = @o(z,y),

¢(Oa Y, t) = ¢(a’ Y, t) =
&(x,0,t) = ¢(z,b,t) =

)

Use a substituicao de varidveis .
oz, y,t) = P(z, y)e "
para obter a equagao de Helmholtz:
V2 4+ k%) =0, k=uw/ec

Esboce os principais passos da solugdo desta ultima equacdo (nao é preciso resolvé-la).

SOLUCAO DA 3* Questao:

7o _ (32¢ aas)

o2 0x2 = Oy?
- ; 0% 0%
02 —iwt _ 2 ,—iwt
(i) = e (T4 4 T
0% 0%y
— 2 — 2 - R
w w(‘ray) c (81‘2 + 8y2>

V3% + k%) =0m
Esta equagao pode ser resolvida por separacdo de varidveis:

Y(r,y) = X(2)Y(y)

leva a

X"Y +Y"X + kKXY =0

X/I Y‘//
= k2
X + Y
Esta tltima equacgao obviamente sera resolvida se
X"+ a’X =0,
Y" 4+ 8%Y =0,
com
o + % =k

A partir dai, o problema se reduz a solucao das equagoes diferenciais ordindrias e a escolha das constantes de
integragao que atendam as condicoes de contorno.

Continue a solugdo no verso =



4 [3,0] Resolva

d*x 9
Je T [,
com
z(0) = a,
dz(0)
a D

pelo método das fungoes de Green. Obtenha

b P senw(t — )
z(t) =acoswt + —senwt + [ ———=
w 0 w

f(r)dr.
Mostre claramente todos os passos até o resultado acima.

SOLUCAO DA 4* Questéo:

Considere, inicialmente, a expressao
() f ().
Como 6(z) =0, x # 0, ela é “igual a zero” em todos os z # 0. J4 em z = 0, ela vai depender do comportamento
de f ao se aproximar de zero. Portanto,
6(x)f(x) = 6(x) f(0).

Esta observagao sera muito ttil para encaminhar a solugao. Vamos agora resolver o problema pelo método das
fungoes de Green. Comece com

e multiplique por G(t, 7):

2

G(t.7)

+wG(t,m)z(r) = G(t,7) f(7);
como se trata de um problema de valor inicial, integre de 0 a oo:

/Gtr—d7-+w/ Gt 1) )dT:/OOOG(t,T)f(T)dT.

A primeira integral, e somente ela, precisa ser integrada por partes duas vezes:

_/ dG(t,T)dde
0 0 dr dr
dG(t,T) o * d?G(t, )
x(T)O +/0 —g2 x(r)dr,

0 dr
que pode ser simplificada se impusermos G(t, 00) = 0, dG(t,00)/dT = 0:

dG(t,0) * d?G(t, )
G(t, O)b + dT a+ /0 Tfﬂ(’r) dT.

/ GtT dT—G(tT);lx
-

dx |~
dr

=Gt

Substituindo este resultado na integral do problema,

dG(t,0) /°° d*G(t, )
at | —5—
dr o dr?

oo

x(T)dT+w2/OOOG(t,T)J:(T)dT= ; G(t,7)f(T)dr,

—G(t,0)b +

—G(t,0)b + dGc(lj-’ O)a + /OOO [dC;(Z’T) +w?G(t, 7)} xz(r)dr = 000 G(t,7)f(1)dr.

Continue a solugdo no verso =



O truque padrao do método das funcoes de Green é fazer o termo entre colchetes igual & delta de Dirac:

d*G(t,T)

dr2 +W?G(t,7) = 6(1 — t),

de forma que a integral correspondente fica

ou, finalmente,
dG(t,0 o
z(t) = _dG(t,0) )a + G(t,0)b + / G(t,7)f(r)dr.
dT 0
Para que o método seja minimamente til ou pelo menos atraente para seus usuarios, é preciso que o problema
de achar G seja pelo menos um pouco mais facil que o problema de achar x. Note que a solugao do problema
homogéneo é do tipo Acoswt + Bsenwr. A idéia é procurar uma solucdo por uma variagdo do método de
variacao de parametros. A solugao deve conter a funcao de Heaviside H, para que a ¢ surja em suas derivadasd.
Além disso, para que G e sua derivada se anulem no infinito, é conveniente escrever G em funcao de H(t — 7),
pois H(t—o0) = 0. Reunindo todas estas idéias, e inspirados pelo enunciado que j& dé a solucdo, tentamos uma
solucao do tipo
G(t,7)=H({t—7)g(t—7)=H({t—7)Bsenw(t — )
para o problema
d*G

ﬁ"‘wQG(t,T) :5(t—7').

Note que mudamos o sinal do argumento de ¢. Isto ndo importa, porque ela pode ser interpretada como uma
fungao “par”, e ajuda na dlgebra subseqiiente. Derivando (em relacéo a 7) uma vez,

Gt,r)=—|Ht—-71)gd'(t—7)+ 6t —71)g9(t —7)
—_—

=0
(pois ¢g(0) = 0). Derivando mais uma vez,
G'(t,r)=H{t—-7)g"t—71)+ 3t —7)g'(t — 7).
Substituindo na equagao diferencial, obtemos, finalmente,
Hit—7)[¢"(t—1)+wigt = 1) +6(t—7)g'(t —7) = 6(t — 7).

O termo entre colchetes é identicamente nulo, independentemente do valor da constante B. Substituindo
g’ (t — 1) = Bwcosw(t — 7) e usando o valor de ¢'(0) = Bw

5(t—7)g(0)=6(t—7) = Bw=1,

donde .
Glt.r) = senw(t —7)

w

b ! t—
z(t) = acoswt + —senwt+/ Mf(T)dT'
w

0 w

Continue a solugdo no verso =



